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Fundamentalna teorema
integralnog racuna




Fundamentalna teorema integralnog
racuna je najvaznija teorema u ovoj
oblasti.

Ona povezuje diferencijalni i integralni racun.



Diferencijalni racun je nastao iz problema
trazenja tangente na proizvoljnu krivu.

A integralni racun je nastao iz problema
odredivanja povrsine ispod krive, koji na
prvi pogled nije u vezi sa problemom
tangente.



» Njutnov mentor na Kembridzu, Isak Barou (1630.—
1677.), otkrio je da izmedu ta dva problema postoji
bliska veza.

On je shvatio da su procesi diferenciranja i integracije
zapravo Inverzni procesi.



Fundamentalna teorema daje
preciznu inverznu vezu izmedu 1zvoda
11ntegrala.



» Njutn 1 Lajbnic su iskoristili ovu vezu 1 razvili
diferencijalni i integralni racun u jedan sistematic¢an
matematicki metod.

Posebno vazno je to sto je Fundamentalna teorema
omogucila izracunavanje povrsine i odredenih integrala
bez racunanja granicne vrednosti sume!



Prvi deo teoreme govori o funkcijama definisanim na
sledeci nacin

W g =] fmd

gde je f neprekidna funkeija na [a, b], a x se nalazi
izmedu aib.



FUNDAMENTALNA TEOREMA

o Treba uociti da je g funkcija od x, a da se promenljiva x
nalazi u gornjoj granici integrala.

o Kada je x neki fiksirani broj, onda je integral j f(t)dt
odredeni broj. :

o Ako pustimo da x varira, onda se broj j f(t)dt

takode menja i definise funkciju od x koja je oznadena sa

g(x).
e




FUNDAMENTALNA TEOREMA




» Da bi se na osnovu definicije izracunao izvod g '(x),
prvo treba uociti da se za h > 0, razlika g(x + h) —
g(x) dobija oduzimanjem povrsina.

Ta razlika je povrsina ispod %

grafika funkcije f od x /\ h

do x + h (obojena "
povrsina).

x x¥h



Za malo h, moZze se videti da je ova povrsina priblizno
jednaka povrsSini pravougaonika visine f(x) 1 Sirine h:

Dakle, g(x+h)—g(x)~hf(x)

YA

g(x+h)—g(x)
h
~ T (X) f(x) 1
o \/ %\'+h . 7




FUNDAMENTALNA TEOREMA

» Intuitivno, ocekujemo da vazi:

g'(x)=lm

h—0

g(X_l_hz_g(X) _ f(X)

o Ova ¢injenica je tacna, ¢ak i kada f nije obavezno
nenegativna funkcija i predstavlja prvi deo
Fundamentalne teoreme integralnog racuna.




Neka je f neprekidna funkcija na [a, b] i neka je
funkcija g definisana sa

g(x):j:f(t)dt a<x<b

Tada je g neprekidna funkcija na [a, b],
diferencijabilna na (a, b) 1 vazi

g’(x) = f(x).



Prvi deo fundamentalne teoreme kaze da je izvod
odredenog integrala u odnosu na gornju granicu,
jednak podintegralnoj funkciji izra¢unatoj u gornjoj
granicl.



FUNDAMENTALNA TEOREMA
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FRENELOVA FUNKCIJA

» Primer: Frenelova funkcija

S(X) = _[Oxsin(ntz /2)dt

o Funkcija se zove po francuskom fizicaru Augustinu
Frenelu (1788.-1827.), cuvenom po svojim rezultatima iz
optike.

o Prvi put se pojavljuje u Frenelovoj matematickoj teoriji
difrakcije svetlosti.

O A sada se koristi i pri dizajniranju krivina kod autoputeva
1 Zeleznickih trasa.




FUNDAMENTALNA TEOREMA

@ Primer 2




Primer 2
Neka je u = x4.
Tada,
i jsin tdt = i_[sin tdt
dx 5 dx 5

:i[ [ sin tdt)@ (izvod slozene funkcije)
dul 4 )

=sinu du (FT)
dx

=sin(x*)-4x°



» Do sada smo odredeni integral racunali pomocu
definicije - kao grani¢nu vrednost Rimanove sume.
Ta procedura je cesto dugacka i komplikovana cak 1
za vrlo jednostavne podintegralne funkcije.

Drugi deo Fundamentalne teoreme, koji direktno sledi iz
prvog dela, omogucava da se odredeni integral mnogo
laksSe izracunava pomocu neodredenog integrala.



Ako je f neprekidna funkcija na [a, b], onda vazi

jb f(x)dx = F (b) — F (a)

gde je F primitivna funkcija za f na [a, b], tj. funkcija
za kojuvazi F’(x) = f(x) zax1iz [a, b].



Drugi deo Fundamentalne teoreme, koji je poznat
pod nazivom Njutn-Lajbnicova formula, kaze da
ako znamo primitivnu funkciju F od f, onda odredeni
integral| f(dx moZemo izracunati kao razliku
vrednosti F zamenjene u granicama integracije.



FUNDAMENTALNA TEOREMA Primer 3
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Notacija koja se koristi: (X)‘: = F(b)-F(a)

Dakle, Njutn-Lajbnicova formula glasi:
b

jf(x)dx:F(x)\Z gde je F'= f

a

Druge oznake koje se jos koriste su F(X)| i [F)L



Primer 4

Naci povrsinu ispod parabole y = x2 od
0 do 1.

Primitivna funkeija za f(x) = x2 je F(x) = (1/3)x3.
Trazena povrsina je:

1 3 3 3
P:Ixzdx:x— SEML .
0 3 3 3 3




U poredenju sa izracunavanjem iste ove povrsSine na
Prezentacijig.3 vidimo da se upotrebom
Fundamentalne teoreme, tj. Njutn-Lajbnicove
formule, ova povrSina moZe mnogo lakse izracunati.



O




9,




Primer 6

Naci povrsSinu kosinusne krive od o do
b,gdeje o < b < m/2.

Primitivna funkecija za f(x) = cos x je F(x) = sin x,
tako da imamo:

b
. b . . .
P =jcosxdx:sm x\o =sinb-=sin0=sInDb
0



Njutn-Lajbnicova formula Primer 6




Kada je francuski matematicar Zil de Roberval prvi
izracunao povrsinu ispod sinusne 1 kosinusne krive
1635. godine, to je bio veoma tezak i izazovan zadatak

koji je zahtevao i1 dozu genijalnosti.



» Bez Njutn-Lajbnicove formule, ovaj problem bi mogli
da resimo rac¢unajuci grani¢nu vrednost sume:

Koristeci trigonometrijske identitete koji bas ne spadaju
medu osnovne identitete

Upotrebom nekih softvera



Njutn-Lajbnicova formula

»Za Robervala je to bio jos tezi
zadatak.

o Grani¢ne vrednosti, osobine i racun, tj. tehnika koja
ih prati nije tada jos bila osmisljena.




Medutim, 60-tih 1 70-tih godina XVII veka,

kada je Fundamentalnu teoremu otkrio Barou, a
iskoristili je 1 razradili Njutn 1 Lajbnic, ovaj problem
je postao veoma jednostavan za resavanje.



Primer 7

Sta je pogresno u ovom racunu?

dX=— = 1=——
X -1 3 3

-1 1

i 1 X! 1 4
2




Primer 7

Za pocetak treba uociti da taj racun ne moze biti
tacan jer je rezultat negativan, a f(x) = 1/x2 > 0.

Osobina 6 za odredeni integral glasi da akoje f= o0
onda je 1

_[: f (x)dx >0



Njutn-Lajbnicova formula Primer 7

» Fundamentalna teorema vazi za
neprekidne funkcije na [-1, 3].

U ovom slucaju se ne moze primeniti jer f(x) = 1/x?
nije definisana u tacki x=0 intervala [-1, 3].

Kada se x priblizava o0, f(x) neograniceno raste.

3 1
Tako da integral L? X ne postoji.




Sada ce biti data kompletna
formulacija Fundamentalne
teoreme integralnog racuna.



Neka je f neprekidna funkcija na [a, b].

1. Akoje 9(X)= LX f (t)dt, onda je g diferencijabilna
funkcija na (a,b) i vazi g’'(x) = f(x).

2. [ f(x)dx=F(b)~ F(a), gde je F primitivna
funkcija od f, tj. F' = .



Treba uociti da se prvi deo FT moze
zapisati 1 ovako:

d ex
&j f(t)dt = f (%)



Kako je F'(x) = f(x), Njutn-Lajbnicova
formula se moze zapisati 1 na sledeci
nacin:

[ F(x)dx=F (b) - F (a)



Posmatrani zajedno ta dva dela
Fundamentalne teoreme govore o tome
da su diferenciranje 1 integracija
uzajamno Inverzni procesi.



Fundamentalna teorema je bez ikakve
sumnje najvazniji rezultat
diferencijalnog 1 integralnog racuna.



Pre nego sto je bila otkrivena—jos od vremena starih
Grka (Eudoksa 1 Arhimeda), pa do Galileja 1
Fermaa—problemi izracunavanja povrsina,
zapremina 1 duzina krivih su bili toliko komplikovani
da su samo genijalni matematicari pokusavali da ih
rese.



Pomocu sistematizovane metode koju su Njutn i
Lajbnic formulisali kroz Fundamentalnu teoremu,
videcemo da se sada ti problemi mogu znatno lakse
resavati.



