PRIMENA ODREDENOG INTEGRALA

O

Povrsina izmedu krivih




POVRSINA IZMEDPU KRIVIH

» Posmatramo oblast S koja se nalazi izmedu dve krive
y = flx)1y = g(x) i vertikalnih pravih x =aix = b.

o figsu 4
neprekidne funkcije

if(x) = g(x) za sve x /\
iz [a, b]. ><




POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Kao sto smo ve¢ radili kod povrsine ispod krive, tako
1 ovde oblast S delimo na n delova iste Sirine i1 svaki
i-t1 deo aproksimiramo pravougaonikom c¢ija je
sirina Ax, a visina f(x*)—g(x*) .
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POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Tacke koje biramo iz podintervala
mogu biti 1 desni krajevi podintervala.

U tom slucajuje X.*=X. .
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POVRSINA IZMEDU KRIVIH
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POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Povrsina P oblasti S se definiSe kao grani¢na
vrednost sume povrsina aproskimirajucih
pravougaonika:

P = lm ' [f(x)- 900

Ova granicna vrednost je odredeni integral od f - g.



Definicija 1

Dakle, imamo sledec¢u formulu za racunanje
povrsine izmedu krivih:

Povrsina P oblasti ogranicene krivama y = f(x), y =
g(x),1pravama x = a, x = b, gde su f1 g neprekidne
funkeije i f (x) > g(x) za sve x iz [a, b] je data sa:

P = [[f(x)-g(x)]dx



Treba uociti da, u specijalnom slucaju kada je

g(x) = 0, S predstavlja oblast ispod grafika funkcije f
1 ova definicija se svodi na prethodno uvedenu
definiciju povrsine ispod krive.



POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Kada su obe funkcije 1 g nenegativne, sa date slike
se vidi da je:
P = [povrsina ispod y = f (x)]—[povrsina ispod y = g(x)]
b b
f (x)dx— | g(x)dx

a

[ (x) - g(x)]dx
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Primer 1

Naci povrsinu oblasti ogranicene
krivom y = e¥i pravom y = x od
x=0dox=1.



POVRSINA IZMEDU KRIVIH Primer 1




Primer 1

Dakle, koristimo formulu za povrsinu
izmedu krivih sa f(x) = e¥, g(x) = x,
a=01b=1:




Primer 2

Naci povrsinu oblasti koju
ogranicavaju parabole y = x2 1
Yy = 2X - X=.



POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 2

» Prvo moramo pronaci tacke preseka ove dve
parabole. Tacke preseka dobijamo rasavajuci sistem
jednacina.

Tako dobijamo x2 = 2x - x2, tj. 2x2- 2x = 0.
Dakle, 2x(x-1) = 0,1z Cegasledix=01ilix = 1.

Presecne tacke su (0, 0) 1 (1, 1).



POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 2

» Sa slike vidimo da je gornja granica
oblasti kriva y, = 2x — x2, a donja granica
oblasti kriva y, = x2

2
yr=2x—x"




POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 2

Povrsina tipi¢nog pravougaonika iz podele je
(Y —yp) Ax = (2x — x% — x?) Ax
a oblast se nalazi izmedux=01x = 1.

Dakle, trazena povrsina je:

P :.I(ZX—ZXZ)jX: ZE(X—XZhX
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POVRSINA IZMEPU KRIVIH

AKko je potrebno pronaci povrsinu izmedu krivih
y=fx)iy = g(x), gde vazi f({x) = g(x) za neke
vrednosti x, ali g(x) = f(x) za neke druge vrednosti od
x, onda oblast S treba razdvojiti na nekoliko oblasti

S,S,,...cCjesupovrsine P, P,, ...
YA
y=g(x)
S
] Sz S2
y = f(x)
>
0| a b x




U tom slucaju se povrsina oblasti S racuna kao zbir
povrSina manjih oblasti S, S.,, . . ., 1j.

P=P +P,+...



Primer 3

Naci povrsinu oblasti ogranicene
krivama y = sin x, y = cos X,
xX=01x=/2.



POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 3

» Tacke preseka se dobijaju kao resenje
jednacCine sin x =cos x. Tojex =/ 4
(poStovazio < x </ 2).

YA
y =COS X
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POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 3

» Treba uocitl da vazi cos x > sin x
7za0 <x<um/4,asinx = cos x kada
T/4<x<m/ 2.

YA
y =COS X

=Y




POVRSINA IZMEPU KRIVIH

Primer 3

» Dakle, traZzena povrsina je:
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POVRSINA IZMEDPU KRIVIH Primer 3

» Racun se moze skratiti ako se primeti da se radi o dve
povrsine koje su simetlgléne uodnosunax =/ 4.
T

* Dakle, p=2A=2 j(cos X —sin x)dx
0

YA
y =CO0S X
A, A,
x =0
5 o &z X
4 2




POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Povrsine nekih oblasti se lakse racunaju

ako se x posmatra kao funkcija od y.

Ako je oblast ogranicena krivama x= f(y), x = g(y), y =
c,iy=d,gdesufig A
neprekidne funkcije i vazi
) zgly)zac<y=<d,  d-——-
tada je povrsSina te oblasti E——

data sa: x=g(y) (

P=[[f(y-gly | 7/




POVRSINA IZMEPU KRIVIH

_________________________________________________________________________________ @

» Ako se sa x, oznaci desna granica oblasti, a sa x;
leva granica oblasti, onda imamo:

P = [ (% (y) = %, (¥)dy

VA

Ovde tipi¢an aproksimiraju¢i 1
pravougaonik ima dimenzije % /\e

XR-XL iAy.




Primer 4

Naci povrsinu oblasti koju
ogranicavaju pravay =x-11
parabola y? = 2x + 6.



POVRSINA IZMEDU KRIVIH Primer 4




Primer 4

Granice integracije su odgovarajuce
y-vrednosti: y =-21y = 4.



POVRSINA IZMEPU KRIVIH Primer 4

»Sledi: P-= 4(x —X )aj/

=[LLo+)-(5"-3)] &

:I_z(—iy +J’+4) dy

(Y. v |
=— +—+4y
203 ) 2 7|,

—1(64)+8+16—(4+2-8)=18




U ovom primeru se povrsina mogla
odrediti 1 integracijom u odnosu na x.

Medutim, taj pristup u ovom primeru
zahteva vise racuna.



POVRSINA IZMEPU KRIVIH

» Integracija po x bi zahtevala podelu
oblasti na dve A,1A, iracunanje
njihovih povrsina. yA

y= \/ 2x+ 6
Metod kojim smo

mi ovde racunali je \\/

znatno jednostavniji.




