PRIMENA ODREDENOG INTEGRALA

Zapremina obrtnog tela




Kada se trazi zapremina tela,
pojavljuje se isti tip problema kao 1
kod problema odredivanja povrsine

ispod krive.



Na osnovu razmatranja o povrsini ispod Kkrive i
povrsini izmedu dve krive, verovatno imate ideju
kako bi se mogla izracunati zapremina tela
proizvoljnog oblika.

Medutim, kao i do sada, ta ideja se mora precizno
sprovesti da bi kalkulacija bila korektna.



Podseti¢emo se kako se racuna zapremlna

jk
valjka: V —B.h

B je povrsina osnove,
dakle,

V = @r2h.

Tokom Skolovanja ste se susretali sa zapremina josS nekih
pravilnih tela.



ZAPREMINA NEPRAVILNIH TELA

» Telo S koje nije valjak se prvo podeli na delove. A
zatim se svaki taj deo se aproksimira odgovaraju¢im
valjkom.

Zapremina tela S se aproksimira zbirom zapremina
aproksimativnih valjaka.

Tacna vrednost zapremine tela S se dobija grani¢nim
procesom kada se broj delova na koje je telo podeljeno
neograniceno povecava.




NEPRAVILNA TELA

» Telo S se, ravnima koje su normalne na x-osu, podeli
na n delova jednake Sirine Ax.

e Kao da, na primer, seCemo veknu hleba.

» Intervali ne moraju biti jednake Sirine. Ovakva podela nam samo
omogucava jednostavnije oznacavanje.

Y VA




NEPRAVILNA TELA

O




Zapremina svakog od ovih valjaka je
B(xi%)'Ax.

Dakle, aproksimacija i-tog dela S; tela S
je data sa:

V(S,) ~ B(X)AX



» Sabirajuci zapremine ovih delova, dobijamo
aproksimaciju ukupne zapremine:

V ~ i B(Xi*)AX
i=1

Ocigledno je da ova aproksimacija postaje bolja kako
n — o, tj. kada delovi postaju sve tanji i1 tanji.



Zato se zapremina nepravilnog tela definise kao
granicna vrenost date sume kada n — .

Ovde treba prepoznati da se radi o granicnoj
vrednosti Rimanove sume, tj. da je re¢ o odredenom
integralu.



Neka je S telo koje se nalazi izmedu x =aix = b.

Ako je B(x) neprekidna funkcija koja u svakoj tacki x iz
[a,b] daje povrSinu osnove aproksimativnog valjka
(odnosno povrsinu preseka tela sa ravni koja je u toj
tacki normalna na x-osu), onda je zapremina tela S
data sa:

= lim ZB(X )AX = _[B(x)dx

N—o0



Ako je telo S nastalo obrtanjem oblasti ispod
neprekidne krive y=f{(x) oko x-ose izmedu x=a 1 x=b,
onda je B(x) = f2(x).

Dakle, zapremina obrtnog tela koje nastaje na taj
nacin je

b
V =z f?(x)dx



Primer 1

Naci zapreminu tela koje nastaje obrtanjem krive
y= \/; oko x-ose od 0 do 1.

[lustrovati definiciju zapremine skiciranjem tipicnog
aproksimativnog valjka.



ZAPREMINA Primer 1




Primer 1

U ovom primeru je:

B(X) = 7(~/X)? = 7x

Zapremina tipi¢nog valjka kojim se aproksimira
svaki deo je

B(X)AX = XAX



Primer 1

Telo se nalazi 1izmedux=01x = 1.

Dakle, zapremina je:

X2

V =7z_1[XdX=7z—
0
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Primer 2

Naci zapreminu tela koje se dobija
rotacijom oko y-ose oblasti ogranicene
say=x3, y=81x=0.



ZAPREMINA Primer 2

» Kako oblast rotira oko y-ose i podela se moze
napraviti normalno na y-osu, tako da se onda

integrali u odnosu na promenljivu y.

VA

y=38 |

o Ako posmatramo
deo koji je na
visinl y, dobjjamo  _ |
valjak poluprecnika I
x, gde je x=dy

x=Jy A




Primer 2

Sada imamo:
B(y) = 2x*(y) = z(3/y)? = ny*"?

Zapremina aproksimirajuceg valjka:

B(y)Ay = 2y*°Ay



Primer 2

Kako se telo nalazi izmedu y=o01
y = 8, zapremina je data sa:

V = [B(y)dy




Primer 3

Oblast ® koja je ogranicena krivama y = x i
y = x? rotira oko x-ose.

Naci zapreminu tela koje se dobija na ovaj
nacin.



ZAPREMINA Primer 3




ZAPREMINA Primer 3




Primer 3

Tako da u ovom primeru imamo:

B(X) = 2x° — (x%)°

= 7(x* —Xx*)



ZAPREMINA Primer 3




