PRIMENA ODREDENOG INTEGRALA

O

Duzina luka krive




Sta se podrazumeva pod duzinom krive?

Mozemo zamisliti da se parce kanapa stavi na krivu
tako da je potpuno prati, a zatim da se taj kanap
razvuce 1 izmeri lenjirom ili metrom.



Medutim, takav postupak u principu ne
bi mogao da se sprovede sa velikom
tacnoscu za neke komplikovane krive.



Potrebna je precizna definicija duzine
luka krive, kao Sto smo to radili za
povrsinu ispod Kkrive 1 zapreminu tela.



» Ako je kriva mnogougao, onda se njena
duzina lako odreduje.

Sabiraju se duZine stranica koje ¢ine taj mnogougao.

Pri tome se moze koristiti formula za ra¢unanje rastojanja
izmedu dve tacke.



DUZINA LUKA KRIVE

» Do definicije duzine luka krive ¢emo
doci na sledeci nacin.

Prvo se kriva aproksimira sa mnogougaonom linijom.

Zatim se racuna granic¢na vrednost zbira duzina
svakog segmenta mnogougaone linije, kada se broj
segmenata na koji je kriva podeljena povecava.




DUZINA LUKA KRIVE




Neka je kriva C definisana jednac¢inom
y = f(x), gde je f neprekidna funkcija za
a<x<hb.



Aproksimaciju krive C mnogougaonom linijom
dobijamo podelom intervala [a, b] na n podinteravla
jednake duzine Ax, ¢iji su krajevi tacke x,, x,, ..., x

n.



» Ako je y;=f(x;), onda tacke P;(x;, y;) leze na C
1 mnogougaona linija sa ¢vorovima P, P,, ..., P, ,
predstavlja aproksimaciju krive C.




Duzina L krive C je priblizno jednaka duzini ove
mnogougaone linije, a aproksimacija postaje sve bolja
kako se n povecava, Sto se moZe videti na sledecem
slajdu.

YA




DUZINA LUKA KRIVE




Definicija 1

Duzina L luka krive C koja je zadata jednac¢inom

y = f(x), a < x < b, je grani¢na vrednost sume duzina
delova aproksimirajuc¢e mnogougaone linije

(ako ta granicna vrednost postoji):

n

(1) L=1lim> |P_P

n—oo0 4
1=1



» Treba uociti da je procedura koju smo koristili za
definisanje duzine luka krive veoma sli¢na
proceduri koja se koristila za definiciju povrsine
ispod Kkrive 1 zapremine tela.

Prvo se kriva podeli na n manjih delova.

Zatim se aproksimiraju duzine tih malih delova 1
saberu.

Na kraju se izracuna granicna vrednost kada n — .



Definicija duzine luka data sa (1) se ne
koristi za konkretno izracunavanje jer bi
to bilo dosta komplikovano i neprakti¢no.

Ali se iz nje moze izvesti integralna formula za L
u slucaju kada funkcija f ima neprekidan prvi izvod.



Funkeija f ¢iji je izvod neprekidna
funkcija se zove glatka funkeija jer
mala promena nezavisne promenljive
x ima za posledicu malu promenu
vrednosti funkeije f(x).



Ako uvedemo oznaku Ay. = y. — y;_,,
onda vazi

PP =% =% )2+ (Y — Vi)




Na osnovu LagranZove teoreme o srednjoj vrednosti
primenjene na funkciju f na intervalu [x;_,, x;], sledi
da postoji broj x;* izmedu x;_, 1 x; takav da vazi

fO6)— F O =F06)(% =),

to jest

Ay, = f'(x)AX



Dakle, sledi:

P,P|=(AX)? +(Ay,)?

= J(A%)? + (' (X)) AxX)?

:\/1+

().

" (A%)?

:\/1+

(X)),

* AX (Jer Je Ax>0)



Na osnovu Definicije 1 onda sledi

n

L= IimZ‘Pi—lpi‘
n—o0 £=




» Prepoznajemo da je ovaj izraz jednak sa
b
[C\L+[ £ 00T dx
a

na osnovu definicije odredenog integrala.

Ovaj integral postoji jer je podintegralna funkcija

9(x) = 1+ F 'OOT

neprekidna.




Tako je dokazana sledeca
teorema.



Ako je f neprekidna funkecija na [a, b],
onda je duzina luka krive y = f(x),a<x < b
data sa

(2) L = j: \/1+[ f '(X)]de




Ako se upotrebi Lajbnicova notacija za
1zvode, formula za duZinu luka krive glasi:

d
(3) L:E\tl (dij dx
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Primer 1

Dakle, na osnovu formule za duzinu luka:

4 2 4
L=, [1- Ldyj dx:j\/1+9x dx
| Ldx 4



Primer 1

Uvodenjem smene u = 1 + (9/4)x,

se dobijja du = (9/4) dx.

Kada je x = 1, onda je u = 13/4.
Za x = 4, sledi u = 10.



Primer 1



Akoje krivadatasax=9g(y),c<y<d,ag(y)
neprekidna funkcija, onda se zamenom uloga xiy u
formuli (2) ili (3) dobija:

(4) L:Ld \/1+[g'(y)]2dy =J-Cd\11+(%j dy



Kako se u formulama za racunanje duZine luka krive
pojavljuje kvadratni koren pod integralom, moze se
desiti da je odredivanje tog integrala tesko ili cak
nemoguce eksplicitno.

U takvim slucajevima se trazi aproksimativno
resenje.



U mnogim slucajevim je korisno imati funkciju koja
¢e moci da meri duzinu krive od neke polazne tacke
pa do bilo koje druge tacke krive.



Neka je kriva C zadata jednacinom y = f(x),a < x < b.

Sa s(x) cemo oznaciti rastojanje duz krive C
od pocetne tacke P,(a, fla)) do tacke Q(x, f (x)).



Tada je s funkcija koja se zove funkcija duzine luka 1
data je sa

®  s(x)=[ L[ O] dt




Na osnovu Fundamentalne teoreme, izraz (5) se moze

diferencirati (posto je podintegralna funkcija
neprekidna):

(6) E: , 2 _ . dy ‘
- JL+[F (0] Nl'(dxj




Iz (6) sledi da je brzina promene od s u odnosu na x
najmanje 11 da je bas jednaka sa 1 kada je f(x) (nagib
krive) jednak o.



Diferencijal funkcije duzine luka:

(7) ds = 1+(ﬂj dx
\" Ldx




(7) se Cesto pise u simetricnoj formi

(8)  (ds)*=(dx)* + (dy)?



FUNKCIJA DUZINE LUKA




Primer 2

Naci funkciju duzine luka za krivu
Yy = x2 — /8 In x uzimajuci P,(1, 1) za
pocetnu tacku.



FUNKCIJA DUZINE LUKA Primer 2

9,




Primer 2

Funkcija duzine luka je data sa:

s(x)= [ L[ f ®] ot

I3

=t +1Int]

=X*+1lnx-1



Primer 2

Na primer, duzina luka krive od (1, 1) do
(3,/(3)) je:
s(3) =3’ +1In3-1
In 3

8
~8.1373

— 8




Na slici je data interpretacija funkcije
duzine luka krive iz prethodnog primera.
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