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Glava 1

Linearno programiranje

1.1 Motivacija

Posmatrajamo proizvodnju u jednoj fabrici. Fabrika proizvodi proizvode ko-
je numerisemo od 1,2,...,n. Ovi proizvodi su proizvedeni od razlicitih sirovina.
Pretpostavimo da fabrika raspolaze sa m razlicitih sirovina koje numerisemo sa
1,...,m. Zalihe sirovine i ¢emo oznaciti sa b;,i = 1,2,...,m. Svaka sirovina ima
svoju trzi$nu vrednost p;. Dodatno, svaki proizvod je sacinjen od odredene koli-
Cine pojedinih sirovina. Neka je za proizvodnju proizvoda j potrebno 4; ; sirovine
i. Takode, proizvod j se prodaje po trzi$noj ceni ;. U nastavku posmatramo dva
optimizaciona problema.

1.1.1 Optimistican pogled proizvodaca

Pretpostavimo da proizvoda¢ odludi da proizvede x; jedinica proizvoda j,
j=1,2,...,n. Prihod od prodaje jedne jedinice proizvoda j je c;. S druge strane,
tro$ak za proizvodnju jedne jedinice proizvoda j iznosi ) p;a; ;. Stoga, zarada
od jedne jedinice proizvoda j je razlika izmedu prihoda i troskova. Ako zaradu
od prodaje jedne jedinice proizvoda j oznacimo sa c;j, onda

m
C]' = U'] — Zpiaij, ]: 1,2,...,1’1.
i=1

Ukupan prihod proizvodaca iznosi
n
Z C]'Xj. (1 . 1)
j=1

Cilj proizvodaca je da maksimizira ukupan prihod. Ogranic¢enja koja se javljaju
su sledeca. Svaka koli¢ina proizvoda j, x; mora biti nenegativna, tj.

x>0, Vji=1,..,n. (1.2)
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Dalje, ne moze se proizvesti viSe proizvoda nego S$to ima sirovina na raspolaga-
nju, tj. vazi ogranicenje

n
ai]-x]- S bir i= 1,2,...,m. (13)
j=1

Da sumiramo, proizvodac Zeli da utvrdi koliko jedinica x; proizvoda j, j =
1,2,...,n treba da proizvede da bi ostvario maksimalan prihod (1.1) od prodaje
svih proizvoda pod datim uslovima (1.2) i (1.3).

1.1.2 Pesimistican pogled magacionera

S druge strane, magacioner treba da odredi inventarsku vrednost w; sirovine
i=1,2,...,m tako da vrednosti w; ne budu manje od trazi$nih vrednosti p;,i =
1,2,...,m i da vrednost jedinice proizvoda j sa ugradenim sirovinama vrednosti
w; ne bude manja od trzi$ne vrednosti jedinice proizvoda o}, j =1,2,...,n. Cilj
magacionera je da minimizira ukupnu vrednost lagera (da ucini da finansijski
izvestaj izgleda S$to bolje)

m
Zbiwi (1.4)
i=1
pod pomenutim uslovima, tj. pod uslovom da
w; Zpl', i:1,2,...,m, (15)
i
m
Zwiai]- >0, j=12,...,n (1.6)

i=1
Minimiziranje (1.4) pod ogranicenjima (1.5) i (1.6) je problem linearnog pro-
gramiranja. On postaje za nijansu manje slozen ako uvedemo smenu

yi=w;—p;, 1=12,...,m.

Veli¢ina y; predstavlja dodatnu vrednost sirovine i koju bi kompanija zaradila
preprodajuéi sirovinu i. U terminima ove promenljive, cilj magacionera je da

minimizira
m
Y biy;
i=1

pod uslovima
yi>0, i=12,...,m,

m

Zyiaij Z C]', ] = 1,2,...,7’1.

i=1
Primetimo da smo izostavili )/ ; b;p; iz funkcije cilja jer je to konstanta i ne-
¢e uticati na pronalaZenje optimalne vrednosti promenljivih ($to je glavni cilj
magacionera).
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1.2 Problem linearnog programiranja

U prethodna dva primera, javljale su se promenljive ¢iju optimalnu vred-
nost je bio cilj odrediti. One se nazivaju odluéujuce promenljive. One se obitno
oznacavaju sa

x]-, j:1,2,...,n.

U linearnom programiranju, cilj je uvek da se maksimizira ili minimizira neka
linearna funkcija odlu¢ujuéih promenljivih

{=c1x1+coxp+ -+ cuXp.

Ova funkcija se zove funkcija cilja.

Pored funkcije cilja, prethodni primeri su dodatno imali razna ogranicenja
koja u opStem slucaju predstavljaju linearnu kombinaciju odlu¢ujuéih promen-
ljivih:

amx1+axxo + - +apx, <b.
U nekim slucajevima ova ograni¢enja su bila oblika jednakosti ili >. Primetimo
da u slucajevima kada su ogranicenja data kao jednakost ili >, moZemo ih lako
pretvoriti u ograni¢enja <. Na primer, ogranicenje oblika

ax1 + axxy + -+ apxy > b

se mnozZenjem sa —1 pretvara u ogranicenje oblika <, dok ograni¢enje
ax1+axxp+ - +apxy =0

se pretvara u dva ekvivalentna ogranicenja sa nejednakostima

ax1+axxy + -+ apx, <b

ax1+ axxo + -+ +apx, > b.

Stoga, ne postoji preferencija kako ¢e ogranicenja biti postavljena (sve dok god
su linearna). Medutim sa matematickog stanovista postoji preferencija da ogra-
nicenja treba da budu zapisana u obliku < kao i da sve odlucujuce promenljive
treba da budu nenegativne. Stoga, problem linearnog programiranja koji ¢emo
mi posmatrati treba da bude formulisan na sledeci nacin:

c1X1 + X2 + ...+ CnXn —
a11x1 +  apx; + ... +  auxy < b
aypxy +  apXxy o+ +  ayxy <

amix1 + ampxo + ..+ appxy, < by
x11x2/”~1xn20



Ovako zapisan problem linearnog programiranja zovemo standardnim. Radi
konzistentnosti, uvek ¢e m oznacCavati broj ogranicenja a n broj promenljivih.
Uredena n-torka (x1,xy,...,x,) se zove dopustiva ako zadovoljava sva ogranice-
nja, a dodatno ako se u njoj dostiZe zeljeni maksimum onda se zove optimalna.

Neki problemi su nedopustivi, kao na primer:

5x1 + 4x, — max
X1 + x < 2
—ZX1 - ZXZ S -9
X1,X2 >0

Zaista, drugo ogranicenje implicira da je x1 + xp > 4,5, $to je kontradiktorno
prvom ogranicenju.

Druga ekstremna situacija se javlja kada funkcija cilja nije ogranicena - tada
se problem naziva neogranicen. Na primer:

X1 - 4xp — max
—2x7 + X2 < -1
—X1 - 2x < -2
x1,xp > 0.

Ovde mozZemo uzeti da je x; jednako nuli a da je xq proizvoljno veliko. Dok
god je xq veCe od 2 reSenje je dopustivo, i kako se x| povecava tako raste i
vrednost funkcije cilja.

1.3 Simpleks metoda

1.3.1 Primer

Prvo ¢emo ilustrovati kako simpleks metoda radi na konkretnom primeru.

5y + 4x, + 3x3 — max
2x1 + 3xp + X3 < 5
4x, + X2 + 2x3 < 11
3x1 + 4xp, + 2x3 < 8

X1,%X2,X3 Z 0.

Pocinjemo da reSavamo tako $to dodajemo pomoéne promenljive. Za svaku
nejednakost < uvodimo nove promenljive koje predstavljaju razliku izmedu de-
sne i leve strane nejednakosti. Na primer, za prvu nejednakost

2x1+3xp +x3 <5,
uvodimo pomoénu promenljivu wy koju definiSemo kao
w1 =5—2x1 — 3xp — X3.
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Jasno je da ovakva definicija promenljive wy zajedno sa uslovom nenegativnosti,
tj. w1 > 0, je ekvivalentna originalnom uslovu. Ponavljamo ovu proceduru za
svako ogranicenje < da bismo dobili ekvivalentu reprezentaciju problema:

= 541 + 4x, + 3x3 — max
w1 = 5 - le - 3x2 - X3
wy = 11 - 4x - X2 - 2x3
w3 = 8 - 33C1 - 4X2 - 2X3

X1,X2,X3,W1,W2,W3 2 0.

Primetimo da smo uveli oznaku { za vrednost funkcije cilja 5x1 + 4x, + 3x3.

Simpleks metoda je iterativni proces koji kre¢e sa uredenom 6-torkom (x1,xz, ...

koja zadovoljava jednacine (dopustiva uredena 6-torka) i uslove nenegativnosti
i onda trazi novu bolju dopustivu uredenu 6-torku (%1, %,,...,@3) u kojoj funk-
cija cilja ima vecu vrednost:

5% + 4Xy + 3X3 > 5x1 + 4xp + 3x3.

Ovaj proces se nastavlja dok god se ne stigne do uredene 6-torke za koju se
vrednost funkcije cilja ne moze viSe povecati. Takva uredena 6-torka je optimal-
no resenje.

Da bismo zapoceli iterativni proces, treba nam polazna dopustiva uredena
6-torka (xq,xp,...,w3). U nasem primeru to je jednostavno. Proglasi¢emo origi-
nalne promenljive da budu jednake nuli i koristeéi definiSuce jednacine ¢emo
odrediti vrednosti pomo¢nih promenljivih:

x1=0, x=0, x3=0, wy =5 wy=11, w3=8_8.

Funkcija cilja ima sada vrednost 0.

Mi se dalje pitamo da li se moZe povecati vrednost funkcije cilja. Kako je koe-
ficijent u funkciji cilja uz x; pozitivan, ako pove¢amo vrednost promenljive x; sa
nula na neku drugu pozitivhu vrednost povecacemo i vrednost {. Ali menjajuci
vrednost promenljive x; promenice se i vrednosti pomo¢nih promenljivih. Mora-
mo se osigurati da neka od pomoc¢nih promenljivih ne postane negativna. Kako
su xp i x3 trenutno jednaki nuli, imamo da je wy =5 — 2xq, tako da ako zZelimo
da obezbedimo da wy ne bude negativha moramo ograniciti rast promenljive x;
sa 5/2. Sli¢no, nenegativnost promenljive w, namece uslov da x; < 11/4, dok
nenegativnost promenljive w3 namece uslov da x; < 8/3. Kako svi ovi uslovi
moraju biti zadovoljeni, vidimo da x; ne moZe biti vee od najmanje od ovih
granica tj. x; < 5/2. NaSe novo poboljsano resenje je sada:

5 1

x1==, x=0, x3=0, w1 =0, wy=1, w3=—.
2 2

Prvi korak je bio jednostavan dok odgovor na pitanje kako da nastavimo nije

toliko jednostavan. Ono Sto je ucinilo prvi korak jednostavnim je to $to some

imali grupu promenljivih koje su inicijalno bile nule a ostale promenljive su

bile izrazene preko njih. Ovo je moguce postiéi i za novo reSenje. To se postiZe
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tako $to ¢emo sistem jednacina napisati tako da xq, wp, w3 i { budu izrazene
u funkciji od wy, x; i x3. Drugim re¢ima, uloge promenljivih x1 i w; se moraju
zameniti. Koriste¢i prvu jednacinu iz sistema jednacina dobijamo da je
5 1 3
x1 —_— E - §w1 - §x2 - §x3

Jednacine za w,, w3 i { se moraju srediti tako da se x; ne pojavljuje na desnoj
strani. Najjednostavniji nac¢in da se to postigne je pomocu ekvivalentnih trans-
formacija (jedna jednacina se mnozi brojem i sabira se sa drugom jednacinom).
Na primer, ako uzmemo jednacinu za w, i oduzmemo od nje jednacinu za w
pomnoZenu sa 2 i prebacimo wq na desnu stranu dobi¢emo

wy =1+ 2wq + 5x5.

Primenjujudi ekvivalentne transformacije za ws i ¢, dobijamo:

¢ = 125 - 25w - 35w + 0513
X1 = 2,5 - 0,5w1 - 1,5X2 - 0,59('3
wy = 1 + 2w, + 5x;

w3 = 05 + 1,5wy + 0,5x - 0,5xs.

Primetimo da se trenutno reSenje moZze dobiti tako $to se nezavisne promen-
ljive proglase za nule a vrednost zavisnih promenljivih se prodita iz jednacina.

Sada vidimo da povecanje wy ili x, vodi ka smanjenju vrednosti funkcije
cilja i da je x3 jedina promenljiva sa pozitivnim koeficijentom u funkciji cilja
Cije povecanje vodi ka daljem povecéanju vrednosti funkcije cilja. Opet moramo
da utvrdimo koliko smemo maksimalno povecati ovu promenljivu a da pri tom
ne naru$imo uslov da su sve promenljive nenegativne. Ovog puta vidimo da
jednacina za w; nije pogodena promenama promenljive x3, dok jednacine za x;
i w3 namecu uslove da x3 < 51 x3 < 1, redom. Poslednja nejednakost je strozija,
tako da je novo resenje:

x1=2, x=0, x3=1, w1 =0, wry=1, w3=0.

Vrednost funkcije cilja je sad { = 13. Opet ¢emo pokusati da utvrdimo da li je
moguce ponovo povecati vrednost funkcije cilja i ako jeste koliko. Stoga, mora-
mo naSe jednacine zapisati tako da {, xq, w; i x3 budu izrazene u funkciji od w1,
Xp i ws. ReSavajudi poslednju jednacinu za x3 dobijamo

x3 =14 3w + xp — 2ws.

Takode, primenjujuéi ekvivalentne transformacije mozemo eliminisati x3 iz osta-
lih jednacina. Ovo rezultuje sa:

[ = 13 — w — 3xp — w3
X1 = 2 — 2w, — 2xp + w3
wy 1 + 2wy + 5x
x3 = 1 + 3w + xp — 2ws
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Sada smo spremni da zapo¢enemo trecu iteraciju. Prvi korak je da utvrdimo
povecanje koje nezavisne promenljive ¢e dovesti do daljeg povecanja funkcije
cilja . Ali ovog puta takva promenljiva ne postoji, jer sve promenljive u funkeiji
cilja imaju negativne koeficijente. Ova konstatacija je dokaz da smo pronasli op-
timalno resenje { = 13. Sistemi jednacina koje smo sretali u prethodnom prime-
ru se zovu recnici. Izuzev {, promenljive koje se nalaze na levoj strani jednakosti
(zavisne promenljive) se zovu bazicne promenljive. Promenljive na desnoj strani
jednakosti (nezavisne promenljive) se zovu nebagzicne promenljive. ReSenja koja
smo dobijali uzimajuéi da su nebazi¢ne promenljive jednake nuli se nazivaju
bazi¢na dopustiva resenja.

1.3.2 Simpleks metoda

Posmatrajmo problem linearnog programiranja u standardnom obliku. Mak-
simiziramo funkciju cilja:

n
2%
j=1
pod organiCenjima

n
Ztll‘]’x]' S bi i= 1,2,...,m
j=1

x>0, j=12,...,n

Nas prvi zadatak je da uvedemo pomoc¢ne promenljive i nazovemo funkciju
cilja sa {:

n
{=)_cx;
=1

n
w; =b; — Zﬂijxj/ i=1,2,...,m.
=1

Kao $to smo videli u prethodnom primeru, kako simpleks metoda napredu-
je, pomoc¢ne promenljive menjaju ulogu sa originalnim promenljivama. Zgod-
no je uvesti notaciju u kojoj pomo¢ne promenljive su manje vise isto tretira-
ne kao i originalne promenljive. Jednostavno ¢emo ih dodati na kraju liste x-
promenljivih:

(X1, e X, W, e, W) = (X1, 0, X0, Xt 1y -+ ) Xt ) -

Sa ovom notacijom mozemo zapisati problem linearnog programiranja kao:

n
g=) ¢
=1
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n
Xpti=b; — Zaijxjr i=12,...,m.
j=1

To je pocetni re¢nik. Kako simpleks metoda napreduje, ona prelazi sa jednog
re¢nika na drugi trazeé¢i optimalno reSenje. Svaki re¢nik ima m bazi¢nih pro-
menljivih i n nebazi¢nih promenljivih. Neka je skup B podskup skupa indek-
sa {1,2...,n + m} koji odgovaraju bazi¢nim promenljivama, i neka je N skup
indeksa koji odgovaraju nebazi¢nim promenljivama. Inicijalno, imamo da je
N={12,..n}iB={n+1n+2,...,n+m} Ovo se naravno menja kroz
iteracije. Kako algoritam napreduje, trenutni recnik izgleda:

X; = bi — Zjej\[ﬁi]‘xj, ieB.

Primetimo da smo stavili crtice iznad koeficijenata kako bismo oznacili da se
oni menjaju kako algoritam napreduje.

U svakoj iteraciji simpleks metode, ta¢no jedna nebazi¢na promenljiva po-
staje bazi¢na promenljiva. To smo videli i u nasem primeru ali objasnimo sada i
u opStem slucaju.

Promenljiva koja iz nebazi¢ne prelazi u bazi¢nu promenljivu se naziva ula-
zna promenljiva. Ona se bira sa ciljem da poveca vrednost {, i zbog toga se bira
ona promenljiva ¢iji je koeficijent pozitivan: izaberi k iz skupa {j € N : ¢ >0}.
Ako je taj skup prazan onda je trenutno reSenje optimalno. Ako se skup sasto-
ji od vise takvih elemenata (Sto je najcesc¢e slucaj), tada imamo izbor koji od
elemenata da izaberemo. Postoji nekoliko kriterijuma za odabir koje ¢emo di-
skutovati kasnije. Za sada je dovoljno da kaZzemo da se najce$c¢e uzima indeks k
¢iji koeficijent je najvedi.

Promenljiva koja napusta bazu tj. ona promenljiva koja od bazitne postaje
nebazicna se naziva izlazna promenljiva. Ona se bira tako da se otuva nenega-
tivnost trenutnih bazi¢nih promenljivih. Kada smo odlucili da je promenljiva x;
ulazna promenljiva, njena vrednost ¢e se od nule povecati na neku pozitivnu
vrednost. Njen porast ¢e uticati na bazi¢ne promenljive:

X; = Ei — agxg, 1€DB.

Moramo osigurati da svaka od promenljivih ostane nenegativna, tj. moramo
nametnuti uslov da je

Ei —agx >0, i€ebB.

Od ovih izraza jedini koji mogu da postanu negativni sa porastom x; su oni
kod kojih je a;; pozitivno, ostali ili ostaju nepromenjeni ili se povec¢avaju. Stoga
nasu paznju mozemo ograniciti na one i-ove za koje je ;; pozitivno. Za takvo i,
vrednost x; za koje svaki izraz postaje nula je

X = Ei/ﬁik-
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Kako ne Zelimo da bilo koji od tih izraza postane negativan, moramo povecati
x; samo koliko je najmanja od pomenutih vrednosti:
xr = min b;/d;.
k iGBZﬂ_ik>0 ! ik
Konac¢no, pravilo za odabir izlazne promenljive je izaberi | iz skupa {i € B : ;. >
0ib;/a je minimalno}.
Jednom kada su izlazna i ulazna promenljiva odabrane, prelaz sa trenut-

nog re¢nika na novi re¢nik se odvija koriste¢i ekvivalentne transformacije. Ovaj
korak prelaska sa jednog na drugi rec¢nik se naziva pivotizacija.

1.3.3 Simpleks metoda, tabelarni zapis - primer

Simpleks metoda se radi jednostavnosti najceSc¢e u praksi zapisuje u obliku
tabela. Vratimo se na na$ primer i pogledajmo kako se na osnovu re¢nika prave
tabele i kako se vrSe pivotizacije.

Podsetimo se najpre kako na$ problem izgleda:

541 + 4x, + 3x3 — max
2x1 + 3x + x3 < 5
4x; + X2 + 2x3 < 11
3xy + 4x, + 2x3 < 8
X1,X2,X3 ZO
Nakon uvodenja pomo¢nih promenljivih imamo:
= bxy + 4x, + 3x3 —  max
2x1 + 3x + x3 + w = 5
4x1 + x» + 2x3 +  wp = 11
3x; + 4xp, + 2x3 + w3 = 8

X1,X2,%3,W1,wp, w3 > 0.

Inicijalna tabela koja odgovara polaznom rec¢niku je data sa:

X1 X2 X3 W1 Wy W3
w1 2 3 1 1 0 0 5
wy 4 1 2 0 1 0
w3 3 4 2 0 0 1 8
| -5 -4 -3 0 0 0

i u njoj su upisani redom koeficijenti uz promenljive iz ogranicenja i —(.

U prvom koraku posmatramo koeficijente u poslednjoj vrsti (-5, —4, —3) i
posto smo sada zapisali —(, onda negativni koeficijenti odgovaraju promenlji-
vama ¢ijim povecanjem e se { povecati. Najnegativniji koeficijent —5 sugeriSe
da nebazi¢na promenljiva x; u prvom koraku ulazi u bazu. Da bismo odredili ko-
ja promenljiva izlazi iz baze, posmatramo strogo pozitivne koeficijente u koloni
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ispod promenljive x; (2, 4, 3) u pravimo koli¢nike brojeva koji piSu u poslednjoj
koloni (5, 11, 8) sa pomenutim brojevima (2, 4, 3). Dati koli¢nici redom iznose
%, % i %. Najmanji od posmatranih koli¢nika je % i on daje gornje ogranicenje
za promenljivu x1, tj. govori da promenljiva x; sme da poraste najviSe g a da
pritom uslovi nenegativnosti svih promenljivih ne budu naruseni. Vrsta u kojoj
se javlja ovaj koli¢nik (prva vrsta) nam govori da ¢e w, izadi iz baze i da e
zameniti mesto sa x;. Par promenljivih (x1,wq) se zove pivot.

Primetimo da ispod bazi¢nih pomenljivih (to su trenutno wy, w; i w3) u ta-
beli pisu sve nule sem jedne jedinice koja se bas nalazi u preseku vrste i kolone
u kojoj se nalazi bazi¢na promenljiva. Kada x; ude u bazu da bismo postigli da
ispod nje takode piSu nule i jedino jedinica u prvoj vrsti, tj. da vazi pomenu-
ta osobina, treba da sprovedemo odgovarajuce ekvivalentne transformacije, tj.
prva vrsta treba da se mnoZi sa 5, prva vrsta treba da se mnoZi sa —2 i sabere
sa drugom vrstom, sa —% i sabere sa tre¢om vrstom, mnozi sa % i sabere sa
poslednjom vrstom. Tako dobijamo novu tabelu:

X1 X2 X3 w1 wr W3
x1 | 1 1,5 0,5 0,5 0 0|25
wy | 0 =5 0 -2 1 0 1
ws | 0 =05 05 -1,5 0 1 0,5
-¢| 0 35 =05 25 0 0 | 12,5

Ponavljamo postupak. Posmatramo koeficijente u poslednjoj vrsti. PoSto nisu
svi pozitivni (to bi bila optimalna tabela), gledamo koji koeficijent je najnegativ-
niji. To je —0,5 i on se nalazi ispod promenljive x3. Promenljiva x3 ulazi u bazu.
Dalje posmatramo koli¢nike brojeva iz poslednje kolone i strogo pozitivnih ko-
eficijenata koji se nalaze ispod promenljive x3. Ti koli¢nici iznose sada %g =5i
8:? = 1. Minimalni od tih koli¢nika je 1 i on sugeriSe da promenljiva wj izlazi iz
baze. Vr$imo pivotizaciju i dobijamo novu tabelu:

X1 X2 Xz W1 Wy W3
X1 1 2 0 2 0o -1 2
wp, | 0 -5 0 -2 1 0 1
X3 o -1 1 -3 0 2 1
—C | 0 3 0 1 0 1 13

Ova tabela je optimalna jer su u poslednjoj vrsti svi koeficijenti pozitivni.
Iz nje ¢itamo optimalno reSenje: x; =2, x; = 01i x; = 1 a optimalna vrednost
funkcije cilja je * = 13.
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1.3.4 Inicijalizacija

U prethodnim primerima smo prezentovali simpleks metodu. Probleme koje
smo posmatrali su bili takvi da su brojevi na desnoj strani nejednakosti bili
nenegativni. To je obezbedivalo da je polazni re¢nik dopustiv. U ovom odeljku
¢emo diskutovati $ta se desava kada to nije slucaj.

Problem linearnog programiranja koji smo posmatrali je

n
Y cixj
j=1

pod ograniCenjima
n
Zaijxj S bi i= 1,2,...,771
=1
x;j >0, i=L12,...,n,

i za njega je inicijalni re¢nik bio

n
C=2.5%
=1

n
w; = bl' — Zuijxj, i= 1,2,...,711.
j=1

ReSenje vezano za ovaj re¢nik se dobilo tako $to smo svakom x; dodelili vred-
nost nula a svakom w; vrednost b;. Ovo reSenje je dopustivo ako i samo ako su
vrednosti b; nenegativne. Ali Sta ako to nije slucaj? Ovaj slucaj prevazilazimo
uvodenjem pomocnog problema za koji je

1. Dopustiv re¢nik lako naci
2. Optimalni re¢nik daje dopustiv re¢nik originalnog problema.

Pomoc¢ni problem je maksimizirati:

pod organiCenjima

n
Zﬂli]‘x]‘ — X0 S bi 1= 1,2,...,m
j=1

x>0, j=012..,n

Jednostavno je naci dopustivo reSenje pomoc¢nog problema. Zaista, uzmimo da
jexj=0zaj=12,...,nidaje xyo dovoljno veliko. Lako je videti da originalni
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problem ima dopustivo reSenje ako i samo ako pomo¢ni problem ima reSenje
xo = 0. Drugim re¢ima, originalni problem ima dopustivo reSenje ako i samo
ako je optimalno reSenje pomo¢énog problema jednako nuli.

Iako pomoc¢ni problem ima dopustiva reSenja, nismo jo$ pokazali da ima
dopustiv re¢nik koji je lako dobiti. Najbolje je da na primeru ilustrujemo kako
se dobija dopustiv re¢nik:

maksimiziraj —-2x; — 1
pod uslovima —x; + x < -1
—x1 — 2x < =2
X2 S 1
X1,X2 20
Pomo¢ni problem je maksimizirati
maksimiziraj — X
pod uslovima —x; + x — x < -1
—X1 — ZXQ — x9 < -2
X — x9 < 1

X1,X2,X0 > 0.

U sledecem koraku uvodimo pomoc¢ne promenljive i zapisujemo inicijalni
re¢nik koji nije dopustiv:

{ = — X
w = -1 + x1 — x + xp
w, = -2 + x1 + 2x + x
w3y = 1 — X2 + X

Ovaj re¢nik je nedopustiv ali ga je lako transformisati u dopustiv rec¢nik. Sve
Sto treba da uradimo je da xy ude u bazu umesto najnedopustivije promenljive
wo:

{ = -2 + x1 4+ 2xp — wy
w = 1 — 3x + w
Xo = 2 — x1 — 2x + wp
w3y = 3 — x1 — 3x 4+ wp.

Primetimo da sada imamo dopustiv re¢nik i da mozemo kao i ranije da na-
stavimo da primenjujemo simpleks metodu. U prvom koraku uzimamo da x;
ude i wy izade iz baze:

¢ = -1,33 + x; — 0,67w; — 0,33w;
Xy = 0,33 - 0,33w; + 0,33w;
X9 = 1,33 — x4 + 0,67w; + 0,33w,
w3 = 2 - x1 + w1.

U drugom koraku uzimamo da xq ulazi u bazu a da x izlazi iz baze:
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¢ = 0 — xo
x, = 0,33 — 0,33w; + 0,33w;
x = 1,33 — x9 + 0,67w; + 0,33w;
wy = 0,67 + xo + 033w, — 0,33w,.

Dobijeni recnik je otpimalan za pomo¢ni problem. Sada izostavljamo x iz
jednacina i vracamo se na polazni problem:

C:—2x1—x2:—3—w1—w2.

Stoga dopustiv recnik za polazni problem je:

; = -3 - wy — wy
x = 033 — 033w; + 0,33w,
x = 1,33 + 0,67w; + 0,33w;
w3 = 0,67 4+ 033w, — 0,33w;.

Ovaj re¢nik je ujedno i optimalan jer su svi koeficijenti uz promenljive u
funkciji cilja { negativni.

1.3.5 Neogranicenost

Posmatrajmo primer

{ =5 4+ x3 — x
X = 5 4+ 2x3 — 30
X4 = 7 - 4x1
X5 = X1

Promenljiva koja bi trebala da ude u bazu je promenljiva x3 jer je koeficijent
u funkciji cilja jedino uz nju pozitivan. Medutim, ako posmatramo koli¢nike koji
nam govore koja promenljiva treba da izade iz baze, takva promenljiva ne po-
stoji (svi koeficijenti u ograniCenjima uz x3 su negativni (-2) ili nule). To znaci
da povecanje promenljive x3 nije ograniceno i ne dovodi do toga da neka od ba-
zicnih promenljivih dobije vrednost nula i time postane nebazi¢na promenljiva.
Stoga je ovaj problem primer neograni¢enog problema gde funkcija cilja moZze
da uzme proizvoljno veliku vrednost za dovoljno veliko x3.

1.3.6 Graficko reSavanje

Ako u problemu linearnog programiranja je broj promenljivih n =2 ilin =3,
skup dopustivih vrednosti S se moze nacrtati i lako se moze videti $ta je reSenje
problema.

Na primer, za problem

= x1 + X — max
x1 + 5x < 5
2x1 + xp < 4

x120 x>0,
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optimalno reSenje o¢itavamo sa crteza (Slika ??): xj = 3 xy==,0" = 3

Koordinate (g, %) dobijamo reSavanjem sistema

X1+ 5xy =5, 2x1 +xp = 4.

Slika 1.1: Skup dopustivih reSenja zajedno sa izohipsama funkcije cilja.

Isprekidana linija predstavlja vrednosti funkcije = x1 + x».

1.4 Degenerativnost

Kazemo da je recnik degenerisan ako je b; = 0 za neko i € B. Degenerisani
rec¢nici mogu izazvati poteskoce u simpleks metodi ali i ne moraju. Na primer,
recnik:

g = 5 + X3 — X1
X = 5 + 2x3 — 3x
X4 7 - 4x1
X5 = X1
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je degenerisan, ali je bilo jasno da je problem neogranicen te stoga pivoti-
zacije nisu ni potrebne. Dalje, da je koeficijent uz x3 u jednacini za x, bio —2
umesto 2 tada bi simpleks metoda odabrala za izlaznu promenljivu x; i nikakvih
poteskoca ne bi bilo.

Problem nastaje kada degenerisani re¢nici proizvode degenerisane pivote.
Kazemo da je pivot degenerisan ako je vrednost promenljive koja ulazi u bazu
u novom rec¢niku jednaka nuli. Na primer, ovo je degenerisani re¢nik:

{ =3 — 05x + 2x — 1,5w
X3 = 1 - 0,5x1 - 0,5ZU1
wyr = X1 — X2 + w1.

Za ovaj rec¢nik ulazna promenljiva je x, a izlazna promenljiva je w,. Kako
svako povecanje x, implicira da promenljiva w, postane negativna, jasno je da
Xp ne moze da postane pozitivna i mora ostati nula. U svakom slu¢aju moze
biti reklasifikovana kao bazi¢na (do sada je bila nebazi¢na). Pogledajmo $ta je
rezultat degenerisanog pivota:

{ = 3 + 1,5xv¢y — 2w, + 0,5w
x3 = 1 — 0,5x; —  0,5wq
Xy = X1 —  wy -+ w1.

Primetimo da i dalje ima istu vrednost kao i pre pivotizacije 3. Stoga dege-
nerisani pivot nije doveo do porasta funkcije cilja. Dalje, vrednosti promenljivih
se nisu promenile. I pre i posle pivotizacije one su:

(x1,%2,x3,w1,w2) = (0,0,1,0,0).

Ali sada je reSenje predstavljeno pomocu novih bazi¢nih promenljivih i nadamo
se da ¢e novi pivot dovesti do povecanja funkcije cilja. Ulazna promenljiva za
narednu iteraciju je x; a izlazna promenljiva je x3 $to nije viSe degenerisan pivot
i vodi ka:

C, = 6 — 3X3 — 2w, -— w1
xQ = 2 — 2x3 - W
Xp = 2 — 2x3 — Wy

Ovaj primer ilustruje $ta se najcesce deSava kad se javi degenerisni pivot -
neki od narednih pivota ne bude degenerisan i on nas odvede od degenerisanih
retnika. Medutim postoje primeri u kojima se javlja niz degenerisanih pivota
koji eventualno dovede do pojave rec¢nika u kom se algoritam ve¢ nasao ranije
i na taj nacin se nikada ne stigne do optimalnog resenja. Takva osobina se zove
kruzenje reCnika.

Nazalost kruzZenje re¢nika se moze pojaviti i kod najces¢e koris¢enog pravila
pivotizacije u praksi:

e Izaberi ulaznu promenljivu za koju je koeficijent u funkciji cilja ¢ pozitivan
i najveci
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e Kada se dve ili viSe promenljivih bore za to koja ¢e biti izlazna, onda daj
prednost promenljivama x i ako postoji izbor uzmi onu koja ima najmanji
redni broj.

Primer kruZenja recnika:

@ X1 — 2XZ — ZX4
w = - 0,5x1 + 3,5x + 2x3 — 4xy
wy = — 0,5x1 + x2 + 0,5x3 — 0,5x4
w3 = 1 - X1

U prvoj pivotizaciji promenljiva x; ulazi u bazu dok promenljiva w; izlazi iz
baze:

{ = — 2w + 5xp + 4xs3 — 10xy4
X1 = — 2w + 7xy + 4x3 — 8x4
wy = w, — 2,5xp — 1,5x3 + 3,5x4
wy = 1 + 2w -— 7xy — 4x3 + 8xy

U drugoj iteraciji x, ulazi a w, izlazi iz baze:

{ = - 2w, + x3 —  3x
X1 = 0,8w; — 28w, — 0,2x3 + 1,8x4
Xo = 0,4w; — 04w, — 0,6x3 + 1,4x4
w3y =1 — 08w + 28w, + 0,2x3 — 1,8x4
U trecoj iteraciji x3 ulazi i xq izlazi iz baze:
{ = 4w, — 16w, — Bx; + 6xy
X3 = 4w, — 14w, — bBx; + 9xy
Xy = — 2wy + 8wy + 3x1 — 4x4
wy = 1 - X
Cetvrta iteracija ima pivot (x4, X):
§ = w1 — 4ZU2 — 0,53(1 — 1,5x2
X3 = — 05w + 4w, + 1,75x1 — 2,25x;
Xy = - 05wy + 2w, + 0,75x1 — 0,25x
w3y = 1 - X1.
U petoj iteraciji pivot je (wq,x3):
{§ = — 2x3 + 4w, + 3x1 — 6x>
w = — 2x3 + 8wy, + 3,5x1 — 4,5x
X4 = X3 — 2w, — x1 + 2x7
w3 = 1 - X1.

Poslednja, Sesta iteracija ima pivot (wp,x4):
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g = — ZX4 + 3X1 - 2x7
wp, = 2x3 — 4X4 — 0,5x1 + 3,5x%;
wy = 0,5x3 — 0,5x4 — 0,5x7 + Xo
wy = 1 — Xq.

Primetimo da smo se posle niza pivotizacija vratili u pocetni re¢nik i odavde
pa na dalje simpleks metoda kruZi kroz ovih Sest re¢nika i nikada ne napravi
napredak ka optimalnom reSenju.

Primetimo da ukoliko simpleks metoda kruzi kroz recnike, onda pivoti koji
se javljaju moraju biti degenerisani. Ovo se uocava na osnovu Cinjenice da se
vrednost funkcije cilja ne povecava. Stoga sledi da svi pivoti u kruznim recnici-
ma moraju voditi ka istoj vrednosti funkcije cilja, tj. moraju biti degenerisani.

KruzZenje u re¢nicima se moZe pojaviti i vazno je da se spreci. Blandovo pra-
vilo pivotizacije sprecava se dode do kruzenja u re¢nicima i ono glasi: Pri izboru
promenljive koja ¢e uéi u bazu, birati promenljivu sa pozitivhim koeficijentom
¢j koja ima najmanji redni broj. Za izbor promenljive koja ¢e iza¢i iz baze medu
bazi¢nim promenljivama koje daju minimalni koli¢nik b;/a;, a; > 0, izabrati
promenljivu sa najmanjim rednim brojem.



1.5 Dualnost

U vezi sa svakim linearnim programom se uvodi novi linearni program koji
se zove dual. Dual duala je originalni problem (koji se naziva primar). Stoga,
linearni programi dolaze u parovima primar/dual. Ispostavice se da svako do-
pustivo resenje za bilo koji od ova dva problema daje gornju granicu optimalne
vrednosti funkcije cilja onog drugog problema. Ove ideje su vazne i predmet su
ovog poglavlja.

1.5.1 Motivacija: pronalazenje gornjih granica

Pocecemo sa primerom:

maksimiziraj 4x; 4+ x» + 3x3
pod uslovima x; + 4x;

3xy — X2 4+ x3

X1,X2,X3 >0.

INIA
W =

Nase prvo zapaZzanje je da svako dopustivo resenje daje donju granicu opti-
malne vrednosti funkcije cilja {*. Na primer, uredena trojka (x1,x2,x3) = (1,0,0)
nam govori da je * > 4. Koristeéi dopustivo reSenje (x1,x7,x3) = (0,0,3) vidimo
da * > 9. Koliko su dobre dobijene granice? Jesmo li blizu optimalnog resenja?
Da bismo dobili odgovor na ova pitanja treba nam gornja granica optimalne
vrednosti funkcije cilja koju mozemo dobiti na sledeéi nac¢in. Pomnozimo prvu
jednacinu sa 2 i drugu jednacinu sa 3 i saberimo ih:

2 (x1 + 4dx ) < (21
+3 Bxy — x + x) < (3)3
11x1 + 5x + 3x3 < 11.

Kako je svaka promenljiva nenegativna, moZemo uporediti dobijenu sumu
sa vrednoscu funkcije cilja i primetiti da

4x1 + xp + 3x3 < 11xq 4+ 5xp + 3x3 < 11.

Stoga je {* < 11. Lokalizovali smo pretragu negde izmedu 9 i 11. Ove vred-
nosti ostavljaju prostor u kom optimalno reSenje lezi, ali su one bolje nego nista.
Dalje, one se mogu popraviti. Da bismo dobili bolju gornju granicu primenice-
mo istu tehniku tako §to ¢emo umesto konkretnih brojeva koristiti promenljive
a zatim pokusati da nademo vrednosti tih promenljivih koje nam daju najbolju
gornju granicu. PomnoZzi¢emo ogranicenja sa nenegativnim brojevima y; i vy,
redom. Cinjenica da su ove promenljive nenegativne garantuje da ¢e se znaci
nejednakosti o¢uvati. Dobijamo:

41 (1 + 4xy ) < "
T2 (Bx; — X2 + x3) < 3y»
(y1+3y2)x1 + (dy1—y2)xa + (y2)xs < y1+3y.

22
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Ako nametnemo uslov da svaki koeficijent uz x; bude bar koliko su odgovarajuci
koeficijenti u funkciji cilja,

vi + 3y > 4
dyp — yp =2 1
V2 = 3

mozemo uporediti vrednost funkcije cilja sa dobijenom sumom (i njenom
gornjom granicom):

4 4x1 + xp + 3x3
(y1 +3y2)x1 + (4y1 — y2)x2 + (y2)x3

Y1+ 3y2.
Sada imamo gornju granicu y; + 3y, koju treba da minimiziramo da bismo

bismo dobili najbolju gornju granicu. Stoga smo prirodno dosli do novog opti-
mizacionog problema:

IANIA

minimiziraj y1 + 3
pod uslovima y; + 3y, > 4
4 — 2 =2 1
V2. =2 3

Y1,y2 2 0.

Dobijeni problem se naziva dual i u narednom odeljku ¢emo definisati dual
u opStem slucaju.
1.5.2 Dual

Za dati problem linearnog programiranja u standardnom obliku:

n
maksimiziraj ) cjx;
j=1
n
pod uslovima Z ajixj < b; i=1,2,...,m
j=1
xXj = 0 i=L1.2,...,n,

dodeljeni dualni problem je:

m
minimiziraj Y by
i=1

IV
\(’3
—.
Il
=
n
=

m

pod uslovima ) _ a;jy;
i=1

yi > 0 i=12...m

Problem od kog smo posli se naziva primar. Nas$ prvi cilj je da pokazemo da
dual duala je primar. Da bismo to postigli moramo prvo dovesti dual na stan-
dardni oblik, tj., moramo minimizaciju prevesti u maksimizaciju i ograni¢enja
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napisati u obliku manje ili jednako. Kako je maksimizacija neke fukcije jednaka
minimizaciji negirane te iste funkcije, dobijamo:

m m
min )  b;y; = —max (— ) bi]/i) .
i=1 i=1

Da bismo obrnuli znak nejednakosti, pomnozi¢emo ih sa —1. Dobijeni stan-
dardni oblik dualnog problema glasi:

m
—maksimiziraj 2 (=b)y;
i—1
m

pod uslovima ) (—a;j)y; < (—c¢)) i=12,...,n

Yi > 0 i:1,2,...,m.
Napravimo sada njegov dual:
n
—minimiziraj ) (—cj)x;
=1
]7’1
pod uslovima ) (—a;j)x; > (—b;) i=1,2,...,m
j=1
xj > 0 i=L12,...,n,

Sto je ocigledno isto $to i problem od kog smo krenuli.

1.5.3 Teorema slabe dualnosti

Kao sto smo videli u nasem primeru, dual nam daje gornju granicu optimalne
vrednosti funkcije cilja. Ovo je poznat rezultat kao Teorema slabe dualnosti:

Teorema: Za dopustive vrednosti primara (xi,...,x,) i duala (y1,...,¥m)
vazi

=Y ¢x <Y yib=¢. (1.8)
j=1 i=1

Dokaz: Dokaz je jednostavan niz nejednakosti:

(wa) Xj

YiijX;

l]x]> Yi

™=

n
Y cxj <
=1

-.
Il
—

I
™=
\MS

T

\

I,
i

I
™=
Mx -

Il
—_
<.
Il
—_

IN
=1

=

&
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4 Prostor ¢

¢ ¢

LNema prostora

Slika 1.2: Vrednosti funkcije cilja primara su manje ili jednake vrednostima
funkcije cilja duala. Vazno pitanje je da li postoji prostor izmedu najvece vred-
nosti primara i najmanje vrednosti duala.

Zamislimo interval (podskup skupa R) na realnoj osi koji sadrzi sve moguce
vrednosti funkcije cilja primara, i zamislimo isti takav skup za dualni problem.
Teorema slabe dualnosti nam kaze da skup vrednosti primara lezi levo od skupa
vrednosti duala (Slika (??)). Uskoro ¢emo videti da su ti skupovi zatvoreni inter-
vali i da desna strana intervala vezanog za primar se poklapa sa levom stranom
intervala vezanog za dual. Drugim re¢ima ne postoji razmak izmedu optimalnih
vrednosti primara i duala. Nepostojanje razmaka izmedu izmedu optimalnih
vrednosti primara i duala predstavlja zgodan nacin za proveru optimalnosti.
Zaista, ako moZemo da nademo dopustivo re$enje primara (xj,x3,...,x;,) i do-
pustivo resenje duala (y3,v3,...,¥y,) za koje vazi

onda mozemo zakljuciti da je svako od ovih resenja optimalno za svoj problem.
Da bismo videli da je resenje primara optimalno, zamislimo da imamo drugo
dopustivo re$enje (x1,xo,...,x,). Na osnovu teoreme o slaboj dualnosti, imamo
da je:

Posto je (x3,x3,...,x;,) dopustivo, vidimo da mora biti i optimalno. Sli¢ni ar-
gumenti se mogu navesti u prilog tome da je dualno reSenje ujedno i optimal-
no re$enje duala. U nasem primeru, posmatrajmo reSenja x = (0,0,25,3,25) i
y = (1,3). Oba ova resenja su dopustiva i za oba funkcije cilja imaju vrednost
10. Teorema o slaboj dualnosti kaze da su ova reSenja ujedno i optimalna.

1.5.4 Teorema jake dualnosti

éinjenica da za probleme linearnog programiranja nikada ne postoji prostor
izmadu optimalnih vrednosti primara i duala je formulisana u vidu Teoreme o
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jakoj dualnosti:
Teorema: Ako primar ima optimalno reSenje (x7,...,x;), onda i dual ima
optimalno reSenje (y7,...,y;,) i vaZi

n m
¢ =Yoo = b= (1.9)
j=1 i=1

Dokaz teoreme jake dualnosti ¢emo ilustrovati na primeru. Glavna ideja koju
Zelimo da pokazemo je da kako simpleks metoda napreduje u reSavanju prima-
ra, tako ona implicitno reSava i dual.

Vratimo se na na$ primer. Da bismo primenili simpleks metodu, uvodimo po-
moc¢ne promenljive w;,i = 1,2 za primar i pomo¢ne dualne promenljive za dual
zj,j = 1,2,3. Kako su nejednakosti u dualu oblika vece ili jednako, svaka pomo¢-
na promenljiva duala je definisana kao leva minus desna strana nejednakosti.
Na primer,

z1 =11 + 3y — 4.

Pocetni recnici primara i duala su:

{ = 4xy + x3 + 3x3

w = 1 - x1 — 4xp

w, = 3 — 3x1 + Xy — X3

i

¢ = 1 — 3
z17 = —4 + 1+ 3]/2
z = -1 + 4y —
z3 = -3 + 2

Primetimo da posmatramo negativnu vrednost funkcije cilja duala jer prefe-
riramo da se problem maksimizacije javlja u re¢niku. Takode, primetimo da su
koeficijenti u re¢niku duala negativne vrednosti koeficijenata u re¢niku primara
s tim da su kolone i vrste zamenile mesta. Zaista, ako uklonimo iz re¢nika sve
sem koeficijenata, imamo:

0 -1 -3
0 4 1 3 neg. tr. -y 1 3
1 -1 4 0 |+—— 1 4 1
3 -3 1 -1 3 0 1

Dakle, dualni re¢nik je negativno transponovan primarni re¢nik.

Nas$ cilj je da primenimo simpleks metodu na primaru i da u isto vreme
vr§imo analogne pivotizacije na dualu. Trebalo bi da otkrijemo da osobina ne-
gativnog transponovanje Ce se oCuvati kroz iteracije.

Kako je re¢nik primara dopustiv, ne moramo da primenjujemo dvofazni algo-
ritam. U prvoj pivotizaciji uzimamo x3 za ulaznu promenljivu (bez obzira $to x;
ima najveci koeficijent, uzimamo xj3 jer ¢e nas najbrze odvesti do optimalnog re-
Senja). Ovakav izbor ulazne promenljive implicira da izlazna promenljiva mora
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biti w,. Kako su vrste i kolone zamenile mesta u dualnom re¢niku, vidimo da ko-
lona promenljive x3 u re¢niku primara odgovara vrsti promenljive z3 u re¢niku
duala. Da bismo izvr$ili analognu pivotizaciju u dualnom re¢niku, odabra¢emo
promenljivu y, za ulaznu promenljivu i z3 za izlaznu promenljivu. Izbor ulazne
i izlazne promenljive je neobican u odnosu na to kako smo ove promenljive bi-
rali do sada; primetimo da je do sada nas$ izbor ovih promenljivih bio voden
Zeljom da povecamo vrednost funkcije cilja a da pri tom ocuvamo dopustivost.
Ovde dualni re¢nik nije dopustiv i takvo razmatranje ni nema smisla. Jednom
kada napustimo dosadasnja pravila za izbor ulazne i izlazne promenljive, lako
je uvideti da pivotizacija moZze biti izvedena sa bilo kojim izborom ulazne i iz-
lazne promenljive koji garantuje da koeficijenti uz ulaznu promenljivu u uslovu
za izlaznu promenljivu nece nestati. Ovo je slucaj sa trenutnim izborom. Stoga
sprovodimo pivotizaciju primara (x3,w;) i duala (y,z3) i dobijamo

{ =9 — 5x; + 4x, — 3wy

w = 1 — x1 — 4x

x3 = 3 — 3x1 + x — wp
-5 = -9 — 'y — 3z3
zZ1 = 5 + 1+ 3z3
Z; = —4 + 4y — z3
Yy = 3 + oz

Primetimo da rec¢nici i dalje imaju osobinu negativnog transponovanja. Za
slede¢u pivotizacija primara uzimamo par promenljivih (x,,w) i za dual par
promenljivih (y1,z;). Pivotizacija daje:

{ = 10 — 6x; — w — 3w

Xy = 411 — }Ix1 — %wl

X3 = 1473 — 14—39(1 — %wl — wo

i

—(;‘ = -10 -— %Zz — 1?323
z7 = 6 4+ %zz + 14*323
y1 = 1 + %zz + %23
Y2 = 3 + Z3.

Recnik primara je optimalan jer su svi koeficijenti u funkciji cilja nenegativ-
ni. Posmatrajuéi re¢nik duala, vidimo da je on sada dopustiv. U sustini, on je
takode optimalan. Konacno vrednosti funkcija cilja primara i duala su jednake
i iznose 10. Situacija sada postaje jasna. Za dobijeni problem linearnog progra-
miranja za koji pretpostavljamo da ima optimalno reSenje, prvo primeni Fazu
1 da dobijes dopustivo reSenje za Fazu 2. Zatim primeni simpleks metodu da
pronades optimalno reSenje. Svaki re¢nik primara dobijen primenom simpleks
metode implicitno definiSe odgovarajudi re¢nik duala na sledeci nacin: negativ-
no transponyj re¢nik i umesto promenljivih x; napidi z; a umesto promenljivih
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w; napisi y;. Pivotizaciji primara (x;,w;) odgovara pivotizacija duala (y;,z;). Dok
god recnik primara nije optimalan, dotle implicitno definisan re¢nik duala ne-
¢e biti dopustiv. Ali kada se pronade optimalno reSenje primara, odgovarajuci
re¢nik duala postaje dopustiv. Kako su koeficijenti u funkciji cilja uvek nenega-
tivni, ovaj re¢nik duala je ujedno i optimalan. Takode, u svakoj iteraciji trenutna
vrednost funkcije cilja primara i duala je jednaka.

Formalni dokaz teoreme se moze nadi u knjizi.

Teorema o jakoj dualnosti nam govori, da kad god primar ima optimalno
reSenje, dual takode ima optimalno reSenje i ta reSenja se poklapaju (nema pro-
stora izmedu njih). Ali $ta ako primar nema optimalno reSenje? Pretpostavimo
da je primar neogranicen. Neogranienost primara zajedno sa teoremom o sla-
boj dualnosti nam govori da dualni problem mora biti nemogué. Sli¢no, ako je
dualni problem neogranicen, onda je primar nemogu¢.

1.5.5 Komplementarnost dualnih promenljivih

Nekada je neophodno zakljuciti $ta je optimalno resenje duala kada je jedino
optimalno resenje primara poznato. Sledeca teorema poznata kao Komplemen-
tarnost dualnih promenljivih pomaZze u tom slucaju.

Teorema: Neka je (x1,...,x,) dopustivo reSenje primara i neka je (y1,...,¥m)
dopustivo resenje duala. Neka su (wy, ..., wy,) odgovaraju¢e dodatne promenlji-
ve primara i (z1,...,2z,) odgovaraju¢e dodatne promenljive duala.

(x1,...,xn) je optimalno reSenje primara i (y1,...,¥m) je optimalno resenje
duala ako i samo ako

xjzj=0za j=12,...,n

yiw;j=0za i=1,2,...,m (1.10)

Dokaz:

Iskaz x; z; = 0 zapravo tvrdi da se barem jedna od x; i z; anulira za svako j.
Podimo od dokaza teoreme slabe dualnosti. Teorema jake dualnosti kaze da za
optimalno resenje vazi jednakost { = ¢.

N

7= Zc]-xj < (Zylau> Xj = (1.1
=1

i

]
bzyz =G (1.12)

M§ ] Ms

<

Zbog nenegativnosti x; sledi de}'1 u (1.11) imamo jednakost akko
xj=0ili ¢j=) yaj & zj=0,zaj=12,...,n
i=1
Zbog nenegativnosti y; sledi da u (1.12) imamo jednakost akko
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yi=0 ili bizzai,jx]- S w;=0,zai=1,2,...,m.
i=1

=
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1.5.6 Dualna simpleks metoda

U ovom odeljku ¢emo razmatrati $ta se deSava ako primenimo simpleks me-
todu na dualni problem. Kao $to smo videli u diskusiji o teoremi stroge du-
alnosti, simpleks metoda se moze primeniti direktno na dualni problem i bez
zapisivanja dualnog problema i njegovih re¢nika. Dualna simpleks metoda se
moZe posmatrati kao novi nacin odabira ulaznih i izlaznih promenljivih u nizu
primarnih rec¢nika.

Pocetemo sa primerom:

maksimiziraj X1 — X
pod uslovima —2x; — x < 4
—2x1 + 4x, < -8
—x1 + 3x < -7
X1,%2 2> 0.
Dualni problem je:
minimiziraj 4y1 — 8y2 — 7y3
pod uslovima —2y; — 2y, — y3 > -1
—y1 + 4y + 3yz = -1

y1,Y2,¥3 > 0.

Uvodenjem pomo¢nih promenljivih w;,i =1,2,3 za primar i z;,j = 1,2 za
dual, moZemo napisati pocetne recnike:

¢ = - X1 - X

w, = 4 + 2x1 4+ x

w, = -8 + 2x1 — 4xp

ws = -7 + X1 — 3x

i

—¢ = — 4 + 8y + 7ys
Z1 =1 - 2y1 — 2y — Y3
Zn =1 — 1y + 4y + 3y3

Kao $to smo i ranije radili, posmatramot negativne vrednosti dualne funkci-
je cilja jer preferiramo da funkcija cilja koja se javlja u re¢niku se maksimizira.
Primetimo da je dualni re¢nik dopustiv a da primarni nije. To sugerise da bi bilo
smisleno primeniti simpleks metodu na dualu. Uradi¢emo to ali ¢emo ujedno
analogne pivotizacije sprovesti i na primaru. Na primer, ulazna promenljiva u
pocetnom re¢niku duala je y; i izlazna promenljiva je z1. Kako je w, komple-
mentarna promenljiva promenljivoj ¥ i x; je komplementarna promenljiva z,
koristiéemo (w», x1) za pivot u re¢niku primara. Naravno, kako je w, bazi¢na i
x1 nebazi¢na, w, mora biti izlazna promenljiva a x; ulazna, obrnuto od onoga
$to imamo za komplementarne promenljive u dualnom re¢niku. Rezultat ovakve
pivotizacije je:
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€ = —4 — 0, 5ZUZ — 3x2

w = 12 + wy + 5xo

X1 = 4 + 05w, 4+ 2x

w3 = -3 + O, 5ZU2 - X2

i

- = 4 - 12y — 4z + 3y3
Y2 = 05 - y1 — 0521 — 0,53
2y = 3 — 5y1 — 2z + Y3

Nastavljamo da radimo na dualu, imamo u slede¢em koraku da je y3 ulazna a
y» izlazna promenljiva. Stoga, za primar uzimamo da je ws izlazna promenljiva
i wy ulazna promenljiva. Posle pivotizacije imamo:

g = -7 - w3 — 4X2

wy = 18 4+ 2wz + 7xp

X1 = 7 + w3 + 3x

wy, = 6 + 2wz + 2x

i

—g = 7 - 18y1 — 721 — 6y2
y3. =1 — 2y — zn — 2
z =4 — 7y — 3z; — 2.

Primetimo sada da su dobijeni re¢nici optimalni. Takode, u svakom rec¢niku
imamo ocuvanu osobinu negativnog transponovanja. Stoga mi nikada ne mora-
mo da zapisujemo rec¢nike duala, dualna simpleks metoda se moze kompletno
sprovesti i opisati na re¢nicima primara. Primetimo prvo da re¢nik mora biti
dualno dopustiv. To znaci da svi koeficijenti nebazi¢nih promenljivih u primaru
moraju biti nepozitivni. Imajuéi to na umu, sprovodimo proceduru. Prvo bira-
mo izlaznu promenljivu birajuéi onu bazi¢nu promenljivu &ije b; je najnegativ-
nije (ako nema takvih onda je trenutni re¢nik optimalan). Zatim biramo ulaznu
promenljivu skenirajué¢i u posmatranoj vrsti recnika koli¢nike koeficijenata iz
vrste u funkciji cilja i posmatrane vrste, gledajuéi najnegativniji koli¢nik kao Sto
smo radili i u primarnoj simpleks metodi, tj. biramo x; ulaznu promenljivu kao
promenljivu za koju se ostvaruje minimum:

E,
xpi= min —-L. (1.13)
jeEN:a <0

Jednom kad smo utvrdili ulaznu i izlaznu promenljivu, vrS§imo pivotizaciju i
nastavljamo dalje.

1.5.7 Dualna simpleks metoda - tabelarni prikaz

U ovom odeljku ¢emo prikazati tabelarno kako dualna simpleks metoda na-
preduje kroz iteracije. Inicijalna tabela je data sa:
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X1 Xy W1 Wy W3
w, | -2 -1 1 0 0| 4
wy | -2 4 0 1 0]-8
wy| -1 3 0 0 1]|-7
Zl'1 1 0 0 0] 0

Prva pivotizacija se vrsi tako Sto prvo biramo promenljivu koja ¢e izadi iz
baze. To je promenljiva w; jer je njena vrednost u re¢nickom reSenju najmanja
(to je -8). Zatim biramo promenljivu koja ¢e uéi u bazu tako Sto posmatramo
u vrsti izlazne promenljive w, strogo negativne koeficijente i pravimo negati-
van koli¢nik koeficijenata iz funkcije cilja i tih negativnih koeficijenata. Za ovaj
konekretni primer, jedini negativni koeficijent u posmatranoj vrsti je —2 a od-
govarajudi koli¢nik iznosi —_iz = % Od dobijenih koli¢nika (u ovom primeru
imamo jedan) najmanji odreduje koja promenljiva ¢e u¢i u bazu. U naSem pri-
meru je to promenljiva x;. Nakon pivotizacije nova tabela je data sa:

X1 X2 W wy w3
wp | 0 =5 1 -1 0] 12
|1 -2 0 —-05 0| 4
w3 | 0 1 0 -05 1 ]-3
¢|0 3 0 06 0|4

Sada iz baze izlazi promenljiva wj jer je njena vrednost najmanja (—3), a
ulazi promenljiva w, (jer minimalni negativni koli¢nik od koeficijenata iz funk-
cije cilja i negativnih koeficijenata u posmatranoj vrsti je jedan jedini i iznosi
— —065,5 =1). Nakon pivotizacije dobijamo tabelu koja je i primarno i dualno do-

pustiva tj. dobijamo optimalnu tabelu.

X1 Xy W1 Wy W3
w | 0 =7 1 0 -2 18
x1|1 -3 0 0 —-1| 7
wy| 0 =2 0 1 -2| 6
Zl[0 4 0 0 1 |-7

1.5.8

Inicijalizacija za Dualni simplex algoritam

Ako se dobije problem kod kojeg izbor dodatnih promenljivih za bazi¢ne ne
daje dualno dopustiv re¢nik, moze se prvo resiti Dualnim simplex algoritmom
novi problem sa istim ograniCenjima i funkcijom dobiti koja daje dualno dopu-
stiv re¢nik, recimo: —y = xq + -+ 4+ x;, — min.

Dual za novi problem sigurno nije nemogu¢. Jedini slu¢aj da za novi problem
Simplex algoritam ne nade reSenje je da je dual neogranicen.

Ali, tada je na osnovu slabe teoreme dualnosti primar nemogud.

Kad se dobije resenje novog problema, dobijeno je dopustivo reSenje pocet-
nog primara, prelazi se na njegovo reSavanje Simplex algoritmom sa original-

nom funkcijom dobiti .
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Primer: Posmatrajmo problem:

{ = 2x1 — X — max
X1 - x, < -1
2x1 + x, < 3 (1.14)
x1 + 2x < 4

x120 x>0

Dati problem nije primarno dopustiv (jer imamo -1 na desnoj strani ogra-
nicenja), ujedno nije ni dualno dopustiv (koeficijenti u funkciji cilja nisu svi
negativni).

I nacin

Jedan nacin da ga reSimo je kao $to smo ve¢ pokazali, uvodenjem pomo¢nog
problema i primenom primarnog simpleks algoritma. Dovodimo na standardni
oblik sa =, postavljamo pomo¢ni problem:

0 = — X9 — max
= 2x9 — X —  max
X1 — X2 4+ wi - x9 = -1
2x1 + X2 + wy - X9 = 3
X1 + 2x + w3 — x9 = 4

uz zahteve nenegativnosti: x1 > 0,x, > 0,wq > 0,wy > 0,w3z > 0,x9 > 0.
Pocetna tabela koja odgovara problemu je:

X1 X W1 Wy W3 Xo
w | 1 -1 1 0 0 -—-1|-1
w2 1 0 1 0 -1| 3
w3 | 1 2 0 0 1 -1 4
Zl—2 1 0 0 0 0] 0
&t/ 0 0 0 0 0 1 0

U prvom koraku x( ulazi u bazu umesto w; (-1 je najnegativniji broj sa desne
strane i on odreduje da w, izlazi iz baze). Tako se dobija tabela:

X1 X2 w1 Wy w3 Xo
x| -1 1 -1 0 0 1] 1
wy| 1 2 -1 1 0 0] 4
w3 | 0 3 -1 0 1 0 5

-2 1 0 0 0 0 0

1 -1 1 0 0 0]-1

Zatim nastavljamo sa pivotizacijama posmatrajuci funkciju cilja pomo¢nog
problema. U bazu ulazi x; (jer je njen koeficijent u funkciji cilja pomoénog pro-
blema najnegativniji i iznosi -1) umesto xy (minimalni koli¢nik se u datoj koloni
ostvaruje u prvoj vrsti). Nakon pivotizacije se dobija tabela:
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X1 Xp W1 Wy W3
x| -1 1 -1 0 0] 1
wy| 3 0 1 1 0] 2
wy| 3 0 2 0 1] 2
-1 0 1 0 0]-1

U poslednjoj tabeli je x( izaslo iz baze i time postalo 0 u rec¢nickom resenju.
Posto xy > 0, time smo dobili reSenje pomoc¢nog problema i tu je kraj prve fa-
ze. Imamo dopustivu tabelu pocetnog problema. Stoga smo tabelu 1 pisali bez
kolone x i vrste {1, da bismo nastavili drugu fazu. Posle pivotizacije dobijamo
optimalnu tabelu:

X1 X w1 wr W3
|0 1 -2/3 1/3 0 5/3
x|1 0 1/3 1/3 0 2/3
w3 | 0 0 1 -1 1 0
0 0 4/3 1/3 0 |-1/3
Reéenjeje:xi‘:%,xﬁzg,g*:—%

II na¢in
Drugi nacin da reSimo isti problem je pomoc¢u dualnog simpleksa. Kako pro-
blem nije dualno dopustiv, mora se uvesti pomo¢na funkcija cilja —y = x1 + x»

koju Zelimo da minimiziramo pod datim ogranic¢enjima:

o= —a -
¢ = 2 -
X1 —
le —+
x1 +

X2
X2
X2
X2
2 X2

+

w1

+

wa

—  max
—  max
= -1
= 3
+ w3z = 4

Polazna tabela za tako postavljen pomocni problem je data sa:

X1 X2 W1 Wy W3
w | 1 -1 1 0 0 ]-1
wp| 2 1 0 1 0 3
wy| 1 2 0 0 1| 4
=21 0 0 0] 0
711 1 0 0 0] 0

Dualna simpleks metoda primenjena na pomo¢ni problem bira w, za izlaznu

promenljivu a x, za ulaznu promenljivu. Nakon pivotizacije dobijamo:

X1 Xp W1 Wy W3
x| -1 1 -1 0 0 1
wy| 3 0 1 1 0] 2
wy| 3 0 2 0 1] 2
I[-1 0 1 0 0 -1
-4l 2 0 1 0 0|-1
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Kako smo dobili primarno dopustivu tabelu za originalni problem, u nastav-
ku ne¢emo viSe posmatrati pomoc¢ni problem ve¢ nastavljamo da primenjujemo
primarni simpleks na originalni problem:

X1 X2 Wy Wy w3
x| -1 1 -1 0 0 1
wy| 3 0 1 1 0 2
wz3| 3 0 2 0 1 2
-1 0 1 0 0 ]-1
U sledecoj iteraciji u bazu ulazi x; umesto w,, te dobijamo optimalnu tabelu:
X1 X w1 wy w3
x»|0 1 -2/3 1/3 0 5/3
x|1 0 1/3 1/3 0 2/3
w3 | 0 0 1 -1 1 0
O o 4/3 1/3 0 |-1/3
1.5.9 Dodatni primer
Posmatrajmo problem linearnog programiranja:
g = 9x1 + Xy + X3 — min
3x1 — x + 2x3 > -1
4x1 + 2x — x3 > 5

x>0 x>0 x3>0

Dovodenjem na standardni oblik imamo:

—C = —-9x - Xy — X3 — max
—3x1 + x» — 2x3 < 1
—4x;y — 2xp + x3 < =5

x>0 x>0 x32>0

Dobijeni problem nije primarno dopusti ali jeste dualno dopustiv te ga je
moguce resiti pomocu dualnog simpleksa. Ako pak Zelimo da ga reS§imo pomocu
primarnog simpleksa, imamo dva nacina - da uvedemo pomoc¢ni problem {; =
—xg — max ili pak da predemo na dual i njega re§imo primarnim simpleksom.
U nastavku ¢emo prikazati sva tri nacina:

I nacin - dualni simpleks

Polazna tabela je data sa:

X1 X2 Xz wWp W
w | -3 1 -2 1 0| -1
wy | -4 -2 1 0 1 5
- 9 1 1 0 0 0

U prvoj iteraciji promenljiva w, izlazi iz baze a promenljiva x, ulazi u bazu:
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X1 X X3 wy W
w | -5 0 -3/2 1 1/2 | =3/2
x| 2 1 -1/2 0 -1/2| 5/2
-¢| 7 0 3/2 0 1/2 |-=5/2
U drugoj iteraciji wy izlazi iz baze a x3 ulazi u bazu:
X1 X2 X3 w1 (%)
x3|10/3 0 1 -2/3 -1/3 1
x (11/3 1 0 -1/3 -2/3| 3
- 2 0 0 1 1 —4

ReSenje problema je {* =4 i dobija se za x] =0,x; =3,x5 = 1.
II nacin - prelazak na dual i reSavanje pomoc¢u primarnog simpleksa
Za primar:

- = -9 — x — x3 — max
—3x1 + x — 2x3 < 1
—4x1 — 2x 4+ x3 < =5
x120 x>0 x>0
dual glasi:
¢ = y1 — by — min
=3y1 — 4y > -9
n o — 2y > -1
211 + . = -1
]/1 > 0 yz > 0
ili u standardnom obliku:
-¢ = —y1 + 5y; — max
3y1 + 42 <9
-y1 + 2yp < 1
2yr — ¥y <1
y120 y2>0

Kako je problem primarno dopustiv (svi brojevi sa desne strane ogranice-

nja su nenegativni), mozemo primeniti primarni simpleks. Uvodimo pomoéne

promenljive:
-6 = —hn +
3}/1 +
2y1 —

5]/2
4]/2
2]/2

Y2

+

o4

—_ = \O

Z3

Y120 y220 z12>20 2z22>0 z3>0

Polazna tabela je:
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Vi Y2 21 2z Z3
Z1 3 4 1 0 0]9
z|-1 2 0 1 0|1
zz| 2 -1 0 0 1|1
1 -5 0 0 0]0
U prvoj iteraciji u bazu ulazi promenljiva y, a iz baze izlazi promenljiva z;:
Vi Y2 21 Z2 23
Z 5 0 1 -2 0] 7
ywl-1/2 1 0 1/2 0|1/2
zz| 3/2 0 0 1/2 1|3/2
|1 —-3/2 0 0 5/2 0]5/2
U narednoj iteraciji pivot je (y1,z3) i dobijamo optimalnu tabelu:
Vi Y2 z1 Z2 23
z10 0 0 1 -11/3 -10/3]|2
10 1 0 2/3 1/3 |1
nn| 1 0 0 1/3 2/3 (1
¢l 0 0 O 3 114

Resenje problema je {* = ¢* = 4 i dobija se za x] = 0,x; = 3,x3 =1 (vred-
nosti u tabeli ispod promenljivih z1, z5 i z3).

II nacin - dvofazni primarni simpleks

Kako posmatrani problem nije primarno dopustiv

_é —

uvodimo pomoc¢ni problem:

—9x1 — Xy — X3 — max
—3x1 + x» — 2x3 <
—4xy — 2xp + x3 < =5
x120 x>0 x>0
- X2 — X3
- x
4+ x - 2x3 — x3 <
— 2x 4+ x3 — x9 <

—C = —9x1
G =
—3X1
—4X1

Polazna tabela za dati problem je:

—  maxX
—  maxX

120 x>0 x3>20 x>0

X1 X2 X3 w1 w2 Xo
w | -3 1 =2 1 0 -1 1
wy | -4 -2 1 0 1 -1|-5
—C| 9 1 1 0 0 0 0
1| 0 0 0 0 0 1 0

U prvoj iteraciji u bazu ulazi xy umesto w:
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X1 X2 X3 W1 W2 Xp
w| 1 3 -3 1 -1 0]6
x| 4 2 -1 0 -1 115
—Z[9 1 1 0 0 0]0
6|3 1 -2 1 -1 0|1

U drugoj iteraciji u bazu ulazi x; umesto x( ¢ime se zavr$ava prva faza algo-
ritma:

X1 X2 X3 w1 wo
wi | 0 5/2 —-11/4 1 -3/4 19/4
x| 1 1/2 -1/4 0 -1/4 5/4
-0 =7/2 13/4 0 9/4 | —45/4
Sledeca pivotizacija (xp,w1) daje:
‘ X1 X2 X3 w1 () ‘
|0 1 -11/10 2/5 -=3/10 19/10
x1|1 0 3/10 —-1/5 —-1/10 3/10
-0 0 -=3/5 7/5 6/5 | —46/10
Poslednja pivotizacija (x3,x1) daje optimalnu tabelu:
X1 X2 X3 w1 wo
x»|1/3 1 0 -1/3 -2/3| 3
x3|10/3 0 1 -2/3 -1/3 1
- 2 0 0 1 1 —4

Redenje problema je {* =4 i dobija se za x] = 0,x; =3,x3 = 1.

1.5.10 Duali problema u opstem obliku

Videli smo da problemi linearnog programiranja mogu biti formulisani na
razne nacine. U ovom odeljku ¢emo izvesti kako dual izgleda kada primar nije
nuzno dat u standardnom obliku.

Za pocetak, posmatrajmo slucaj kada su ogranicenja data u vidu jednakosti
(i promenljive su nenegativne):

n
CI chxj—ﬂnax

j=1
n
ﬂ,‘,j x]- = bi, i= 1,2,...,m
j=1
x]- >0, ] = 1,2,...,1’1.
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Kao $to smo ve¢ spomenuli, problem moZe biti zapisan tako da su ogranice-
nja data u vidu nejednakosti, gde svaka jednakost se pretvara u dve nejednakosti
(£i>):

n
= Zicj Xj — max
]:

n
Zai,]' x]‘ S bi/ i= 1,2,...,m
j=1

n
Y aijxj>bi,i=12,...,m
j=1

ijO/jzl,Z,...,n

n
MnoZenjem nejednakosti 2 a;j xj > b; sa (—1) dovodimo problem na stan-
j=1
dardni oblik:

n
7=Y cjxj— max
=1

n
Z”i,j xj<bj,i=12,...,m
j=1

n
Z—ai,j x]- < *bi, i= 1,2,...,m
j=1

X; >0,j=12,...,n

Sada kada imamo problem dat u standardnom obliku, moZemo izvesti dual.
Kako imamo dva skupa nejednakosti gde svaki od njih ima m nejednakosti,
treba nam takode dva skupa od po m dualnih promenljivih. Oznac¢imo dualne
promenljive vezane za prvi skup od m nejednakosti sa yl.*,i =1,2,...,m,1iostale
dualne promenljive sa y; ,i =1,2,...,m. Sa ovim oznakama dual je dat sa:

m m
é= ny b; — Zy: b; — min
i=1 i=1

m

m
2y = Yy 4= j =12 m
i=1 i=1

yi>0,y7 >0,i=12,...,m.

Dobili smo dual koji moZemo smenom y; = y;“ —y; ,i=1,...,m, da uprosti-
mo:
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m
¢= Zyi b; — min
i=1

m
1]/1' ll,‘,j 2 C]', ] = 1,2,...,7’1
1=

U problemu koji smo dobili za promenljive ne trazimo nenegativnost. Kaze-
mo da su te promenljive slobodne.

Dual od poslednjeg problema je pocetni primar sa jednakostima.

Na osnovu toga moZemo izvudi pravila za postavljanje duala:

] Primar \ Dual \
jednakosti u uslovima slobodne promenljive
nejednakosti u uslovima | nenegativne promenljive
slobodne promenljive jednakosti u uslovima
nenegativne promenljive | nejednakosti u uslovima

Na primer, evo jedan par primara i duala u opstem obliku:

{ = —2x1 + xp — max
(P) —x1+x=1
—3x1+x < -1
x120

¢ =y —Yy—min
(D) —y1 —3y2 > -2
i+y2=1
y2>0



1.6 Matricni zapis
Do sada smo izbegavali da koristimo matri¢ni zapis problema linearnog pro-

gramiranja. U ovom odeljku ¢emo sve zapisati u matri¢noj formi.
Polazimo od problema datog u standardnom obliku,

n
(= Ec]- Xj — max
j=1
n
Zal}j xj < b,i=1,2,....,m

j=1
Xj >0,j=12,...,n

Vec¢ smo diskutovali da mozemo pomocne promenljive w; oznaciti sa x,,,; i
to ¢emo sada i uraditi:

n
W; = Xy Ibi — Zai,]- x]',iI 1,...,m.
=1

Problem linearnog programiranja se moze zapisati pomoc¢u matrica na sle-
dedi nacin:

¢ =cTx — max

Ax=0Db (1.15)
x>0,
gde je
a7 - ay, 1 - 0
A: . .
am,l am,n 0 1
F T _ .
by
c x
b= T, = ol ox= "
: 0 Xn+1
b
L 0 | L Xn+m i

Koristimo osobinu mnoZenja matrica A x = b, da se proizvod ne menja ako se
kolone matrice A i vrste matrice x permutuju na isti nacin. Koristimo i mnoZzenje
matrica po blokovima.

41
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Permutujemo matricu A tako da se u levi deo postave kolone bazi¢nih pro-
menljivih 5, one ¢ine podmatricu B, a u desni deo kolone nebazi¢nih promen-
ljivih V, one ¢ine podmatricu N. Tada moZemo matricu A zapisati kao:

A=[BN]

CB

. . . XB .
Istim redosledom permutujemo vrste matrica x = N ic=
N
da su jednakosti iz (1.15) ekvivalentne sa

=clx=[ckck] { ;Cf] } =chxp + chay (1.16)

b= Ax=[BN] { ;5 ] = Bxg + Nay (1.17)

Pri tome je matrica B invertibilna, jer je sistem (1.15) resiv po xg.
Recnik se dobija resavanjem xp i { preko xy iz (1.17) i (1.16).
¢ = ch(B7'b—B 'Nxy) +chxy
¢ = ciBlp- ((B—lN)TcB - CN)TxN (1.18)
xg = B 'b—B 'Nxy

Ako uporedimo matri¢ni zapis (1.18) sa zapisom re¢nika iz (1.7), imamo:

jEN
xX; = Ei_ Zﬁi/]'x]‘,iEB
JEN
= cLB~ b
o] en — (571N
[bi) = B~'b
[ﬁi,j] =B IN

U zapisu desno uglaste zagrade oznacavaju matricu elemenata dok indeksi
idu: indeks i od 1 do m, j od 1 do n. Re¢nic¢ko reSenje je

Xy =0, xy=B71b, I*=cLB b (1.19)

Ako Zelimo da dobijemo re¢nik duala koriste¢i negativno transponovanje i
da zadrzimo jednostavno indeksiranje za primenu komplementarnosti dualnih
promenljivih, sli¢no preimenovanju u primaru:

(X1, X, W1, Wiy) = (X1, 0o, X, X1y -+ ) Xt ) s

dodatne dualne promenljive ¢emo staviti na pocetak, a dualne promenljive ce-
mo preimenovati u nastavku:

(Z1, - Zn Y1, Ym) = (21, Zn Znt1s - - - Znfm ) -



Dualni re¢nik koji negativnim transponovanjem odgovara (1.18) je:

T
- —cIB1p - (B*lb) 25 (1.20)
T T
ZIN = (B71N> cg —CN + (BilN) ZB.
Recnicko reSenje dualnog rec¢nika:

* *_( -1 T * *
zp =0, zy=(B"'N) cp—cn, —C¢ =-C". (1.21)

Koriste¢i oznake sa zvezdicom: (1.19) i (1.21), zapis (1.18) i (1.20) je:

Primar Dual
I = =@ -8 = -0 —(xp)7z (1.22)
xg = xj—B !Nxy zy = zy+ (B7IN)Tz,
gde je
-1 Tp-1y % 1A\ L
x5 =B, ¢* =cLB 1, zN:<B N) P (1.23)

U zapisu (1.22) se vidi negativno transponovanje i simetri¢nost primarnog i
odgovarajuceg dualnog recnika.

Takode je ocigledno da je re¢nik optimalan ako i samo ako je primarno do-
pustiv (x; > 0) i dualno dopustiv (z3; > 0), zato §to x >0iz > 0.

1.7 Analiza osetljivosti

U ovom odeljku ¢emo se baviti pojmom analiza osetljivosti koji daje odgovor
na pitanje: kada smo nasli optimalno reSenje datog problema linearnog progra-
miranja, koliko smemo promeniti podatke tako da trenutna podela na bazic¢ne i
nebazi¢ne promenljive ostane optimalna.

Cesto smo u situaciji da ne treba da re$imo samo jedan problem linearnog
programiranja ve¢ nekoliko bliskih problema. Mnogi su razlozi zasto se to de-
Sava. Na primer, podaci koji definisu problem mogu biti neodredeni (nepoznati
u potpunosti) i onda zelimo da uzmemo u obzir nekoliko mogué¢ih scanarija.
Ili podaci mogu biti poznati ali se manjaju iz dana u dan, i problem se mora
iznova re$avati svakog dana. Sta god je razlog, situacija je veoma &esta u praksi.
Stoga se pitamo da li je moguce iskoristiti znanje o prethodno dobijenom opti-
malnom reSenju za dobijanje reSenja novo nastalog problema. Naravno odgovor
je pozitivan i to je predmet ovog odeljka.

Posmatracemo brojne moguce situacije, gde sve pretpostavljaju da imamo
ve¢ pronadeno optimalno resenje problema. To znac¢i da imamo poslednji, opti-
malni re¢nik:

T = "= () N
xg = xj— B INxy.
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Pretpostavimo da zelimo da promenimo koeficijente u funkciji cilja ¢ da budu
na primer ¢. Prirodno pitanje je kako se trenutni re¢nik moZe prilagoditi tako da
ostane optimalan re¢nik novog problema. Drugim re¢ima, mi Zelimo da odrzimo
trenutnu podelu promenljivih na bazi¢ne i nebazitne i da prilagodimo (¥, zj; i
x5. Podsetimo se da je na osnovu (1.23)

T
Xy =B, {*=ciB7lb, 2= (B_lN) CB — CN-

Stoga promena koeficijenata ¢ u ¢ znac¢i da moramo da ponovo izracunamo
zj; ¢*, dok xj ostaje nepromenjeno. Stoga posle pronalaZenja z}; {*, novi re¢nik
¢e i dalje biti primarno dopustiv, i nema potrebe za primenom Faze 1 dvofaznog
simpleks algoritma: mozemo direktno da primenimo simpleks algoritam i ako ¢
nije jako razli¢ito od ¢ mozemo ocekivati da novo optimalno resenje dobijemo
u relativno malom broju koraka.

Cesto ne Zelimo da re$imo modifikovan originalni problem, ve¢ postavljamo
hipoteticko pitanje: Ako promenim funkciju cilja tako da poveéam ili smanjim
jedan od koeficijenata u funkciji cilja za malu vrednost, kolika sme da bude ta
promena a da ne utiCe na promenu optimalnosti moje trenutne baze? Da bismo
studirali ovo pitanje, pretpostavimo da se ¢ promeni na ¢ := ¢ + fAc, gde je
t realni broj i Ac je dati vektor (koji je najceS¢e takav da su mu svi elementi
jenaki nuli a samo jedan razli¢it od nule). Lako je primetiti da se menja z}; za
tAZN

zy 1= 2zy + tAzy,
gde se, uobicajeno, Ac razdvaja na Acg i Acy i gde je
1N T
Azy = (B— N) Acg — Acy.
Interval vrednosti ¢ za koji ¢e re¢nicko resenje (1.22) ostati optimalno dobijamo

iz uslova zj; > 0.
Dobija se da t mora biti u intervalu:

-1 -1
. AZ] AZ]
min ——; <t< | max——; .
jeN zZ; jeN Z;

Ilustrovac¢emo ovo na primeru. Posmatrajmo problem linearnog programira-
nja:

59 + 4x, + 3x3 — max
2x1 + 3x + x3 < 5
4x, + x» + 2x3 < 11
3xq + 4x, + 2x3 < 8

x1,%x2,%x3 2 0.

Ovaj problem smo ve¢ resavali i dobili smo da optimalna tabela izgleda:
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X1 X2 X3 W1 W w3
x1 |1 2 0 2 0 -1]2
wy |0 =5 0 -2 1 0 |1
3|0 -1 1 -3 0 2|1
—Z/0 3 0 1 0 113

Optimalna baza je B = {1,5,3}. Pretpostavimo da Zelimo da vidimo koli-
ko smemo da promenimo Kkoeficijenti 5 uz promenljivu x; u funkciji cilja a da
pritom dobijeno resenje ostane optimalno. Iz formulacije problema vidimo da je

c=[5 4 3 0 0 0.
Kako nas interesuje promena prvog koeficijenta, imamo da je
Ac=[1 0 0 0 0 0]
Razdvajamo ¢ na Acg i Acy na osnovu optimalne baze i dobijamo da je:

Acg=[1 0 0T

Acy=1[0 0 0]T.

Dalje, treba da izracunamo Az koristeci jednakost:
Azy = (B N) Acg — Acy.
Mozemo da izraéunamo B~ !N iz pocetka, ali je lakse ekstrahovati datu matricu

iz optimalne tabele (ona je “umeSana” sa jedini¢nom matricom u optimalnoj
tabeli):

2 2 -1
B IN=| =5 =2 0
-1 -3 2

Dobijamo da je
Azy=12 2 -1

Sada uslov
zy 1= zy + tAzn >0,

daje da
3+2t>0, 1+2t>0, 1—-t>0.

Ove tri nejednakosti moraju sve vaziti pa sumarno daju
1
——<t<1.
5 St

U terminima koeficijenta za promenljivu xq, vidimo da se ona kona¢no moZze
kretati u rasponu od 4,5 do 6.
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Sli¢no, ako je promena b oblika
b:=Db+ tAD,
da bi resenje (1.22) ostalo optimalno, treba da bude
Xy = x} 4+ tAxg >0, gde je Axg = B~ LAb.

Odatle dobijamo da t mora biti u intervalu:



Glava 2

MreZni protok

Mnogi problemi linearnog programiranja se mogu posmatrati kao problem
minimizacije troSkova transporta robe kroz mrezu koji bi zadovoljio potrebe
za robom onih kojima treba roba koristeé¢i robu koju na zalihama imaju dru-
gi. Ovakvi problemi se zovu problemi mreznog protoka i predstavljaju vaznu
grupu problema linearnog programiranja. Transportne, elektricne, komunikaci-
one mreze samo su neki od primera primene ove oblasti. U ovom poglavlju ¢e-
mo formulisati posebnu klasu problema linearnog programiranja tzv. probleme
mreznog protoka sa minimalnom cenom transporta. Ispotavic¢e se da simpleks
metoda primenjena za re$avanje ovih problema ima posebnu formu i specifi¢cne
osobine.

2.1 Mreze/grafovi

Mreza ili graf se sastoji od dve vrste objekata: ¢vorova i grana. Oznaciée-
mo sa A skup ¢vorova. Neka je m ukupan broj évorova. Cvorovi su povezani
usmerenim granama. Usmerene grane znace da grana koja povezuje ¢vor i sa
¢vorom j nije isto $to i grana koja povezuje ¢vor j sa ¢vorom i. Iz tog razloga ce-
mo granu koja povezuje ¢vor i sa ¢vorom j nazvati uredenim parom (i, /). Neka
A oznacava skup svih grana u mrezi. Ovaj skup je podskup skupa svih moguéih
grana

Ac{(i,j):i,jeN,i#j}

U tipi¢nim mrezama skup .4 je dosta manji nego skup svih grana. Zapravo, svaki
¢vor je najée$ce povezan samo sa susednim ¢vorovima. Uredeni par (N, A) se
naziva mreza. Nekad se takode naziva i graf ili digraf (da bi se istaklo da su
grane usmerene). Slika 2.1 pokazuje mrezu koja ima 4 ¢vora i 5 grana.

Da bismo definisali problem mreznog protoka, moramo specificirati zalihe
(odnosno potrebe) robe u svakom ¢voru. Dakle, za svaki ¢vor i € A oznaé¢imo
sa b; zalihu robe u datom ¢voru. Koristicemo konvenciju da su negativne zalihe
zapravo potrebe (narudzbine). Stoga je na$ problem da prevezemo zalihe koje

47



48 GLAVA 2. MREZNI PROTOK

8 -1

-8

Slika 2.1: Mreza koja ima 4 ¢vora i 5 grana. Brojevi pored ¢vorova predstavlja-
ju zalihe ili potrebe (negativne zalihe). Brojevi na granama predstavljaju cene
prevoza jedne jedinice robe datom granom.

postoje u pojedinim ¢vorovima do onih ¢vorova kojima je potrebna roba. Prevoz
se mora organizovati po usmerenim granama mreZe. Kako osim zaliha i potreba
koje postoje u mrezi ne postoji drugi nacin da roba ude ili napusti sistem, sledi
da ukupne zalihe u sistemu moraju se poklapati sa ukupnim potrebama. Stoga,
uvek pretpostavljamo da je:

Y bi=0.

ieN
Takode pretpostavljamo da troSak prevoza jedne jedinice proizvoda granom
(i,j) je cij. Stoga odlutujuce promenljive predstavljaju kolitine robe koje se
transportuju svakom od grana. Za svako (i,j) € A, x;; ¢e oznacavati koli¢inu

robe prevezenu od ¢vora i do ¢vora j granom (i, /). Cilj je da se minimizira uku-
pan trosak prevoza zaliha kako bi se zadovoljile potrebe:

min Z cl-]-xl-]-
(ij)eA

Kao $to smo ve¢ napomenuli, ograni¢enja su da ukupan protok kroz svaki ¢vor
mora biti jednak njegovim potrebama. Posmatrajmo fiksiran ¢vor, k € . Uku-
pan protok robe koja ulazi u ¢vor k je dat:

Z Xik-

ir(ik)eA

Sli¢no ukupan protok robe koja izlazi iz ¢vora k je dat sa:

Y, X

ji(kjleA
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Razlika izmedu ove dve veli¢ine mora biti jednaka potrebama posmatranog ¢vo-

ra:
Z Xik — Z xk]-:—bk, ke N.
i:(i,k)e A ji(kjeA

Drugim recima, za svaki ¢vor mora da vazi da je “ulaz — izlaz = potreba (na-
rudzbina) = —zaliha”.
Najzad, koli¢ina koja se prevozi mora biti nenegativna celobrojna vrednost

Xij >0, Xij €z, (l,]) c A.

Slika 2.1 pokazuje na ¢vorovima i granama redom potrebe/zalihe pojedinih ¢vo-
rova i cene prevoza granama. U posmatranom primeru veli¢ine koje smo uveli
su:

e skup ¢vorova N = {a,b,c,d}, #N =m =4,

skup grana A = {(a,b),(a,c),(a,d),(b,d),(c,d)}, #A=n=5

zalihe

cene prevoza za pojedine grane

(a,b) (a,c) (a,d) (bd) (cd)
c = | 7 6 12 3 2 |7

koli¢ine robe za pojedine grane

(a,b) (a,c) (a,d) (bd) (cd)

c = [ Xgp X  Xea  Xpa X )T

Problem minimizacije cene transporta u nasem primeru je:

= 7xp + 6x50 + 12x4 + 3xp4 + 2x,4 — min
a: — Xap  — Xac — Xad = -8
b: Xap - Xpd = 1
c: Xac - xyq = -1
d: Xgga + Xpg +  Xeg = 8

Xab >0, x50, Xad >0, Xpd >0, Xed >0
Xgp €EZ, Xgc€Z, Xgq€Z, XpaE€Z, XgE€Z

Problem mreznog protoka je problem celobrojnog linearnog programiranja. U
matir¢noj formi ovaj problem je dat sa:

7 =cTx — min
Ax=-b
x>0



gde matrica sistema A se zove matrica incidencija grafa i data je sa:

-1 -1 -1
1 -1
1 -1
1 1 1

A:

U opstem slucaju problem pronalazenja najjeftinijeg transporta izgleda:

C = 2 Cij Xij — min
(ij)eA

2 Xk — 2 ij:—bk, za ke N
(i,kﬁeA (k,j;eA
xl‘jZO, xl-je, za (l,]) cA

ili u matri¢noj formi zajedno sa odgovarajué¢im dualom:

Primar Dual
{=c'x — min —&=—b"y — max
Ax=—b Aly+z=c

x>0 z>0

Jednatine duala glase: V(i,j) € A, —y; +y; + z;j = cij, z;; > 0. Formati ma-
trica koje figuriSu u oba problema su redom A — m x n; c,x,z—n x1; b,y —
m x 1. Najzad, iz komplementarnosti dualnih promenljivih sledi da je

Xijzij = 0, (i,j) e A

2.2 Pokrivajuca stabla

Uveséemo niz definicija koje su nam potrebne za dalji rad. Uredena lista ¢vo-
rova (ny,ny,...,1;) se naziva putanja u mrezi ako je svaki od susednih ¢vorova
povezan granom u mreZi (smer grane nije vazan). MreZa se naziva povezana
ako postoji putanja koja povezuje svaki par ¢vorova (Slika 2.2). U nastavku po-
smatramo samo povezane mreze (grafove).

Kontura je putanja u kojoj je prvi ¢vor ujedno i poslednji. Mreza se zove
acikli¢na ako ne sadrzi ni jednu konturu (Slika 2.3).

MreZa se zove drvo ako je povezana i acikli¢na (Slika 2.4). Mreza (N, A) se
zove podmreza od (N, A) ako je N C N'i A C A. Podmreza (N, A) se zove
pokrivajuée drvo ako je drvo i ako je N = N. Kako se skup &vorova pokrivajuéeg
drveta poklapa sa skupom ¢vorova polazne mreze, pokrivajuce drvo je odredeno
skupom njegovih grana.

Za dati problem mreznog protoka, bilo koji izbor vrednosti promenljivih koji
zadovoljava sistem jednacina Ax = —b se naziva balansirani protok. Vazno je
primetiti da mi ne zahtevamo da protok bude nenegativan da bi bio balansiran
(ne trazimo da vazi x > 0, ve¢ samo Ax = —b). Drugim re¢ima, dozvoljavamo da
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Slika 2.2: Graf levo je povezan dok graf desno nije.
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Slika 2.4: Graf levo je drvo dok druga dva grafa (srednji i desno) nisu - prvi nije
jer nije povezan a drugi nije jer sadrzi konturu.

roba ide u suprotnom smeru od usmerenja grane. Ukoliko je balansiran protok

nenegativan, onda je i dopustiv. Za dato pokrivajuce drvo, balansiran protok koji
dodeljuje nulu svakoj grani koja nije deo pokrivajuceg drveta se zove reSenje za
dato drvo. Posmatrajmo drvo prikazano na Slici 2.5.

Brojevi prikazani na granama pokrivajuceg drveta (crvene grane) daju rese-
nje koje odgovara potrebama/zalihama prikazanim na Slici 2.1. Oni su dobijeni
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Slika 2.5: Crvene grane predstavljaju pokrivaju¢e drvo u grafu prikazanom na
Slici 2.1. Brojevi prikazani na crvenim granama su primarni protoci (x), brojevi
u kruzi¢ima su dualne promenljive (y), a brojevi pored crnih grana koje ne
pripadaju pokrivaju¢em drvetu su dualne pomoc¢ne promenljive (z).

tako Sto se krenulo od “listova” drveta i nastavilo se ka unutrasnjosti. Na primer,
primarni protoci mogu se dobiti na sledeéi nacin tako $to protoke za grane koje
nisu na pokrivaju¢em drvetu proglasimo da su jednaki nuli x,. =01 x,; =0 pa

koristedi sistem jednacina Ax = —b dobijamo:
a: Xgp = 8
: Xgp — Xpg = 1 = Xpd = 7
c: Xge — Xeg = —1 = xyug =1

Primetimo da jednacina protoka za ¢vor d je visak i zadovoljena je za dobijeni
protok.

Ne samo da moZemo naci primarne protoke, ve¢ istovremeno mozemo naci
i dualne promenljive. ReSenje duala se sastoji u pronalazenju vrednosti dual-
nih originalnih i pomo¢nih promenljivih tj. vrednosti y; i z;;. Ove promenljive
moraju da zadovoljavaju jednacine:

Vi, j)e A —yi+ yj+zij = cjj.

Zbog komplementarnosti dualnih promenljivih, na crvenim granama tj. gra-
nama pokrivaju¢eg drveta 7 vrednosti pomo¢nih promenljivih duala z; = 0.
Stoga,

-y + Yj = ¢ij, (i,j) eT.

Kako pokrivajuce drvo ima m ¢vorova i m — 1 grana, ove jednacine daju sistem
od m — 1 jednacine sa m nepoznatih. Stoga mozemo proizvoljno izabrati jedno
y; da bude jednako nuli (to zovemo korenom). Vrednosti y piSemo u kruzi¢ima
na grafu.

Neka je ¢vor a koren tj. neka je y, = 0 u naSem primeru (Slika 2.5). Pocevsi



od korena, i koriste¢i jednacine za promenljive y dobijamo:

Ya = 0
(ab): =y + v =7 = vy, = 7
bd): -y, + yg = 3 = y; = 10
(cd): —yo + ya = 2 = Yy = 8

Sada kada znamo vrednosti dualnih promenljivih y, koristeéi grane koje nisu
u pokrivaju¢em drvetu (crne grane) i cene protoka na njima dobijamo vrednosti
promenljivih z;;:
—Yi T Yj+zij = Cjj V(i,j) ¢T.

Vrednosti tih promenljivih su prikazane na slici 2.5 na crnim granama:

(a/ C) : _ya + yc + ch - 6 > Zac - _2
(a,d): —ya + Yqg + zog = 12 = 1z, = 2

Na osnovu teorije o dualnosti, znamo da je trenutno reSenje optimalno ako
su svi protoci (primarne promenljive, tj. x) nenegativni i ako su sve dualne
pomoc¢ne promenljive (z) takode nenegativne. ReSenje koje smo dobili u nasem
primeru (Slika 2.5) zadovoljava prvi uslov ali ne zadovoljava drugi usloy, tj.
reSenje koje smo dobili je primarno ali ne i dualno dopustivo. Stoga mozemo
primeniti primarni simpleks kako bismo nasli optimalno reSenje.

2.3 Primarna simpleks metoda za mrezni protok

Objasni¢emo primarnu simpleks metodu na nasem primeru. Kao §to je po-
menuto ranije, reSenje prikazano na Slici 2.5 je primarno dopustivo ali nije du-
alno dopustivo. Osnovna ideja primarne simpleks metode je da izabere granu
koja ne pripada pokrivaju¢em drvetu (crna grana) i koja ujedno nije dualno do-
pustiva i da joj dozvoli da postane grana pokrivaju¢eg drveta (tj. da postane
crvena grana) i onda da sve prilagodi tako da i dalje imamo o¢uvanu primarnu
dopustivost.

Prva iteracija - Za na$ prvi pivot uzimamo granu koja nije bila deo pokri-
vajuceg drveta i koja je negativna. Neka grana (a,c) ude u bazu (postane deo
pokrivajuceg drveta). Toj grani dodajemo vrednost f i preracunacemo sve ostale
protoke (x promenljive) tako da oni koji nisu u drvetu ostaju jednaki nuli a oni
koji su u drvetu se moraju azurirati tako da imamo i dalje balansiran protok.
Kada postoje¢em drvetu dodamo granu (a,c) ona ¢e sa ostalim granama drveta
formirati konturu (Zuto na Slici 2.6, konturu ¢ine ¢vorovi a, b, ¢ i d). Protok
na datoj konturi se mora promeniti tako da kompenzuje povecanje protoka na
ulaznoj grani. Protoci na ostalim granama drveta koji nisu delovi konture ostaju
nepromenjeni (u nasSem primeru takvih grana nema ali da postoje treba na nji-
ma ostaviti istu vrednost protoka tj. primarne promenljive x). U naSem primeru
protoci na konturi se poveéavaju za vrednost t ako su usmereni kao i ulazna gra-
na a smanjuju se za vrednost ¢ ako su suprotnog smera od smera ulazne grane.
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Kako ¢ raste to ¢e u jednom momentu grana (b,d) postati nula i ona je izlazna
grana i uzmimamo da je t =7.

Slika 2.6: Pivotizacija na grafu prikazanom na slici 2.5 pomoc¢u pravila kontura
i mostova.

Mozemo zakljuciti da je pravilo za odabir izlazne grane sledece: “Izlazna
grana mora biti suprotno orijentisana od ulazne grane u konturi, i od svih ta-
kvih grana ona mora imati minimalan protok”. Pravilo za azuriranje primar-
nih promenljivih u konturi glasi: “Protoci koji odgovaraju granama koje su isto
usmerene kao i izlazna grana se smanjuju za vrednost izlazne grane a oni koji
su suprotno usmereni se uvecavaju za datu vrednost.” To pravilo se jo$ zove i
Pravilo kontura i ono glasi: “Uslovi zaliha ostaju zadovoljeni ako se idudi po
konturi u zavisnosti od smera dodaje ili oduzima ista vrednost ¢”. Biramo vred-
nost ¢ > 0 tako da ni jedna od bazi¢nih promenljivih ne postane negativna, a bar
jedna postane 0. Jedna od promenljivih koja postane O se bira da izade iz baze.
Izbor grane sa konture za ulazak u bazu ocuvava pokrivajuc¢e drvo. Novi re¢nik
¢e biti primarno dopustiv.

Slededi zadatak je azurirati dualne promenljive. Primetimo da ako izbriSe-
mo izlaznu granu sa pokrivaju¢eg drveta pre nego $to ulazna grana postane deo
pokrivajuceg drveta, pokrivajuce drvo ¢e se razdvojiti na dva drveta. U nasem
primeru to bi bila drva sa ¢vorovima a i b i sa ¢vorovima c i d. [zmedu te dve gru-
pe ¢vorova povlacimo granicu (zelena granica na Slici 2.6). Dualne promenljive
azuriramo koriste¢i pravilo mostova. Pravilo mostova: “Pri odabranoj pivoti-
zaciji, menjaju se z promenljive dualnog re¢nickog reSenja samo za grane koje
idu preko granice dodavanjem ili oduzimanjem iste vrednosti A u zavisnosti od
smera prelaska preko granice.” Vrednost A > 0 u pravilu mostova uzimamo kao
suprotnu od z vrednosti grane koja ulazi u bazu, jer ona postaje 0. U nasem
primeru z vrednost grane koja ulazi u bazu je —2, te je stoga A = 2. Grane koje
prelaze preko granice a koja su nebazicne su grane (a,d) i (b,d) i njihove vred-
nosti se povecavaju za A = 2 jer su isto usmerene kao i ulazna grana. Protok
koji dobijamo je optimalan (Slika 2.7) jer je i primarno i dualno dopustiv.
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Slika 2.7: Optimalan protok - minimalna ostvarena cena transporta je {* =1 -
7+4+7-6+8-2=065.

2.3.1 Dodatni primer - primarni simpleks

Ponovi¢emo sve ovo na jo$ jednom primeru. Dat je graf prikazan na Slici 2.8.

Slika 2.8: Inicijalni graf. Brojevi (crveni) pored cvorova predstavljaju zali-
he/potrebe a brojevi na granama predstavljaju cene transporta jedne jedinice
proizvoda.

Cene transporta jedne jedinice robe su date na granama dok su zalihe/potrebe
date pored ¢vorova. Treba odrediti koliko jedinica proizvoda treba pojedinim
granama transportovati tako da ukupna cena transporta bude minimalna. Pro-
blem koji reSavamo je:
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Primar
¢ =cTx — min
Ax=-b
x>0
gde je
xl = [_xac Xad  Xae Xpa  Xbc Xbe Xdb Xde Xfa Xfb Xfc Xfg Xgb
-1 -1 -1 1
-1 -1 -1 1 1 1
1 1 1
A = 1 -1 -1
1 1 1
-1 -1 -1 -1
| 1 -1
cT:_48 28 10 7 65 7 38 15 56 48 108 24 33 19]
b = |0 0 -6 -6 —2 9 5]

Za pokrivajuce drvo sa granama (a,d), (b,c), (f,a), (f,b), (g,b) i (g,e) (cr-
vene grane na Slici 2.9) treba odrediti prvo vrednosti protoka (promenljive x),
zatim u ¢vorovima odrediti vrednosti dualnih promenljivih y i na kraju za crne
grane (grane koje ne pripadaju pokrivaju¢em drvetu) vrednosti dualnih pomo¢-

nih promenljivih z.

Vrednosti protoka (vrednosti promenljivih x) odredujemo tako $to na crnim
granama su vrednosti promenljivih x jednake nuli, tj. x,c =0, x4, =0, x5, =0,
xXpe =0, Xgp =0, x4, =0, x¢. =0, xy¢ = 0, a ostale vrednosti nalazimo reSavajuci

sistem linearnih jednac¢ina Ax = —b:
d: Xgd — 6
a: Xfg — Xgg = 0 = x5
f : —Xfg — Xpp = -9 = Xfp
c: Xpe = 6
b: Xep + Xep — Xpe = 0 = xg
e: Xge = 2

Vrednosti tih promenljivih su prikazane na slici 2.9 na crvenim granama.

Vrednosti dualnih promenljivih y dobijamo uz pomo¢ jednadina

~yityj=cj ((Lj)eT

koje vaZe za crvene grane (pokrivajuce drvo). Kako je jedna jednacina visak,
uzimamo npr. da je koren ¢vor ¢ i proglaSavamo da je y; = 0. Ostale vrednosti

Xge ]
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dobijamo pomocu jednacina:

yg = O
(ge): —yg + Yy = 19 = y = 19
(gb): ~yg + y = 33 = Yy = 33
(be): —yp + yo = 65 = y. = 98
(f,b) CoTYy + y = 48 = yr = —15
(f,a): —Yf + Ya = 56 = Y. = 41
(a,d) D —VYa + Yag = 28 — Yqg = 69

Vrednosti tih promenljivih su prikazane na slici 2.9 u kruzi¢ima.
Na kraju, pomoc¢u jednacina

~yit+yitzij=c; V(ij¢T

koje vaze na crnim granama, dobijamo vrednosti pomo¢nih dualnih promenlji-
vih z. Vrednosti tih promenljivih su prikazane na slici 2.9 na crnim granama:

(a,¢): —Yya + Yo + Zoe = 48 = zope = -9
(a,e): —ya + Ve + 2za@e = 10 = 2z, = 32
(ba): —yp + Ya + zg = 7 = z, = -1
(be): —yp + Ye + zpe = 7 = zp = 21
(d,b) o=Yqa Yy + ozZgpy = 38 — 2z = 74
(de): —yqs + Yo + 2z = 15 = z4, = 65
(f.eo): =y + Yo + zfe = 18 = zf = -5
(f:8): =y + yg + 2z = 28 — zpp = 9

Sada kad smo odredili vrednosti svih promenljivih, vidimo da problem je-
ste primarno dopustiv (crvene grane su nenegativne) ali nije dualno dopustiv
(ima crnih grana koje imaju negativnu vrednost) te vrS§imo pivotizacije. Naj-
negativnija crna grana (a,c) ulazi u bazu (postaje deo pokrivajuteg drveta).
Ona sa ostalim granama pokrivajuéeg drveta pravi konturu (zuto na Slici 2.9).
Pomo¢u dobijene konture ¢emo aZurirati vrednosti crvenih grana koje su deo
konture (ostale crvene grane ostaju nepromenjene). Grana koja ulazi u bazu
dobija vrednost f, dok ostale grane na konturi koje su isto kao i ona usmerene
se povecavaju za istu vrednost ¢ a one koje su suprotno usmerene se smanjuju
za t. Najvece t koje mozemo da izaberemo a da protok i dalje ostane primarno
dopustiv je t = 3. To znaci da grana (f,b) izlazi iz baze tj. ona vie nece biti deo
pokrivajuceg drveta.

Pre nego $to grana (a,c) ude u bazu a nakon $to grana (f,b) izade iz baze,
graf ¢e se raspasti na dve povezane komponente, na grupu ¢vorova a, d i f i
ostatak. Na Slici 2.10 granica izmedu ove dve grupe ¢vorova je predstavljena
zelenom krivom. Sve crne grane koje tu granicu prelaze u istom smeru kao i
grana koja ulazi u bazu se uvecavaju za vrednost A, a one grane koje prelaze tu
granicu u suprotnom smeru se smanjuju za A. Vrednost parametera A dobijamo
kao suprotnu vrednost od z vrednosti grane koja ulazi u bazu, a to je u ovom
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Slika 2.9: Graf sa vrednostima x promenljivih na crvenim granama, u kruzi¢ima
su vrednosti dualnih promenljivih ¥ a na crnim granama vrednosti pomo¢nih
dualnih promenljivih z.

41

N

(15—

9
t=3
A=9
Slika 2.10: U prvoj iteraciji najnegativnija crna grana ((a,c), z,c = —9) ulazi u

bazu i obrazuje sa postoje¢im crvenim granama konturu (zuto). Iz baze izlazi
crvena grana (f,b) (na kojoj pise 3 — t), njenim izlaskom se drvo raspada na dve
povezane komponente koje razdvaja zelena granica. Pravilo kontura i mostova
nam redom odreduje nove vrednosti promenljivih x (crvene grane) i promenlji-
vih z (crne grane). Kruzi¢e (vrednosti dualnih promenljivih y) viSe ne moramo
u narednim koracima da azuriramo.
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Slika 2.11: Novonastali graf nakon pivotizacije. On i dalje jeste primarno ali nije
dualno dopustiv.

primeru 9. Nakon azuriranja crnih grana dobijamo novi graf prikazan na Slici
2.11.

Ovaj protok nije dualno dopustiv te nastavljamo sa pivotizacijama dok ne
dobijemo optimalno re$enje. U bazu ulazi najnegativnija crna grana (b,a). Njena
x vrednost se sa nule povecava na t. Vrednost parametera f odredujemo pomocéu
pravila konture (Slika 2.12) i dobijamo da je t = 3.

Slika 2.12: Druga iteracija.

Zelena kriva predstavlja granicu izmedu dve grupe povezanih ¢vorova koje
nastanu od posmatranog grafa kada izade grana (b,c) iz drveta a pre nego §to
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ude grana (b,a). Pomoéu pravila mostova aZuriramo crne grane (na kojima pi-
$u vrednosti pomo¢nih dualnih promenljivih z). Vrednost parametera A = 10.
Nakon azuriranja dobijamo graf prikazan na Slici 2.13.

31

Slika 2.13: Graf nakon druge pivotizacije.

On i dalje nije optimalan te vr§imo novu pivotizaciju (Slika 2.14). U ba-
zu ulazi grana (f,b), obrazuje konturu oznacenu zutom bojom na slici iz koje
dobijamo da je vrednost t = 9. Iz baze izlazi grana (f,a) ¢ijim izlaskom (a pre
nego $to ude u bazu grana ( f,b)) se drvo razdvaja na dve povezane komponente
- jednu ¢ini ¢vor f a drugu ostali ¢vorovi. Zelena kriva na slici predstavlja gra-
nicu izmedu dve grupe ¢vorova i crne grane koje prelaze tu granicu se azuriraju
uvecavajuci/smanjujuci se za vrednost A =1 u zavisnosti od smera.

Nakon ove pivotizacije dobijamo optimalni protok prikazan na Slici 2.15.



Slika 2.15: Optimalan mreZni protok (i primarno i dualno dopustiv).

2.4 Dualna simpleks metoda za mrezni protok

U prethodnom odeljku smo naveli pravila za primarni simpleks koji koristi-
mo u situaciji kada je mreZni protok primarno dopustiv a nije dualno dopustiv.
Kada je pak mrezni protok dualno dopustiv a nije primarno dopustiv onda se
dualni simpleks koristi kako bi se dobilo optimalno reSenje. Pretpostavimo da
imamo mrezni protok dat na Slici 2.16. On je dualno dopustiv ali nije primar-
no dopustiv jer je xz < 0. Osnovna ideja dualnog simpleksa je da se izabere
crvena grana koja je primarno nedopustiva i da ona napusti pokrivajuce drvo
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(tj. da postane nebazi¢na) i onda da se sve azurira tako da se ocuva dualna
dopustivost.

Slika 2.16: Mrezni protok koji nije primarno ali jeste dualno dopustiv.

U prvoj iteraciji grana (d,b) kao najnegativnija izlazi iz pokrivajuceg drveta
i vr$imo dualnu pivotizaciju na slede¢i nacin. Uklanjanjem grane (d,b) pokriva-
juce drvo ¢e se raspasti na dve povezane komponente (na Slici 2.17 oznaceno
zelenom krivom). Ulazna grana mora biti neka od grana koja spaja ove dve
povezne komponente kako bi ih opet povezala u pokrivaju¢e drvo (grana koja
prelazi zelenu granicu). Drugim re¢ima, mora biti jedna od grana (a,d), (a,¢),
(be), ili (g,e). Da bismo odlucili koja od datih grana ¢e u¢i u bazu, moramo
pazljivo razmotriti uticaj svake od njih.

Kao $to smo ve¢ napomenuli pokrivajuce drvo se bez izlazne grane sastoji
od dve povezane komponente. Ulazna grana ih ponovo mora povezati. Prvo,
razmotrimo situaciju kada ulazna grana ima isti smer kao i izlazna grana. Ka-
da toj ulaznoj grani dodamo protok, moramo na izlaznoj grani umanjiti dati
protok kako bismo ocuvali uslov da ukupan protok bude isti. Stoga protok na
izlaznoj grani koji je bio negativan nikako ne mozemo dovesti da bude jednak
nuli. Drugim re¢ima izlazna grana na taj nacin ne moze da napusti pokrivajuce
drvo, a to nam ne odgovara. Razmotrimo sada situaciju kada ulazna grana ima
suprotan smer od smera izlazne grana. Kako je to ulazna grana njena z vred-
nost ¢e ulaskom u pokrivajuce drvo postati nula (smanjice se). Sve ostale grane
koje imaju isti smer i koje povezuju dve komponente pokrivaju¢eg drveta e se
smanjiti za istu veli¢inu. Kako bismo oc¢uvali nenegativnost, moramo uzeti onu
Cije smanjenje je najmanje. MoZemo ovo pravilo sumirati: “Ulazna grana je ona
koja povezuje dve povezane komponente i suprotnog je smera od smera izlazne
grane. Medu svim takvim granama, ona mora imati najmanju vrednost dualne
pomoc¢ne promenljive z”.

U nasem primeru sve grane koje povezuju dve povezane komponente imaju
smer suportan smeru izlazne grane. Ona grana koja ima najmanju z vrednost je
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Slika 2.17: Prva iteracija dualnog simpleksa.

grana (g,e) (zge =9) (slika 2.17). Ova grana je ulazna grana. Drugim re¢ima, mi
vrednost izlazne grane z;, = 0 uvecavamo za t. Po pravilu mostova aZuriranje z
vrednosti se vrsi tako Sto ¢emo vrednosti z,4 = 40, zz, = 73, zp, = 30 i zge = 9,
umanjiti za t. Biramo t =9, grana (g,e) ulazi u bazu.

Sada imamo poznatu i izlaznu i ulaznu granu, pa samim tim i novo pokri-
vajuce drvo. Sve promenljive koje su vezane za novo pokrivaju¢e drvo moraju
biti azurirane. Dalje, pravila za aZuriranje su sledeca. Ako bi grana (g,e) usla u
bazu pre nego $to (d,b) izade iz baze, nastala bi kontura (oznacena Zuto na Slici
2.17). Po pravilu kontura vrednosti transporta x po konturi se u jednom smeru
povecavaju, u suprotnom smanjuju za vrednost A. Na Slici 2.18 je prikazano
novo resenje.

Druga iteracija - za drugog pivota postoje dva izbora izlazne grane (g,b) i
(d,e). Uzimamo najnedopustiviju granu a to je (d,e). Uklanjamo je iz pokrivaju-
¢eg drveta i dobijamo dve povezane komponente. Jedna povezana komponenta
sadrzi samo ¢vor d a druga ostale ¢vorove. Ulazna grana mora povezati ove dve
komponente i mora biti suprotnog smera od izlazne grane. Jedina takva grana
je (a,d) i ona je ulazna grana. U ovom koraku f = 64 a A = 6. Posle pivotizacije
dobijamo optimalno reSenje prikazano na Slici 2.15.
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Slika 2.18: Mrezni protok nakon prve iteracije.

2.4.1 Dodatni primer - dualni simpleks

Resiti problem mreZnog protoka (Slika 2.19) polazeéi od pokrivajuc¢eg drve-
ta (a,d), (bye), (¢, f), (d,e), (d,f). Izracunali smo x,y,z vrednosti, one su prika-
zane na Slici 2.20.

Slika 2.19: Graf sa cenama prevoza na granama i zalihama/potrebama pored
¢vorova.

Vidimo da je balansirani protok dualno dopustiv (z > 0) i nije primarno
dopustiv (x.f = —8 < 0).

Vr$imo dualnu pivotizaciju na grani (c, f). Izbacujemo granu (c, f) iz baze,
skup ¢vorova se deli na dve grupe, na slici su odvojene zelenom granicom. Vred-
nost z.f = 0 uve¢avamo za t. Po pravilu mostova azuriranje z vrednosti se vrsi
tako $to ¢emo vrednosti z,. = 11 z, = 4 umanjiti za ¢.

Biramo t = 1, grana (b,c) ulazi u bazu. Ako bi grana (b,c) usla u bazu pre
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Slika 2.20: Mrezni protok za dato pokrivaju¢e drvo koji nije primarno ali je-
ste dualno dopustiv. Pomoc¢u pravila mostova i pravila kontura nalazimo da je
vrednostt=1i A =8.

nego $to (¢, f) izade iz baze, nastala bi kontura cfebc (zuto na Slici 2.20). Po
pravilu kontura vrednosti transporta (x) po konturi se u jednom smeru pove-
¢avaju, u suprotnom smanjuju za vrednost A = 8. Nakon aZzuriranje dobijamo
optimalan protok (Slika 2.21).

Slika 2.21: Mrezni protok nakon prve iteracije je i primarno i dualno dopustiv,
tj. optimalan je.



2.5 Parametarski self-dual simpleks

Ako polazno drvo nije primarno dopustivo ni dualno dopustivo, do resSenja
ne mozemo do¢i primenom primarne ili dualne simpleks metode. Zbog toga se
izracunate vrednosti x i z perturbuju parametrom .

Xp + Uxp, z§ + Hzn, gde jexp >0, zy > 0.

Za svaki protok nalazimo oblast vrednosti u za koje je primarno i dualno do-
pustiv i piSemo pored grafa. Pivotizaciju vrSimo na grani gde je realizovana
najmanja vrednost oblasti dopustivih p.

W =min{y:z; +pzn >0 i x5+ uxp > 0}.

Pivotizacija moZze biti primarna ili dualna, zavisi od odabrane grane.

Za izbor vrednosti ¢ na grani koja menja mesto sa izabranom granom, pore-
denje po veli¢ini se vrsi sa p 1= u*.

U pivotizacijama vodimo p u nomenklaturi sa zarezom: a + by =a, b.

Kad dobijemo da oblast dopustivih vrednosti za y sadrzi 0, dobili smo opti-
malni protok (uvrStavanjem u = 0).

Ako uvrStavanje y = 0 daje primarno ili dualno dopustiv protok, mozemo
nastaviti sa primarnim, odnosno dualnim simpleks algoritmom.

Najée$ée uzimamo g = [1,...,1]7, zy = [1,...,1]7, odnosno, pored x i z
vrednosti dopisemo ,,,1”.

Mose se dokazati da ¢e se, bez degenerisanih pivotizacija, ako resenje posto-
ji, u kona¢nom broju koraka, do¢i do optimuma.

Posmatrajmo problem dat na Slici 2.22. Treba naci najjeftiniji transport po-
laze¢i od pokrivajuceg drveta (a,b), (c,b), (c,e), (d,e), (e, f) (crvene grane na
Slici 2.23). Izrac¢unate vrednosti x, y i z su prikazane na Slici 2.23 na redom
crvenim granama, u kruzi¢ima i na crnim granama (x i z su brojevi pre zareza
prikazani). Kako dobijeni protok (kada zanemarimo $ta piSe iza zareza) nije ni
primarno (xc. < 0) ni dualno (z;; < 0) dopustiv, primenjujemo parametarski
self-dual simpleks algoritam.

Stoga vrednosti x i z perturbuju parametrom p, tako $to pored x i z vrednosti
dopisemo ,,1”. Posmatrajuci grane koje su bile negativne dobijamo da —3+ >0
(na osnovu grane (d,f)) i —1 + p > 0 (na osnovu grane (c,e)) tj. dobijamo da
3 < u. Grana na kojoj se ostvaruje najmanje u (to je ovde 3) je grana (d, f).
Ona je crna grana i ulazi u bazu tako $to vr§imo primarnu pivotizaciju - kada
ona ude u bazu sa crvenim granama obrazuje konturu (Zuto na Slici 2.23),
po pravilu kontura dobijamo da je t = 3,1, grana (d,e) izlazi iz baze, pravilo
mostova nam daje A = 3,—1 pomocu kog azuriramo vrednosti z (crne grane).
Dobijamo nakon aZzuriranja novi mrezni protok dat na Slici 2.24.

Za dobijeni protok dobijamo da vrednost parametra y treba da bude 1 <
u < 3. Najmanja vrednost y = 1 se ostvaruje na grani (c,e) koja se trenutno
nalazi u bazi (crvena je) te vr§imo dualnu pivotizaciju. Data grana izlazi iz baze,
njenim izlaskom se drvo raspada na dve povezne komponente (zelena granica

66
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Slika 2.22: Graf sa zalihama pored ¢vorova i cenama transporta na granama.

na Slici 2.24). Pomo¢u pravila mostova dobijamo da je t = 6,0, a pomocu pravila
konturadaje A=1,—1.

Sada posmatrajudi vrednosti parametra y dobijamo da u =0 € [—1,1]. Kako
smo dobili da oblast dopustivih vrednosti za u sadrZi 0, dobili smo zapravo
optimalni protok (uvrStavanjem y = 0).
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2 = 4
J

Slika 2.23: Polazno pokrivajuce drvo (a,b), (c,b), (c,e), (d,e), (e, f) ne daje ni
primarno i dualno dopustiv mrezni protok. U prvoj iteraciji dobijamo da je 3 < y,
t=3,1,A=3,—1.

Slika 2.24: MreZni protok 1 <u <3,t=6,0, A=1,-1.



Slika 2.25: Mrezni protok —1 < u <1, Optimalan protok, * = 31.

2.6 Najkraci put u mrezi

Posmatramo problem pronalaska najkracih puteva od ¢vorovaa, b, c, d, f do
¢vora e ako su na Slici 2.26 date udaljenosti.

Slika 2.26: Problem pronalaska najkra¢ih puteva od ¢vorovaa, b, c, d, f do ¢vora
e. Pored grana piSu udaljenosti.

Polazno pokrivajuc¢e drvo ima grane (a,c), (c,d), (d,e), (b,e), (f,e) (Slika
2.27). Problem nalazenja najkraceg puta do jednog ¢vora (u naSem primeru
¢vora e) se svodi na pronalaZenje cene minimalnog transporta kroz mrezu, gde
su cene transporta jednake udaljenostima i zaliha robe u svakom ¢voru je jed-
naka 1, osim u odabranom ¢voru do kog racunamo udaljenost ¢ija je potre-
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ba/narudzbina jednaka broju ¢vorova minus jedan (plavi brojevi pored kruzi¢a
na Slici 2.27).

Slika 2.27: Prva iteracija primarnog simpleksa. Grana (b, ¢), pravilo kontura daje
daje t =1, grana (b, e) izlazi iz baze, pravilo mostova daje da je A = 1.

Posmatrani problem je primarno ali nije dualno dopustiv pa stoga prime-
njujemo primarni simpleks. Grana (b,c) ulazi u bazu, obrazuje konturu koja je
prikazana zuto na Slici 2.27. Na osnovu pravila kontura dobijamo da je vrednost
parametra { = 1 i pomoc¢u nje unutar konture azuriramo vrednosti promenljivih
X na crvenim granama. Pravilo mostova nam daje da je A =1 i vrednosti dual-
nih pomo¢nih promenljivih z azuriramo. Pravilo mostova ¢ak ne moramo ni da
koristimo, jedno kada nademo vrednosti x, vrednosti promenljvih y i z moZemo
da azuriramo kao $to smo na pocetku racunali koriste¢i jednacine:

—yityj=cij (QjeT.

—yityjtzj=cj V(ij)¢T.

U ovom problemu moramo da azuriramo i vrednosti promenljivih y jer ¢e nam
one dati odgovor na pitanje kolika je najkrac¢a udaljenost svakog od ¢vorova do
¢vora e (on je uvek koren i y, = 0). Nakon aZuriranja, dobijamo mrezni protok
dat na Slici 2.28 koji je optimalan. Negativne vrednosti promenljivih y (-brojevi
u kruzi¢ima) su najkraca rastojanja od pojedinih ¢vorova do posmatranog ¢vora
e, 1 dati su u Tabeli 2.1.

Tabela 2.1: Najkraca rastojanja od pojedinih ¢vorova do posmatranog ¢vora e.



Slika 2.28: Optimalni mreZni protok (i primarno i dualno dopustiv). Negativne
vrednosti promenljivih y (-brojevi u kruzi¢ima) su najkraca rastojanja od pojedi-
nih ¢vorova do posmatranog ¢vora e. Napomena, na slici grana fb ima pogreSnu
vrednost, umesto 4 treba da na njoj pise 3.

2.7 Hickokov problem

Posmatrajmo problem gde imamo tri skladista (snabdevaca) sq, sp i s3, i
tri potroSaca (prodavnice) pi, pp i p3. Svaki snabdevac je povezan sa svakim
potrosacem. Cene prevoza, potrebe tri potro$aca i zalihe u tri skladi$ta date su u
Tabeli 2.2. Cilj je nadi optimalni (najjeftiniji tj. minimalne cene) plan transporta.
Ovo je problem mreznog protoka prikazan na Slici 2.29. Graf prikazan na Slici
2.29 se zove kompletni bipartitni graf tj. on ima osobinu da se ¢vorovi mogu
podeliti u dve grupe - na one koji imaju zalihe, iz kojih polaze transporti (grane)
i ¢vorove koji imaju potrebe, u njih ulaze transporti (grane). Dodatno, postoje
grane od svakog skladista do svake prodavnice. Ovo je Hickokov (Hitchcock)
problem.

p1 p2 p3 | zalihe
1 4 3 2 3
Sy 3 4 5 4
S3 4 5 6 5
potrebe | 5 4 3

Tabela 2.2: Cene prevoza, potrebe tri potrosaca i zalihe u tri skladista.

Potreban uslov da problem minimizacije cene protoka ima reSenje je da su
suma zaliha i suma potreba jednake. Ako ima viska zaliha, mozemo uvesti fiktiv-
nog potrosaca; ako ima pak viska potreba, mozemo uvesti fiktivhog snabdevaca.
Cene ka njima i od njih se stavljaju da su 0. Jedno primarno dopustivo reSenje
Hickokovog problema se moze dobiti metodom severozapadnog ugla ili Voge-
lovom metodom (o ovim dvema metodama ¢e biti viSe re¢i u nastavku teksta).
Posledica toga je da je dovoljan uslov da Hickokov problem ima optimalno re-
Senje je da je zbir zaliha jednak zbiru potreba.
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Slika 2.29: Mrezni protok koji opisuje transportni problem ¢iji podaci su dati u
Tabeli 2.2.

2.7.1 Matematicka formulacija Hickokovog problema

Neka su zalihe u skladiStima oznacene sa aq,ay,...,4,, neka su potrebe u
prodavnicama b, b, ...,b, i neka su cij cene prevoza od skladista i do prodav-
nice j,zai=1,2,...m,j=1,2,...n. Neka je Xij kolic¢ina robe koja se prevozi od
skladiSta i do prodavnice j. Ukupna cena prevoza je {. Sledec¢i problem linear-
nog programiranja opisuje Hickokovov problem:

m n
gz ZZcijxij%min

i=1j=1

n
le']' =aq;, 1€ {1,2,...,m},
=1

Xij = b], ] S {1,2,...,71},
1

m
i=

xijZO/ xl-jGZ,ie{1,2,...,m},j€{1,2,...,n}.

Ovo je problem celobrojnog linearnog programiranja. Umesto na grafovima
(kao $to smo do sada reSavali probleme mreznih protoka) radi jednostavnijeg
prikaza, ovakve probleme ¢emo resSavati pomocu tabela transportnog problema.

2.7.2 Tabele transportnog problema

U polja tabele unosimo x;; ili z;;, zavisno da li je grana od i-tog snabdevaca
do j-tog potrosaca primarno bazi¢na (crvena) ili nebazi¢na (crna). Vrednosti Zjj
upisujemo u zagrade da bismo lakse pratili koja polja sadrze x vrednosti a koja
z vrednosti. U gornji levi ugao svakog polja upisujemo cenu ¢;; transporta, a na
marginama (u kolonu skroz desno i vrstu skroz dole) y vrednosti.
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2.7.3 Algoritam severozapadnog ugla

Algoritam severozapadnog ugla nam sluzi da odredimo polazne protoke koji
najéeSce nisu primarno ni dualno dopustivi i nakon njega slede pivotizacije.

Ju—t

. Po¢i od polja (i,j) := (1,1)
2. xl']' = mil’l(ﬁl,’,b]‘); a;:=a; — x,*]',' b] = b] — xij;

3. IF a; =0 THEN predi u polje (i +1,j)
ELSE predi u polje (i,j + 1);

4. Ponavljaj korake 2. do 3. i dodi do poslednjeg polja gde se moraju sloziti
preostala potreba i zaliha.

U na$em primeru polazimo od gornjeg levog ugla (polje (1,1)) tabele:

4 3 2
3 3
3 4 5
2 2 4
4 5 6
2 3 5
5 4 3

i u njega upisujemo minimalnu vrednost od a; =3 i by =5 (brojevi koji odgova-
raju zalihama i potrebama prvog snabdevaca i prvog potrosaca, tj. to su brojevi
na kraju prve vrste i prve kolone). Minimum od 3 i 5 je 3 i to je polazna vrednost
x11. Nove zalihe i potrebe su jednake starim umenjenim za 3. PoSto smo istrosili
sve zalihe (sada je vrednost zaliha u prvoj vrsti jednaka nuli), onda prelazimo na
sledece polje a to je polje ispod (polje (2,1)). Uvek se kre¢emo po tabeli tako $to
idemo dole (kada u posmatranoj vrsti nema vise zaliha) ili desno (ako jo$ ima
zaliha). Kada dodemo u polje (2,1), njemu dodeljujemo minimum od preostalih
potreba u datoj koloni (ostalo je 5 — 3 = 2) i zaliha u datoj vrsti 4. Minimum je
2 i time smo istrosili potrebe u prvoj koloni, dok su zalihe u drugoj vrsti jednake
4 — 2 = 2. Kako zalihe u datoj vrsti jo$ nisu istroSene, prelazimo na polje desno
tj. polje (2,2) i njemu dodeljujemo minimum od 2 (preostale zalihe u drugoj
vrsti) i 4 potrebe u drugoj koloni §to iznosi 2. Sada smo istrosili zalihe u drugoj
vrsti pa prelazimo na polje dole, tj. (3,2) i njemu dodeljujemo minimum od pre-
ostalih potreba 4 — 2 = 2 i zaliha 5. Minimum je 2, time smo istrosili potrebe u
drugoj koloni (potrebe drugog potrosaca), dok su zalihe u trec¢oj koloni jedna-
ke 5 — 2 = 3. Pomeramo se jedno polje desno i dodeljujemo preostalu vrednost
3, ¢ime su se slozile preostale potrebe i preostala zaliha. Time smo izra¢una-
li vrednosti primarnih promenljivih x, i u nastavku slede pravila za racunanje
vrednosti dualnih promenljivih y i pomo¢nih dualnih promenljivih z.



74 GLAVA 2. MREZNI PROTOK

2.7.4 Test optimalnosti

1. Biramo jedno y da je nula,
2. Ratunamo ostale y vrednosti tako da je za bazi¢ne promenljive y; — y; = ¢;;

3. Racunamo z vrednosti za polja koja nisu bazi¢na tako da je
Yji—Yi+tzij=cj

4. IF V(i,j)z;; > 0 THEN optimum ELSE negativan z;; je pivot

Prvo ratunamo u naSem primeru vrednosti y pa tek onda z. Vrednosti y pi-
$emo u poslednju kolonu i poslednju vrstu. Jedno y je jednako nuli (proizvoljno
i to najcesce je y u vrsti u kojoj ima najviSe dodeljnih x vrednosti, to je ovde
npr. y iz trece vrste). Ostale y vrednosti dobijamo tako $to koristimo bazi¢na
polja (plave brojeve) i za njih treba da vaZi da je “y vrednost ispod tog polja
- y vrednost desno = cena (gornji levi ugao posmatranog polja)”. Na primer,
za polje (3,2) treba da vazi da je njegovo y ispod minus y desno ($to je nula)
jednako ceni (5), tako da je y ispod tog polja zapravo jednako 5. Iz istog razloga
ako posmatramo polje (3,3), dobijamo da je y ispod tog polja jednako 6. Dalje,
posmatramo polje (2,2), njegovo y ispod minus y desno treba da bude jednako
ceni 4. Kako je y ispod jednako 5, dobijamo da je y desno jednako 1. Zatim po-
smatramo polje (2,1) i dobijamo da je y ispod koriste¢i jednacine za dobijanje
y vrednosti jednako 4. Na kraju pomoc¢u polja (1,1) dobijamo y u prvoj vrsti
(desno od posmatranog polja). Dobijeni y su 0, 1, 0 (poslednja kolona) i 4, 5, 6
(poslednja vrsta).

4 3 2
3] (=2)| (=4 | O
3 4 5
2 2] (0] 1
4 5 6
(0) 2 3] 0
4 5 6

Na kraju racunamo vrednosti z koje piSemo u zagradama. Njih dobijamo uz
pomo¢ jednacina y; — y; + z;; = ¢;;. Na primer, za polje (1,2) imamo da je “y
ispod - y desno + nepoznato z1, = cena iz gornjeg levog ugla tog polja” tj. “5 -
0 + nepoznato z1, = 3” odakle dobijamo da je z1, = —2. Sli¢no dobijamo ostale
z vrednosti. Kako nisu sve z vrednosti nenegativne (npr. zi; = —2), dobijeno
reSenje nije dualno dopustivo (samim tim nije optimalno) te moramo vrsiti pi-
votizacije dok ne dobijemo optimalno resSenje. Za transportni problem, posto je
u pitanju bipartitni graf a polja u tabeli predstavljaju grane grafa, pivotizaciju
¢emo prilagoditi radu u tabelama. Pivot je polje sa najnegativnijom z vrednos$¢u
a to je u ovom primeru z3 = —4.
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2.7.5 Pivotizacija
1. Sastaviti cikl od pivota i polja bazi¢nih promenljivih.

2. Polazedi od pivota, iduéi po ciklu, naizmeni¢no dodeliti znak + i — poljima
cikla.

3. Od polja koja su dobila — nadi polje sa najmanjom vrednos$c¢u koja iznosi
t.

4. Polaze¢i od pivota, iduéi po ciklu, naizmeni¢no dodati i oduzeti vrednost
t promenljivama x;; u ciklu.

5. Jedno od polja koje je u prethodnom koraku dobilo vrednost 0 izbaciti iz
baze, a pivota ubaciti u bazu.

U naSem primeru, pivot je kao $to smo rekli polje (1,3) i ono sa bazi¢nim
poljima obrazuje cikl (crevna kontura na slici ispod). Cikl ¢ine u ovoj tabeli
pivot i sva bazi¢na polja. Dodajemo naizmeni¢no znak + i — poljima cikla po-
lazed¢i od pivota i kre¢udi se po ciklu. Od polja koja su dobila — nalazimo polje
sa najmanjom vrednos$c¢u koja iznosi t = 2. Polazeéi od pivota, idudi po ciklu,
naizmeni¢no dodajemo i oduzimamo vrednost f = 2 promenljivama x;; u ciklu.

4 3 2
31 (=2 ()| o
3 4 5
h 2 0| 1
4 5 6
o | 2T —3| o
4 5 6

Na taj nac¢in dobijamo nove bazitne promenljive, nakon ¢ega moramo po-
novo da ra¢unamo y i z vrednosti kao na pocetku. Nakon pivotizacije dobijamo
sledecu tabelu:

4 3 2
1 (2) 2 4
3 4 5
4 (4) 4] 5
4 5 6
(—4) 4 1 0
8 5 6
Opet dobijena tabela nije optimalna i uzimamo za pivota z3; = —4 koja si

bazi¢nim promenljivama ¢ini cikl (crvena kontura na slici ispod, na osnovu nje
dobijamo da je t = 1), nova pivotizacija omogucava da iz baze izbacimo xq; ili
X33. Biramo x17.



76

GLAVA 2. MREZNI PROTOK

4 — |3 2+
1 (2) 2 4
3 4 5
4 (4) (%) 5
4 | |5 6
(—4) 4 =1 0
8 5 6
Dobijamo nakon pivotizacije tabelu:
4 3 2
4) (2) 3 4
3 4 5
4 (0) (0) 1
4 5 6
1 4 0 0
4 5 6

ViSe nema negativnih z vrednosti, dobili smo dualno dopustivu, odnosno
optimalnu, tabelu. ReSenje nije jedinstveno, ima nula z vrednosti. Najjeftiniji
transport imacenu { =2 x3+3x4+4x14+5x4+6x0=42.

2.7.6 Vogelova metoda

Vogelova metoda nam sluzi da odredimo polazne protoke koji najcesce nisu
primarno ni dualno dopustivi i nakon cega slede pivotizacije. To je alternativa
metodi severozapadnog ugla i njome se Cesto brze dode do optimalnog reSenja.

1.

Za sve vrste i kolone izracunati apsolutnu vrednost razlike dve najmanje
nedodeljene cene transporta.

U vrsti ili koloni koja daje najveéu razliku oti¢i u polje sa najmanjom nedo-
deljenom cenom transporta i dodeliti x;; := min(a;,b;); a; := a; — x;;;b; :=
b] — xij.

Ponavljaj korake 1. do 3. sve dok ne ostane samo jedna vrsta ili kolona.

Dodeliti nedodeljene zalihe odnosno potrebe preostalim (bazi¢nim) pro-
menljivama.

Ako u bazi nema n + m — 1 elemenata, dodati potreban broj elemenata,
ali tako da ne zatvaraju cikl sa postoje¢im bazi¢nim promenljivama.

Resi¢emo naredni primer upotrebom Vogelove metode. Cene prevoza, po-
trebe Cetiri prodavnice i zalihe u Cetiri skladista date su u tabeli. Na¢i optimalni
plan transporta.
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p1 p2 p3 pa | zalihe
S1 4 5 6 3 7
Sy 5 4 6 6 8
S3 7 8 9 6 10
S4 10 12 15 8 15
potrebe | 10 10 12 8

Radi brzeg dolaska do optimalnog reSenja, polazno reSenje ¢emo naci Voge-
lovom metodom (njom nalazimo x vrednosti a y i z vrednosti ratunamo kao i
ranije).

Dobijamo polaznu tabelu:

4 5 6 3
(=D | (=2)] (=9) 7] 5
5 4 6 6
®) 8| (=D | (6)| 8
7 8 9 6
G @ 0] 4| 6
10 12 15 8
10 2 2 1/ 0
10 | 12 | 15 8

Nije optimalna tabela, pivot je z13 = —4, cikl ¢ine polja (1,3), (1,4), (4,4) i
(4,3), t = 2. Nakon pivotizacije dobijamo tabelu:

4 5 6 3
(-1) | (-2) 2 5 5
5 4 6 6
3) 8 (3) 6)| 8
7 8 9 6
-] (=2) 10 0] 2
10 12 15 8
10 2 (4) 3 0
10 12 11 8
Dobijena tabela nije optimalna, vr§imo pivotizaciju - pivot je z1, = —2, cikl ¢ine

polja (1,2), (1,4), (4,4) i (4,2), t = 2. Nakon pivotizacije dobijamo tabelu:

4 5 6 3
(-1) 2 2 3] 0
5 4 6 6
(1) 8] M| & 1
7 8 9 6
(=1 (9 0] (0] -3
10 12 15 8
10 (2) (4) 5| =5
5 5 6 3




Dobijena tabela nije optimalna, vr$imo pivotizaciju - pivot je z3; = —1, cikl
¢ine polja (3,1), (4,1), (4,4), (1,4), (1,3) 1 (3,3), t = 3. Nakon pivotizacije dobi-
jamo optimalnu tabelu za koju je { = 290.

4 5 6 3
(0) 2 507 1) o
5 4 6 6
(2) 8] M| (G| 1
7 8 9 6
30 (0) 71 (1) -3
10 12 15 8
71| G 8| —6
4 5 6 2

2.8 Problem angazovanja

Trener plivacke reprezentacije ima za Stafetu 4 x 100m na raspolaganju Cetiri
plivaca A, B, C i D ¢ija su vremena na 100m po stilovima: slobodno, ledno,
prsno, baterflaj:

|S L P B
A |57 61 64 62
B |55 63 65 64
C|59 64 66 63
D |56 62 67 64

Kako da sastavi najbolju Stafetu?

Ovo je transportni problem: pliva¢i imaju na raspolaganju jedno plivanje ko-
je treba da ,,prebace” na odredenu stazu, cena transporta je jednaka vremenu
koje plivacu treba da ispliva. Svaku stazu moze plivati jedan plivac, jedan plivac
treba da pliva jednu stazu. Ukupna cena transporta je jednaka ukupnom vre-
menu Stafete. Vrednosti x;; su 1 ako pliva¢ i pliva stazu j, inace su 0. Polazno
reSenje mozemo naci Vogelovom metodom:

57 61 64 62
(2) 0 1 0 0

55 63 65 64
1, @] W] @] 0

59 64 66 63
G| @ @ 1) -1

56 62 67 64
0 1 @] @] -1

55 61 64 62

Vidimo da je transport optimalan, tako da plivaci plivaju:
A — prsno, B — slobodno, C — baterflaj, D — ledno. Ukupno vreme Stafete je
244,
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Glava 3

Slucajni procesi

Kazemo da je {X(t) :t € [0,+0c0)} slucajni proces ako je X funkcija X :
Q x [0,+00) — R, koja je za svako fiksirano t € [0,4o0) slu¢ajna promenljiva
X(#H: Q=R

Ako za sve t € [0,400) vazi X(t): ) — Ry, gde je Rx najvise prebrojiv skup
(Rx ={x1,x2,...}), kazemo da je slucajni proces { X () : t € [0,+c0) } diskretno
vredan. Tada je za proizvoljno t € [0,+0c0) slu¢ajna promenljiva X(t) diskretna.
Skup R x zovemo skup stanja.

3.1 Homogeni, diskretno vredni Markovljevi pro-
cesi

Kazemo da je diskretno vredan slucajni proces {X(t) : t € [0,+0c0)} Marko-
vljev, ili da ima osobinu Markova, ako za sve x1,xy,...,X,, X, 11 iz skupa stanja
Ryizasvet; <ty <-- <ty <ty iz skupa [0,4c0)

P(X(tyi1) = xp1|X(t1) = x1, X(t2) = x2,..., X(tn) = x4) =
=P (X(tns1) = xp11| X (tn) = xn) -
Posmatramo za {1 < t; i x1,X, € Rx verovatnoce prelaza
p(ty, b, x1,%2) =
P(X(t2) = 22| X(t1) = x1) .

Procese kod kojih verovatnoca p(t,tp,x1,x2) ne zavisi od #; i t, ve¢ samo od
njihove razlike t, — t;:

P(X(ty) = x2|X(t1) = x1) = p(ta — t1,x1,%2)

nazivamo homogenim. Ubuduce posmatramo homogene, diskretno vredne, Mar-
kovljeve procese.

79
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Bez gubitka opstosti, uzimamo da je skup stanja Rx = {0,1,2,...}.
Oznacavamo za t € [0,+0)

pij(t) = P(X(s + 1) = j|X(s) = ),

Vrednost p;;(t) tumacimo kao verovatno¢u da sistem za vreme f prede iz stanja
i u stanje j. Zbog homogenosti, ta verovatnoca je ista sve s. Matrica

poo(t) poi(t) poalt)

pro(t) pra(t) pra(t)
P(E) = 1 pao(t) pai(t) paalt)

se naziva matrica verovatnoca prelaza.
Lako je videti da je P(0) =1.
Raspodela verovatnoce u momentu ¢ je:

(0 1 2
X(t)'(}?o(t) p(t) palt) )

gde je px(t) = P(X(t) = k), za poznate vrednosti p;(0),k =0,1,.... Verovatnosni
vektor p(t) = (po(t),p1(t),...) nazivamo vektor stanja.

3.1.1 Jednaéine Cepmen—Kolmogorov
Vs,t >0P(s+t)=P(s)P(t), p(s+t)=p(s)P(t).

3.1.2 Brzine prelaza
pij(t) — pij(0)

Defini$emo brzine prelaza A;; = lim =p}:(0).
t—04 t ]
Moo Aog Aop
, Mo Mg Ay e _ , )
Matricu A = Ao A1 Agp .- | MAzivamo matrica brzina prelaza.

Lako se vidi da su elementi matrice A na dijagonali nepozitivni, a van dija-
gonale nenegativni.

Zato $to je P(t) verovatnosna matrica (svi elementi su nenegativni brojevi i
zbir po vrstama je 1), zbir elemenata po vrstama matrice A je 0.

3.1.3 Diferencijalne jednaéine Cepmen—Kolmogorov
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Pt =pt)-A.
Oznaka za izvod vektora ili matrice p’(t) podrazumeva da se prvi izvod uzi-
ma po svim komponentama. Dobija se sistem dif. jed.

3.1.4 Procesi radanja i umiranja

Za Markovljev, homogen, diskretno vredan slucajni proces ¢ija matrica brzi-
na prelaza je oblika

“ Ao Ao 0 0
i — (A +p) M 0 -
A=10 H2 —(A2+p2) A |y

gdesuAg>0,A1>0,..., 41 >0, up >0, ..., kaZzemo da je proces radanja i
umiranja.

Za ovakve procese sa X(t) obelezavamo veli¢inu populacije u momentu ¢. U
pitanju mogu biti bioloske populacije, klijenti u sistemu opsluzivanja, kvarovi u
nekom mehanizmu,. ..

Velitine A; se tumace kao brzine radanja jedne jedinke za populaciju ¢ija
velicina je j. Brojevi y; se tumace kao brzine umiranja jedne jedinke u populaciji
velic¢ine j.

Ergodicnost
KaZemo da je proces radanja i umiranja ergodic¢an ako
. v N
Vj € Rx, Ip;, Vi€ Ry, tli)n;op,//(t) pj-

Ergodicni procesi posle dugog vremena (¢ — c0) ,zaboravljaju” iz kog stanja
su krenuli, vidimo po tome $to je vrednost limesa ista za sve i.
Posledica ergodic¢nosti je da i vektori stanja teze ka ergodi¢nim verovatnoca-
ma p*:
. . . o
Vj € Rx,3pj, Vi€ RX,}LI?Opj(t) =p;.

Ako se na diferencijalnu jedna¢inu Cepmen-Kolmogorov za ergodican proces
radanja i umiranja primeni grani¢ni proces sa t — co, ona prelazi u algebarski
sistem jednacina

P =pt)-a /(Jim)

t—o00
0=p" A, gdejep* = (p,pi---)
Taj sistem jednacina glasi:
0= ppy — Aopy,

0= pap5 — (A1 + p1)py + Aopgs
0=pu3p3 — (A2 + p2)ps + A1pi,
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Iz prve jednactine izrazimo p] preko pg: p; = %pg i to ubacimo u drugu jedna-

¢inu: 0 = pop; — (A + ]41)%;75 + Aopg-
AoAy
Hip2 Po-
Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo
S | _
Pr = ;lk T PE1 = T K Por k=12,
Za ergodicne verovatnoce treba da vazi: pj + pj + --- = 1. Dobijene relacije

ubacimo u ovu jednakost i dobijamo

Zatim izrazimo p; preko pj: p; =

1 H1p2

50

Ocigledno je da je proces radanja i umiranja ergoditan samo ako je sy < oo,
odnosno, ako suma u zagradi konvergira. Tada je p; = 1/sp, a ostale ergodicne
verovatnoce se dobijaju iz relacija:

* /\0 * Ao * *_)\0)\1)\2 *

p1= 1 —Po,Ps = mpo/l’s = T 0

Poasonov slucajni proces

Proces radanja i umiranja cija je matrica brzina prelaza

-A A 0 0
o -A A 0 --
A=1|0 0 —A A ---| zaA>0,

zovemo Poasonov slucajni proces.
Ako se ovaj proces inicijalizuje iz stanja 0, sistem diferencijalnih jednacina
Cepmen-Kolmogorov:

polt) = = Apo(t), po(0) =1,

p1(t) = Apo(t) — Apa(t), p1(0) =0,

pa(t) = Api(t) = Apa(t), p2(0) =0,
daje resenje py(t) = (%)k M k=0,1,2,.

Broj jedinki u momentu ¢ ima Poasonovu raspodelu X(t): P(At).

Ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢ je E(X(¢)) = At.

Ako se proces inicijalizuje iz stanja n > 0 jedinki, verovatnoce su iste, samo
,pomerene” za n:

o =pua(t) =0,

Tada je ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢: E(X(t)) = n + At.
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Linearni proces Cistog radanja

Ako su brzine umiranja nula: y; =0, k=1,2,..., a brzine radanja proporcio-
nalne veli¢ini populacije: A, = A -k, za A > 0, dobijamo linearni proces ¢istog
radanja.

Ovaj proces nema smisla inicijalizovati iz populacije velic¢ine 0, zato uzima-
mo da je pocetna veli¢ina populacije 1.

o0 0 0 0
0 -A A 0 0

A—]0 0 —24 22 o0 A0,
0

0 0 =34 3A

Veli¢inu A zovemo natalitet.
Sistem diferencijalnih jednac¢ina Cepmen-Kolmogorov:

p(/)(t) = 0, PO(O) =0,
py(t) = — Api(t), p1(0) =1,
pa(t) = Api(t) —2Apa(t), p2(0) =0,
p3(t) =2Apa(t) — 3Aps(t), p3(0) =0,.

k-1
daje resenje pi(t) = (1 - e_)‘t) e M, k=0,1,2,... Broj jedinki u momentu ¢

ima Geometrijsku raspodelu: X(t) : G(e™ ).
Otekivana veli¢ina populacije u momentu t je E(X(t)) = M.
Ako se ovaj proces inicijalizuje iz stanja od n jedinki, posmatramo ga kao n
nezavisnih procesa inicijalizovanih iz stanja 1 jedinke.

Tada je o¢ekivano stanje sistema E(X(t)) = ne'.

Linearni proces ¢istog umiranja

Ako su brzine radanja nula: A, =0, k=0,1,..., a brzine umiranja proporcio-
nalne veli¢ini populacije: iy = y - k, za u > 0, dobijamo linearni proces ¢istog
umiranja.

Ovaj proces inicijalizujemo iz populacije veli¢ine n. Nema radanja, zato nas
interesuje samo konacna matrica brzina prelaza: sa stanjima od 0 do n:

o0 0 0 -- 0 0
gy o—u 0 0 -~ 0 0

0 0 , u>0.
0 0 0 0 - nu —npu

Veli¢inu y zovemo mortalitet.
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Sistem diferencijalnih jedna¢ina Cepmen-Kolmogorov:

o) = upi(t), po(0)
(1) = 2upa(t) —up1(t), p1(0) =

po_1(t) = nupa(t) — (n—=Dppy1(t), pp-1(0)=
pat) = — nppa(t), pn(0) = 1.

Resavanje sistema nam daje
n _up\n—k o ik
pr(t) = <k> (1 —e yt)” (8 Ht) )

Slu¢ajna promenljive X(t) ima Binomnu raspodelu B3 (1n,e~#').
Ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢ je E(X(t)) = ne #.
Zadatak
Linearni Markovljev proces Cistog radanja sa natalitetom A = 2 inicijalizovan
je iz stanja jedne jedinke.
Izracunati verovatno¢u da populacija bude vec¢a od 3 posle jednog sata.
Kolika je ocekivana veli¢ina populacije posle jednog sata?
ResSenje

Koristimo formule za linearni proces Cistog radanja. Imamo A =2, { = 1.
Uvodimo smenu

p=eM=¢21=0135335 g=1—p=0.864665.
TraZena verovatnoca je
P(X(1)>3)=1-P(X(1) <3) =1~ (po(1) + p1(1) + p2(1) + p3(1)) =1 = (0+p+qp+q°p)
=1—p(1+g+4%) =1—0.135335(1 + 0.864665 + 0.864665%) = 0.6465

Otekivana veli¢ina populacije je e} = ¢? = 7.3891.

Zadatak

Resiti prethodni zadatak ako je u pitanju Poasonov proces sa A = 2.

Resenje
Koristimo formule za pomereni Poasonov proces. TraZzena verovatnoca je

P(X(1)>3) =1-P(X(1) <3) =1— (po(1) + p1(1) + p2(1) + p3(1))
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(A)?
> )

2
=1—(0+e M4 Ate™ + %e*“) =1—eM1+At+

2

=1-0.135335(1 + 2 + 27) =0.3233

Ocekivana veli¢ina populacije kroz 1 sat je

E(X(1))=1+At=1+2-1=3

3.1.5 Sistemi masovnog opsluzivanja M|M|r|k|FIFO

T~

Posmatramo sisteme masovnog opsluzivanja sa r pribora za opsluzivanje i
maksimalnom duzinom reda k. Klijenti pristizu u sistem sa vremenom izmedu
dva pristizanja rasporedenom po eksponencijalnoj raspodeli £(A), nezavisno.
Ako su svi pribori za opsluzivanje zauzeti, klijenti ¢ekaju u zajednickom redu po
redosledu pristizanja (FIFO = First In First Out). Postoje i druge discipline reda,
ako je disciplina izostavljena, podrazumeva se FIFO.

Ako je k = o0, onda se u Kendalovoj notaciji ne pise. Tako bi M|M|2 bila
oznaka za sistem masovnog opsluzivanja sa dva pribora za opsluzivanje i bes-
konac¢nim redom za cekanje.

Vreme opsluzivanja na svakom priboru je nezavisno od klijenta do klijenta i
ima eksponencijalnu raspodelu £(u).

Proces pristizanja klijenata u sistem je Poasonov sa parametrom A, a opslu-
zivanje klijenata na jednom priboru (kad nema ¢ekanja na pristizanje klijenta)
je Poasonov proces sa parametrom j.

Ako Klijente sistema posmatramo kao jedinke populacije, onda je ovo primer
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procesa radanja i umiranja ¢ija matrica brzina prelaza je

[—A A 0 0 --- 0 0 0 0
o —(A+p) A 0 -~ 0 0 0 0
0 2u —(A42u) A - 0 0 0 0
A= : : P : : :
0 0 0 0 - ru —(A+rp) A 0
0 0 0 0 0 ru —(A+ru) A

a sisteme masovnog opsluzivanja ¢emo izracunavati ergodi¢ne verovatnoce i
Z t 1 t d t
posmatrati stanje sistema posle dovoljno dugog vremena. Racunamo

A /\2 A Ar-i—l Ar+2

—14+24+ 2 4.2
=1+ i * W2 + i’ * rripr+l + r2ripr+2 *

Ova suma konvergira ako je A < ry, u tom sluaju je proces ergodican, inace se
proces zagusuje i kako t — oo, broj klijenata u sistemu tezi beskonac¢nosti.
Imamo pg = %, a ostale verovatnoc¢e dobijamo:

P = ﬁp;_l, k=12,...r; pi= %p;_l, k=r+1,r+2,...

Ako je maksimalna duZina reda konac¢na, onda je skup mogucih stanja ko-
nacan. Onda klijenti koji dodu u sistem kad su sva mesta na priborima i u redu
za Cekanje zauzeta, dobijaju otkaz. U tom slucaju matrica A ne ide do besko-
nacnosti, ve¢ su Ay = Apy1 =--- =01 ppy1 = pgyo = --- = 0. Tada suma sg ima
kona¢no mnogo nenula sabiraka, odnosno, konvergira.

DefiniSemo propusnu mo¢ sistema kao verovatnocu da klijent moze uci u
sistem: 1 — py ;.

Smatramo da posle dugog vremenskog perioda t dolazi do stabilizacije siste-
ma i da sistem dobija raspodelu

X (o )

Ocekivani broj klijenata u sistemu, L, se racuna posle dugog vremenskog
perioda kao oc¢ekivanje slu¢ajne promenljive X(c0):

3

L=E(X(c0)) =Y kpj.
k=1

Moze se naci i o¢ekivani broj klijenata u redu za cekanje kao:
o0
_ *
L‘? - Z kprJrk'
k=1

Ako se sa A oznati efektivna brzina ulazaka klijenata u sistem, onda

}\_{ k=oco: A
T k<o YR kM= (1-pr o)A
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Littleove formule daju W, ocekivano vreme koje klijent provede u sistemu;
Wj, ocekivano vreme koje klijent provede Cekajuci, koriste¢i A i L:

L L,
W:K, quj, W:W0+Wq,
gdeje W, = % ocekivano vreme opsluZzivanja.

Zadatak

Banka ima dva Saltera. Svaki Salter opsluzuje klijente, nezavisno, sa vreme-
nom opsluzivanja koje ima eksponencijalu raspodelu, sa prosetnim trajanjen
1min.

Korisnici pristizu u banku po Poasonovoj raspodeli (vreme izmedu dva pri-
stizanja ima nezavisnu eksponencijalnu raspodelu), prose¢no 100 klijenata na
sat.

IzraCunati

a) verovatnocu da u banci ima viSe od tri klijenta.
b) verovatno¢u da je prvi salter slobodan.

¢) prosecan broj klijenata u banci.

d) prosecan broj klijenata u redu za ¢ekanje.

e) prosecan broj zauzetih Saltera.

f) prosecno vreme koje klijent provede u banci.

g) prosecno vreme koje klijent provede u redu.

Resenje

Ovo je sistem masovnog opsluZivanja M|M|2 sa A = 100k~ ! i % = lmin =
61—011, odnosno, y = 60n1.

Sistem je ergodican jer je A =100 < 2 = 120.

Sav rac¢un obavljamo za stacionarno stanje. Izracunajmo ergodicne verovat-

noce.
A2 A3 A4

A
so=1+=4 5+ 5=+ —a7g+-
I 2‘1/[2 22ﬂ3 23}14
_14 2 1+M(A)2+<A)3+...
Iz 2u 2u 2u
=1+§ LI

A
Hi-4;
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Ergodicne verovatnoce su:

1, A 5 A, 25, A, 125

Pozﬁ/m:ﬁ??o:@fPzzgpl—@/%—ﬂl’z:@r
Odnosno, slucajna promenljiva X (oo) ima raspodelu
0 1 2 3
X(OO)i( 15 5 s >

198 1188

Opsta formula je

* 1 * 5 * * A 1 5 5 1
Po—ll,P1—33rPk—P1(2y) _33(6) k=23,...

a) py+pst--=1-(po+pi+pt+ps)=
1 5 25 125 625
=1- ( HECRISTT R 1188) = T1gg 0261
b) Prvi salter je slobodan ako nikog nema u sistemu ili je samo jedan klijent
na drugom Salteru:

* + 1 l + i 1
Pt =11 56
Rezultat moZemo tumaciti da je na Sest sati prvi Salter slobodan oko jedan
sat.
O L= ka ka ( )kl P 5% 0055
= k= 1 = = =7 =0
2u (1— ﬁ)z (1-5/6)2 11
2
A\ Pl( y) AN? 125
L,=Y)Y k k ——t—=|_—] L= =3.787
d) Ly 2Pk+2 2?1( ) (17%)2 (2;1) = =3.7879
e) Prvi nacin: Posmatramo slu¢ajnu promenljivu S = broj klijenata na Salte-
rima.
. . 0 1 2
Njena raspodela je: S : ( )
jena raspoceial) Py opi opatps

Prosectan broj zauzetih $altera je jednak ocekivanju slucajne promenljive
S.

Ls=E(S)=0-po+1-p1+2(pp+p3+ps+--)=

5 1 5 5
- — = — = 1.6667
~ 33 2 ( 11 33) 3 666

s _ 60 125 5
Druginacin: Ls + Ly=L = Ly=L—Lg= 11 33 —3° 1.6667

f) Maksimalna duZina reda je oo, zato A = A.
L 60

= 3 .
=11 _ %h = 3minl6.36sec

Littlel: W = =100
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L, & 5
g) Prvinatin (Little2): W, = 7'1 = % = @h = 2minl6.36sec

Drugi nacin, koristeéi otekivano vreme opsluzivanja:
) 1 .
W, = 1min = %0 = (Little3) : Wp + Wy =W =

3 1 5 .
= W, =W-W, = %h - @h = 13—2}1 = 2minl6.36sec
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