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ako oCuvava ugao medu krivama koje prolaze kroz tacku z.
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@ Preslikavanje w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) koje oblast D C C
preslikava u oblast G C C je konformno u tacki zy = xg + iyp
ako oCuvava ugao medu krivama koje prolaze kroz tacku z.

@ Ako se funkcijom f tacka xg + iyg preslikava u ug + ivg i ako
se krive C1 i G koje se seku u xg + iyp preslikavaju u C; i C}
respektivno (Cj i C} se seku u ug + ivp), i ako je f konformno
preslikavanje, tada je ugao izmedu krivih C] i C} jednak (po
veli¢ini i orijentaciji) uglu izmedu krivih C; i G,.

@ KaZemo da je preslikavanje f konformno na oblasti D C C
ako je f konformno u svakoj tacki zg € D.
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Teorema

Ako je f analiti¢ka funkcija i f'(z) # 0 za svako z iz oblasti D, tada
Jje w = f(z) konformno na D.

Dokaz: Neka je z=x+ iy i w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y), i neka
kriva C ima parametarsku jedna&inu z(t) = x(t) + iy(t), tada C’
w(t) = u(t) + iv(t). Ako tangenta u tatki zp na krivu C zaklapa
sa pozitivnim delom realne ose ugao 6y, onda ée tangenta u tacki
wo = f(z0) na krivu C’' = f(C) zaklapati ugao @g = 0y + argf’(zp).
dz dw

F g je vektor tangente u zy na C, odnosno u wg na
z=2z w=wp

Cjer %o = dv . dz _ £/(7)d2 /(7)) # 0, te je
dw
dt |,
tj. @o = 0o + argf’(zo).

U slu¢aju f'(z9) = 0, argf’(zp) nije definisan.

Rotacija za isti ugao o = argf’(zp), otuvava ugao izmedu krivih. O

= f’(zo)ﬁ‘ i argﬁ‘ = argf’(z0) + argZ ,
=wp z=2zy w=wp z=2zy
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1. Linearna funkcija w =az+ b, ac C\ {0}, b C
Neka je a = |a|e'®. Preslikavanje w = az + b je kompozicija tri
preslikavanja:
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Neki primeri konformnih preslikavanja

1. Linearna funkcija w = az+ b, a€ C\ {0}, b€ C
Neka je a = |a|e'®. Preslikavanje w = az + b je kompozicija tri
preslikavanja:

® w; = e/“z, rotacija za ugao «,

® wp = |ajwy, homotetija sa faktorom |a],

@ w = wy + b, translacija za vektor b.

Oblik figure ostaje oCuvan, pri homotetiji se menja veli¢ina figure,
ako je |a| < 1, smanjuje se, a za |a|] > 1, povecava se.
Zaa=1,z= 1Tba i z = oo su fiksne tacke linearnog preslikavanja
w=az+b.
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Trougao AABC, A=0, B=2, C =1+ preslikati sa
Dwi =z + (1 — i) (translacija za vektor 1 — i),
2)wy = e2 'z (rotacija za ugao %),

3)ws = z (homotetija sa faktorom % ),
4)w4:§z+1—i.
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w1 =z + (1 — i), translacija
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wy = Iz = e2'z, rotacija
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= % homotetija

8 /17



Konformna preslikavanja

T
e2'z

2

+ (1 — 1), linearno preslikavanje

w4:§z+1—i:
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2. Inverzija w =1
V4
@ Tacka z = re'? preslikava se u w = %e_’@.

@ Skup tacaka izvan jedni¢nog kruga {z € C||z| > 1}
preslikava se u unutrasnjost jedini¢nog kruga
{w € C||w| < 1} i obrnuto.

@ KruZnica {z € C||z| = 1} se preslikava u kruZnicu
{weC||w| =1}.
@ Talke 1 i —1 su fiksne tacke, co se preslikava u 0, a 0 u oco.

@ Prava je kruZnica sa beskona&nim radijusom.
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2. Inverzija w =1
V4

@ Tatka z = re¥ preslikava se u w = %e_"@.
@ Skup tataka izvan jedni¢nog kruga {z € C||z| > 1}
preslikava se u unutrasnjost jedini¢nog kruga
{w € C||w| < 1} i obrnuto.
@ KruZnica {z € C||z| = 1} se preslikava u kruZnicu
{weC||w| =1}.
@ Talke 1 i —1 su fiksne tacke, co se preslikava u 0, a 0 u oco.
@ Prava je kruZnica sa beskona&nim radijusom.
Opsti oblik jednatine kruznice: |z—a|=r,a€ C, r > 0.
Transformacijom dobijamo (z — a)(z — a) = 2, tj.
7zZ —az —az + |a]> — r? = 0, odnosno
Azz+az+az+B =0, A BeR, aeC,
glejea=—-3A A=-2 A=-2iB=A(a - r?).

3’
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Jednadina AzZ + az + az + B = 0 predstavlja kruznicu ili pravu
u zavisnosti od A, B i a.
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Jednadina AzZ + az + az + B = 0 predstavlja kruznicu ili pravu
u zavisnosti od A, B i a.

® ZaA#0iaa— AB > 0 to je kruZnica sa centrom u a i
polupre¢nikom r > 0,

@ B A%a]> - AB . Va2 — AB

= — — 2: 2— =
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@ Ako je A=0, az+az+ B =0 je prava px+ qy +s =0, gde

e p — _ _B
jep=Rea, g=—-Ima, s= 3.
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Jednadina AzZ + az + az + B = 0 predstavlja kruznicu ili pravu
u zavisnosti od A, B i a.

® ZaA#0iaa— AB > 0 to je kruZnica sa centrom u a i
polupre¢nikom r > 0,

a= 2 pojp B Al —AB VP —AB
A’ A A2 5 |A|

@ Ako je A=0, az+az+ B =0 je prava px+ qy +s =0, gde
jep=Rea, g=—-Ima, s= %.

@ Dakle, jednatina AzZ + az + az + B = 0 predstavlja
1) A#0, B # 0, kruznicu koja ne sadrzi 0,
2) A#0, B =0, kruznicu koja sadrzi 0,
3) A=0, B #0, pravu koja ne sadr?i 0,

4) A=0, B=0, pravu koja sadrzi 0.
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Jednatina Azz + az +az + B = 0 se uvodenjem w = %
transformise u A

Z42 + +B=0, t.

ww W

wa+aw+aw+A:O.

Primer

Preslikati inverzijom w = f(z) = % oblasti Gy = {z € C||z| < 1} i
G ={zeC|lz—-1] <1}

Resenje:

zZl=1¢22=1+2z2-1=0¢ = =1<1-wo =0+

lw| = 1. Dakle, f(G1) = {w € C||w| > 1}.
z—1=14(z-1)(z-1)=1v2Z2—2z-Z=01-w—-w=
0 ¢52 =1 & Rew = 3. Dakle, f(G;) = {w € C|Rew > 1}.
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3. Bilinearno preslikavanje w = i;idb a,b,c,d €C, ad — bc #0,
c#0

@ Bilinearno preslikavanje obostrano jednoznaéno i konformno

preslikava C na C.
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3. Bilinearno preslikavanje w = C;d, a,b,c,d € C, ad — bc # 0,
c#0
@ Bilinearno preslikavanje obostrano jednoznaéno i konformno
preslikava C na C.

@ Svaka analiti¢ka funkcija koja obostrano jednoznacno i
konformno slika C na C je bilinearno preslikavanje.

@ Bilinearno preslikavanje mozemo razloZiti na tri preslikavanja:
1) w1 = ¢z + d, linearno preslikavanje,
2) wp = w_l’ inverzija,
yw=2+ be— adwz, linearno preslikavanje.
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3. Bilinearno preslikavanje w = 2+2 a4 b,c,d € C, ad — bc # 0,
c#0

cz+d’

Bilinearno preslikavanje obostrano jednozna¢no i konformno
preslikava C na C.

Svaka analiti¢ka funkcija koja obostrano jednozna&no i
konformno slika C na C je bilinearno preslikavanje.
Bilinearno preslikavanje moZemo razloZiti na tri preslikavanja:
1) w1 = ¢z + d, linearno preslikavanje,

2) wp = inverzija,

yw=2+ be— adwz, linearno preslikavanje.

w_l’

B|I|nearn|m preslikavanjem kruZnice se preslikavaju u kruZnice
(prava je kruznica sa beskona¢nim radijusom).
Fiksne tatke (preslikavaju se u same sebe) zadovoljavaju

R X __ az+b
Jednalinu z = 2.
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Primer

Bilinearnim preslikavanjem w = f(z) = £ = 1+ % preslikati
oblast G = {z € C||z| <1, Imz > 0}.

Resenje:

1) wy = z — 1 (translacija za -1),

2wy = wll (inverzija),

3) w3 = 2wy (homotetija sa faktorom 2),

4) w =1+ w3 (translacija za 1).

Dakle, f(G) = {w € C|Rew <0, Imw < 0}.
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4. Eksponencijalno preslikavanje w = €*

Oblast u z-ravni u obliku beskona&ne horizontalne pruge Sirine 27,
tj. skup {z € Cla<Imz < a+ 2}, a € R, preslikava se u celu
w-ravan bez 0. Npr. {z € C|0 <Imz < 27}, gde je z = x + iy,
—00 < x < 00, 0 <y < 2m, se preslikavanjem w = €% = eXe¥
slika na C\ {0}, jer je 0 < arg(w) <27 i 0 < |w| < +o0.
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4. Eksponencijalno preslikavanje w = €*
Oblast u z-ravni u obliku beskona&ne horizontalne pruge Sirine 27,
tj. skup {z € Cla<Imz < a+ 2}, a € R, preslikava se u celu
w-ravan bez 0. Npr. {z € C|0 <Imz < 27}, gde je z = x + iy,
—00 < x < 00, 0 <y < 2m, se preslikavanjem w = €% = eXe¥
slika na C\ {0}, jer je 0 < arg(w) <27 i 0 < |w| < +o0.
@ Preslikavanje Zukovskog w = % (z + %) z # 0, konformno je
u svim tatkama, osim z =11 z = —1. Ekvivalentni oblici su
1) &1 = (2‘1)2,
w+1 z+1
2)z=w+Vw? -1,

3) Rew =1 (|z| + |71\) cosp, Imw = 3 (|z| - ﬁ) sinp,
o = arg (2).
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4. Eksponencijalno preslikavanje w = €*

Oblast u z-ravni u obliku beskona&ne horizontalne pruge Sirine 27,
tj. skup {z € Cla<Imz < a+ 2}, a € R, preslikava se u celu
w-ravan bez 0. Npr. {z € C|0 <Imz < 27}, gde je z = x + iy,
—00 < x < 00, 0 <y < 2m, se preslikavanjem w = €% = eXe¥
slika na C\ {0}, jer je 0 < arg(w) <27 i 0 < |w| < +o0.

@ Preslikavanje Zukovskog w = % (z + %) z # 0, konformno je
u svim tatkama, osim z =11 z = —1. Ekvivalentni oblici su
1) &1 = (2‘1)2,

wtl z+1
2) 2= w+ Vi 1,
3) Rew = (|z| + |Z‘) cosp, Imw = % (|z| E ‘) sin o,
p = arg (z)

@ | spoljasnjost i unutrasdnjost jedini¢ne kruZnice preslikavanjem
Zukovskog slikaju se u celu w-ravan iz koje je izbatena du
Imw =0, —1 < Rew < 1, u koju se preslikava jedini¢na
kruZnica |z| = 1.
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Primer

Funkcijom w = f(z) = e preslikati oblast
G={ze€C||lz—2i|<1,Imz > 2 Rez > 0}.

Resenje:

wi =2z—-2i ({w1 €C||wi1| <1, Imw; >0, Rew; > 0}),
2wy = (w1)? ({w2 € Cllwz| < 1,0 < argwyp < 7}),
uws=wr+1 ({ws €Cl|ws —1] <1, Imws >0, Rews > 0}),
4) wy = w% ({ws € C| Imws < 0, Rews > 3}),

5) ws = iws ({ws € C| Imws > 1, Rews > 0}),

6) we = mws ({ws € C| Imwg > 7, Rews > 0}),

7)w=e" (f(G) ={we C| |w| >1}).
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G={zeC||z—-2i|<1,Imz>2 Rez > 0},
f(G)={weC| |w >1}
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