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Brojni redovi

Brojni nizovi (ponavljanje)

@ Rastojanje izmedu x, y € R, je dato sa d(x,y) = [x — y|, gde
| - | oznagava apsolutnu vrednost. Rastojanje izmedu z, w € C
sa d(z,w) = |z — w|, gde | - | oznatava modul.
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@ Brojni niz {a,} je Kosijev ako za svako € > 0 postoji n € N
tako da za sve p € N i sve k € N vazi
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postoji podniz {ap, } niza {a,} takav da je nIL[r;O ap, = b.
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@ Broj b € R je tatka nagomilavanja (TN) niza {a,} C R ako se
u svakoj e-okolini broja b (u svakom intervalu (b — €, b+ ¢€))
nalazi beskona&no mnogo elemenata niza {a,}, odnosno ako
postoji podniz {ap, } niza {a,} takav da je nIL[r;O ap, = b.

@ Najvecu TN niza {a,} C R oznatavamo sa limsupa, = M, a
n—o0

najmanju TN niza {a,} C R oznatavamo sa liminf a, = m.
n—o0

@ Za svaki niz {a,} CRvazim,M R ili m,M € {£oo}.
o Ako je m= I|m mfa,, = limsupa, = M € R, tada je niz {a,}

n—o0

konvergentan.

Ako jea, = (—1)" (1 + = ) n € N, tada je mf an= —2,supa, =
neN

aliminfa, =—1, limsupa, = 1.
N=rco n—00
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Brojni redovi

@ Brojni red u skupu R je uredeni par ({an}, {sk}) dva niza,
an € R, sy € R, n, k € N za koje vaZi
k
S = Z an, Sk+1 = Sk + ak+1, keN.

n=1
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@ Brojni red u skupu R je uredeni par ({an}, {sk}) dva niza,
an € R, sy € R, n, k € N za koje vaZi
k
S = Z an, Sk+1 = Sk + ak+1, keN.

n=1

@ Broj a, je (n-ti) ¢lan reda, a broj si je (k-ta) parcijalna suma

reda. Brojni red oznatavamo sa Y a,ili > a,iliag+ax+...
n
@ Analogno se definige brojni red u C.

@ Brojni red Y a, je konvergentan ili sumabilan ako je niz {s,}
konvergentan. Suma (zbir) reda je gr. vrednost niza {s,}, tj.

lim s, =se€R(seC),
n—oo

00 k
i zapisuje se s = Y ap <: lim > a,,).

n=1 k—00 p=1
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@ Za red koji nije konvergentan kaZemo da je divergentan.
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n=0 n=p
odgovarajuce parcijalne sume sa
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Sk = Y. ap, odnosno s, = > ap.
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e’} p 0
s:Za,,:Za,,—i- Z an = sp+ Rp.
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Brojni redovi

@ Za red koji nije konvergentan kaZemo da je divergentan.

@ Brojni red se Cesto oznatavaisa ) apili > an, a

n=0 n=p
odgovarajuce parcijalne sume sa
k—1 k+p—1
Sk = Y. ap, odnosno s, = > ap.
n=0 n=p
°
(%) p [e'e)
s:Za,,:Za,,—i— Z an = sp+ Rp.
n=1 n=1 n=p+1
o0
@ R, = > a,naziva se (p-ti) ostatak reda i vaZi
n=p+1
lim R, =0 akko lim s, =s.
p—o0 p—o0



Primer

a) Geometrijski red sa &lanovima a, = % n € NU {0}, je konver-

o
gentan i njegova suma je 1 + % IF 2% +-=> % = 2, jer je kon-
n=0

o
vergentan niz njegovih parcijalnih suma, s = lim sx =2 =) 2—1n,
k—o00

. n=0
gde je
k—1 k—1 1
1 1'—57 1
sk—Zan: 7:1_l:2<1_?>’k6N
n=0 n=0 2
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Primer

a) Geometrijski red sa &lanovima a, = % n € NU {0}, je konver-

o
gentan i njegova suma je 1 + % IF 2% +-=> % = 2, jer je kon-
n=0
o
vergentan niz njegovih parcijalnih suma, s = lim sx =2 =) 2—1n,
k—o0 n=0
gde je
k—1 k—1 1
1 1- ok 1
sk—Zan: 7:1_122 1—2k , keN
n=0 n=0 2
b)
o
Zz":—, |z| <1, zeC
1—
n=0




Teorema

(Kosijev kriterijum konvergencije) Brojni red _ a, je konvergentan
ako i samo ako za svako € > 0 postoji kg € N tako da sve p € N |

sve k € N vazi
k+p

k>k = | Y ap <e
n=k+1




Teorema

(Kosijev kriterijum konvergencije) Brojni red _ a, je konvergentan
ako i samo ako za svako € > 0 postoji kg € N tako da sve p € N |

sve k € N vazi
k+p

>

n=k+1

k > h) = < €.

Dokaz: Brojni red ) a, je konvergentan akko je niz njegovih
parcijalnih suma {s,} Kosijev, tj. akko za svako ¢ > 0 postoji
ko € N tako da za sve p € N i sve k € N vazi

k> ko = |Sktp—Sk| <e.

Kako je |skip — Sk| = = lakg1 + -+ akppl =

k+p k
Y. an— Y an
n=1 =

n=1

k+p
> an| < €, time je teorema dokazana. [J
n=k+1




Posledica

(Potreban uslov za konvergenciju) Ako je brojni red _ a, konver-

gentan, tada lim a, = 0.
n—o0
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Posledica

(Potreban uslov za konvergenciju) Ako je brojni red _ a, konver-

gentan, tada lim a, = 0.
n—o0

Dokaz: Ako je red > a, konvergentan, tada za svako € > 0 postoji
ko € N tako da za sve k € Niza p=1 vazi

k > ko = ‘Sk+1 — Sk‘ = |ak+1 — 0‘ < €.

Dakle, lim a,=0. O
n—o0

an A0, n—>o0o0 = red Z a, divergira.

8/ 36



Primer
Red Z% Jje harmonijski red, a, = + — 0, n — oo, ali Z% Je
divergentan. Kako je n-ta parcijalna suma

n

|

S,,:Z%:1+%+---+%,zak:pdobijamo
k=1
1 1 1
|Sk+p — Skl k—_|_1+k—_|_2+"‘+m
1 1 1
= ‘m+m+“'+m
1 1 1 k 1
+ - _ =

Kk Tkok T krk Tk 2

te na osnovu Kosijevog kriterijuma konvergencije, uzimajuci npr.
€= %, sledi da red divergira.

o

9 /36



Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

Brojni red > a,, a, € R je red sa pozitivnim €lanovima ako je
an,>0,zasve neN.
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Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

Brojni red > a,, a, € R je red sa pozitivnim €lanovima ako je
an,>0,zasve neN.

Teorema

Red > a, sa pozitivnim &lanovima konvergira akko je niz {s,} nje-
govih parcijalnih suma ogranicen sa gornje strane.

k
Dokaz: Kako je sx = > a, >0, jerjea, >0, i
n=1
Sk+1 > Sk + ak+1 > 0, zasve k € N, tj. sg41 > sk > 0, za sve

k € N, niz {sp} je monotono neopadajudi, te je on konvergentan
akko je ograniten sa gornje strane. [J

10 / 36



Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

| Uporedni kriterijum

1) Neka su > an i Y by redovi sa pozitivnim &lanovima i neka
postoji ng € N tako da je a, < b, za sve n > ng. Tada iz
konvergencije reda ) b, sledi konvergencija reda ) a,, a iz
divergencije reda ) a, sledi divergencija reda ) by,.
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Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

| Uporedni kriterijum

1) Neka su > an i Y by redovi sa pozitivnim &lanovima i neka
postoji ng € N tako da je a, < b, za sve n > ng. Tada iz
konvergencije reda ) b, sledi konvergencija reda ) a,, a iz
divergencije reda ) a, sledi divergencija reda ) by,.

2) Neka su Y a, i ) b, redovi sa pozitivnim &lanovima i neka je
lim Z—Z =\ AN#£0, A # oo (ap ~ Ab,, n — 00), tada redovi ) a,

n—oo
i > b, istovremeno konvergiraju ili divergiraju (ekvikonvergentni

su).

1+vnd

[&.°]
Red > v/ divergira na osnovu UK 2) jer a, = i % = by,
n=1

o0
n — oo, a harmonijski red % Je divergentan.
n=1

11 / 36




Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

[l Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Neka je Y a, red sa pozitivnim &lanovima. Ako postoji
np € Nigqge(0,1) tako da za sve n > ng vazi y/a, < q < 1,
tada red ) a, konvergira, a ako postoji n; € N tako da za sve
n > ny vaZi y/a, > 1, tada red ) a, divergira.
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Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

[l Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Neka je Y a, red sa pozitivnim &lanovima. Ako postoji
np € Nigqge(0,1) tako da za sve n > ng vazi y/a, < q < 1,
tada red ) a, konvergira, a ako postoji n; € N tako da za sve
n > ny vaZi y/a, > 1, tada red ) a, divergira.

@ Neka postoji n[}n;o\”/a—,, =1
1) Ako je | < 1, tada red ) a, konvergira.
2) Ako je | > 1, tada red ) a, divergira.
3) Ako je | =1, kriterijum ne daje odgovor.

@ Prethodno tvrdenje vaZi ako je umesto grani¢ne vrednosti niza

I = limsup /a,.

n—o0



Primer

Ispitati konvergenciju redova koristeci korenski kriterijum:

)L )Tk oD HG
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Primer

Ispitati konvergenciju redova koristeci korenski kriterijum:

2 —1"
2)TL b)T L o BE
Resenje:
a) Kako je limsup \/7 = 1, korenski kriterijum ne daje odgovor.

n—o0
Ranije je dokazano da harmonijski red divergira.

b) Kako je limsup {/ =5 = 1, korenski kriterijum ne daje odgovor.
n—oo

¢) Kako je limsup {/ 2+( 0 = Tlim {2+ (-1)" =3 < 1, po-
n— 00 n—>oo

slednji red konvergira.

13/ 36



Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

[l Koli¢nitki (Dalamberov) kriterijum

@ Neka je Y a, red sa pozitivnim &lanovima i a, - ap+1 # 0, za
sve n > ng. Ako postoji n; € Ni g € (0,1) tako da za sve
n > ny vazi ag—tl < g <1, tadared > a, konvergira, a ako
postoji np € N i Q > 1, tako da za sve n > ny vaZi
3;_4;1 > @ > 1, tada red > a, divergira.



Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

[l Koli¢nitki (Dalamberov) kriterijum

@ Neka je Y a, red sa pozitivnim &lanovima i a, - ap+1 # 0, za
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3;_4;1 > @ > 1, tada red > a, divergira.
o Neka postoji lim 22 = /.
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1) Ako je I < 1, tada red ) a, konvergira.
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Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

[l Koli¢nitki (Dalamberov) kriterijum

@ Neka je Y a, red sa pozitivnim &lanovima i a, - ap+1 # 0, za
sve n > ng. Ako postoji n; € Ni g € (0,1) tako da za sve
n > ny vazi ag—tl < g <1, tadared > a, konvergira, a ako
postoji np € N i Q > 1, tako da za sve n > ny vaZi
3;_4;1 > @ > 1, tada red > a, divergira.
o Neka postoji lim 22 = /.
n—oo n
1) Ako je I < 1, tada red ) a, konvergira.
2) Ako je | > 1, tada red >_ a, divergira.
3) Ako je | =1, kriterijum ne daje odgovor.

o Neka je m = liminf 22 | M = limsup 222
n—oo AN n— 00 "

1) Ako je M < 1, tada red > a, konvergira.
2) Ako je m > 1, tada red ) a, divergira.
3) Ako je m <1 < M, kriterijum ne daje odgovor.




Primer

Ispitati konvergenciju reda 2+(27;1) koristeCi koli¢ni¢ki kriterijum.



Primer

Ispitati konvergenciju reda M koristeCi koli¢ni¢ki kriterijum.
Resenje: U prethodnom primeru j je pokazano da na osnovu korenskog
kriterijuma dati red konvergira. Kako je

__1\n+1
o _f”g%ﬁ L (D
= — Y 21y Ly 2+ (-1)" 6
_1\n+1
limsup 271 = Jimsu 72“2712 —llimsu 724_(_1)”“ _3
n—>oop ap n—>oop 2"'(27_,71)” 2 n—>oop 2+(—1)" 2

ty. % =m<1l< M= % koli¢nicki kriterijum ne daje odgovor.




Primer

Ispitati konvergenciju reda M koristeCi koli¢ni¢ki kriterijum.
Resenje: U prethodnom primeru j je pokazano da na osnovu korenskog
kriterijuma dati red konvergira. Kako je

__1\n+1
o _f”g%ﬁ L (D
= — Y 21y Ly 2+ (-1)" 6
_1\n+1
limsup 271 = Jimsu 72“2712 —llimsu 724_(_1)”“ _3
n—>oop ap n—>oop 2"'(27_,71)” 2 n—>oop 2+(—1)" 2

ty. % =m<1l< M= % koli¢nicki kriterijum ne daje odgovor.

. . .4
liminf == < liminf /a, < limsup v/a, < lim sup

n—oo  ap n—o0 n—o0 n—oo  dn




Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

IV Kosijev integralni kriterijum
Neka je >~ a, = > f(n) red sa pozitivnim ¢lanovima takav da
funkcija f zadovoljava sledeée uslove

@ postoji ng € N tako da je f definisano za sve x € R, x > ng,

@ f je nenegativna, neprekidna i monotono opadajuéa nad
[ng, 00).

o
Tada red ) a, konvergira akko nesvojstveni integral [ f(x)dx

n=ng

no
konvergira.
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Brojni redovi

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima

IV Kosijev integralni kriterijum
Neka je >~ a, = > f(n) red sa pozitivnim ¢lanovima takav da
funkcija f zadovoljava sledeée uslove

@ postoji ng € N tako da je f definisano za sve x € R, x > ng,
@ f je nenegativna, neprekidna i monotono opadajuc¢a nad

[ng, 00).

o
Tada red ) a, konvergira akko nesvojstveni integral [ f(x)dx
n=ng no
konvergira.

Tvrdenje se dokazuje na osnovu sledeée &injenice

an—l—l iang/fx)dx<2f ian.

n=ng n=ng+1 n=ng n=ng

16 / 36



Primer

o0
Ispitati konvergenciju hiperharmonijskog reda ,,% a € R.

n=1



Primer

|

Ispitati konvergenciju hiperharmonijskog reda ,,% a € R.

. n=1
Resenje:
Zaa<0,a,= n% -+ 0, n — oo, te red divergira.
Zaa>0ia#1je
o0 1 T 1 —a+1 T
=dx = lim [ =zdx= lim %
‘[ X T—)oolf X Tooo @t 1

— | Tt 1
= Jim (S =),
(%) T T
dok je [ % = lim [& = lim |n|x\‘ = lim (InT—Inl).
1 T—o0q T—o0 1 T—o0
Dakle, nesvojstveni integral konvergira za o > 1, a divergira za
o

a < 1, te na osnovu integralnog kriterjjuma ,,% konvergira za
n=1

a > 1, adivergira za a < 1.



Brojni redovi

Alternativni redovi

Brojni red > a, u prostoru realnih brojeva je alternativan
(naizmeni¢an) red ako za svako n € N, az,—1 > 01 az, <0, i pri
tome ima beskona¢no mnogo negativnih ¢lanova i beskona¢no
mnogo pozitivnih ¢lanova, tj. > a, =by — by + b3 —bs + ..., gde
je b, = |ap|, n € N. Koristimo oznake

Z(_l)n-l-lbm Z(_l)n_lbn-

18 / 36



Brojni redovi

Alternativni redovi

Brojni red > a, u prostoru realnih brojeva je alternativan
(naizmeni¢an) red ako za svako n € N, az,—1 > 01 az, <0, i pri
tome ima beskona¢no mnogo negativnih ¢lanova i beskona¢no
mnogo pozitivnih ¢lanova, tj. > a, =by — by + b3 —bs + ..., gde
je b, = |ap|, n € N. Koristimo oznake

Z(_l)n-l-lbm Z(_l)n_lbn-

Teorema

(Lajbnicov kriterijum konvergencije alternativnih redova) Neka je
> an alternativni red u R. Ako je niz {b,} = {|as|} monotono

nerastu¢i i lim b, =0, tada red ) a, konvergira.
n—o0
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Brojni redovi

Alternativni redovi

Dokaz: Niz {sx(} je podniz niza parcijalnih suma reda > a, koji je
monotono neopadajudi i ograni¢en odgore jer
Sok = b1 — (b2 — b3) — -+ — (bak—2 — bok—1) — bok < by, i
Sok+2 = Sok + (baky1 — bakg2) > s2k > 0.
Dakle, lim sy, = s.
n—o0
Dalje je spk+1 = Sok + bok+1, te dobijamo
lim sppp1 = lim (52k + b2k+1) = lim sy + lim boyy1 =s.
k—o00 k—o00 k—o00 k—o00
Kako su oba podniza {spx} i {sok+1} konvergentni i konvergiraju
ka s, sledi da je lim s, =s, tj. red je > (—1)"*1b, konvergentan

n—oo

(Sli¢no se dokazuje tvdenje za > (—1)"b, = — > (~1)"*1b,). O
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Primer

Pomocéu Lajbnicovog kriterijuma ispitati konvergenciju reda
—_ n 1 . . . . .

> % Koliko ¢&lanova treba sabrati da bi greska bila manja

n=1
0od 0.017

.
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Primer

Pomocéu Lajbnicovog kriterijuma ispitati konvergenciju reda
—_ n 1 . . . . .
> % Koliko ¢&lanova treba sabrati da bi greska bila manja

n=1

od 0.017 »

ReSenje: Red > a, = Z% konvergira na osnovu Lajbni-

covog kriterijuma jer je niz {by}, by = l|a,] = %, n € N,

monotono opadajuc¢i i lim b, = 0. Kako je |s — si| =
n—o0

00 k 0

> (=1)™ib, = S (1) by = | 3 (=1)"bs| < b =

n=1 n=1 n=k+1

= ﬁ < 1072, dobijamo da je k +1 > 100 <+ k > 99, tj. sabira-
njem prvih 100 &lanova greska ce biti manja od 1072,
o

(Re= > (_1)n+1bn < bky1, Rk >0, zak=2m i

n=k+1
oo

R.= Y (~1)""1b, > —byi1, Rk <0, zak=2m—1.)
n=k+1

20 / 36




Brojni redovi

Apsolutno konvergentni redovi

Neka je > a, brojni red sa me3ovitim &lanovima.

@ Red ) a, je apsolutno konvergentan ako je red > |a,]
konvergentan.



Brojni redovi

Apsolutno konvergentni redovi

Neka je > a, brojni red sa me3ovitim &lanovima.

@ Red ) a, je apsolutno konvergentan ako je red > |a,]
konvergentan.

@ Ako red ) a, konvergira, ali ne konvergira apsolutno, tada
kazemo da je red ) a, je uslovno konvergentan
(semikonvergentan).



Brojni redovi

Apsolutno konvergentni redovi

Neka je > a, brojni red sa me3ovitim &lanovima.

@ Red ) a, je apsolutno konvergentan ako je red > |a,]
konvergentan.

@ Ako red ) a, konvergira, ali ne konvergira apsolutno, tada

kazemo da je red ) a, je uslovno konvergentan
(semikonvergentan).

Na osnovu prethodnog primera, red Y a, = > % konvergira
na osnovu Lajbnicovog kriterijuma, dok je ranije pokazano da je
harmonijski red Y |a,| = 3° L divergentan. Dakle, polazni red je
uslovno konvergentan.




Teorema

Ako je red > a, apsolutno konvergentan tada je on konvergentan i

o o
vaZi | Y an| < > |anl.
n=1 n=1




Teorema

Ako je red > a, apsolutno konvergentan tada je on konvergentan i

o o
vaZi | Y an| < > |anl.
n=1 n=1

Dokaz: Kako je > a, je apsolutno konvergentan, red > |a,| je
konvergentan u R, te je niz njegovih parcijalnih suma Kosijev,
odnosno za svako € > 0 postoji kg € N tako da za sve k € N i sve
k+p k+p
peNvazik > ko= | > |anl|= >D_ lan| <e¢, a kako je
n=k-+1 n=k-+1

k+p k+p

Yo an| <| > |an|| <€ naosnovu Kosijevog kriterijuma
n=k+1 n=k+1
konvergencije sledi da je > a, konvergentan. Nejednakost
K K

> an| < D |an|, k — oc.

n=1 n=1

o0 o0
> an| < > |an| se dobija na osnovu
n=1 n=1

O




Teorema

Neka je red >  a, brojni red i neka je > a, red u R sa pozitiv-
nim ¢&lanovima tako da vaZi |ap| < ap, za sve n € N. Ako je red
> ap konvergentan, tada je red > «, apsolutno konvergentan i vaZi

o0 o0
\z oo < 3 an
n=1 n=1
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Teorema

Neka je red >  a, brojni red i neka je > a, red u R sa pozitiv-
nim ¢&lanovima tako da vaZi |ap| < ap, za sve n € N. Ako je red
> ap konvergentan, tada je red > «, apsolutno konvergentan i vaZi

o0 o0

'Z anl < ) ap.

n=1 n=1
k+p k+p k+p

Dokaz: Iz | > |an||= > |an| < Y. ap, primenom
n=k+1 n=k+1 n=k+1

Kosijevog kriterijuma konvergencije dobijamo da je > |a,|
konvergentan, tj. red ) «, je apsolutno konvergentan.
Nejednakost se dobija na isti nacin kao i nejednakost iz prethodnog
dokaza.
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Brojni redovi

Kriterijumi za apsolutnu konvergenciju

1) Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Ako postoji ngp € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi
{/|an| < g < 1, tada red ) a, apsolutno konvergira.



Brojni redovi

Kriterijumi za apsolutnu konvergenciju

1) Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Ako postoji ngp € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi
{/|an| < g < 1, tada red ) a, apsolutno konvergira.

@ Ako je limsup,_, v/|an| <1, tada red > a, apsolutno
konvergira.



Brojni redovi

Kriterijumi za apsolutnu konvergenciju

1) Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Ako postoji ngp € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi
{/|an| < g < 1, tada red ) a, apsolutno konvergira.

@ Ako je limsup,_, v/|an| <1, tada red > a, apsolutno
konvergira.

2) Koli¢ni¢ki (Dalamberov) kriterijum

@ Ako postoji np € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi

lan+1]
an]

< g <1, tadared > a, apsolutno konvergira.



Brojni redovi

Kriterijumi za apsolutnu konvergenciju

1) Korenski (Kosijev) kriterijum

@ Ako postoji ngp € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi
{/|an| < g < 1, tada red ) a, apsolutno konvergira.

@ Ako je limsup,_, v/|an| <1, tada red > a, apsolutno
konvergira.

2) Koli¢ni¢ki (Dalamberov) kriterijum

@ Ako postoji np € Ni g € (0,1) tako da za sve n > ng vaZi

lan+1]
an]

< g <1, tadared > a, apsolutno konvergira.

@ Ako je limsup % < 1, tada red > a,, apsolutno konvergira.
n—o00 n



Ispitati apsolutnu konvergenciju reda a) Z b)E z, zeC.
n=0
= 1)n+1
| n+1‘ (n+1)!
Resenje: a) lim sup Tal = = lim sup I|msup T = =0<1,

n—o00 n—o00 l

na osnovu koli¢nickog kriterijuma red apsolutno konverg/ra

b) Analogno se dobija I|m sup ‘z =0<1, tered > % apsolutno
n=0

‘ nn

konvergira za svako z € (C.



Brojni redovi

Komutativni i asocijativni zakoni za redove

Teorema

(Dirihleova teorema) Neka je > a, red sa pozitivnim &lanovima &ija
je suma a. Tada je red ) ar(n) dobijen proizvoljnom promenom
redosleda njegovih ¢lanova konvergentan i njegova suma je a.




Brojni redovi

Komutativni i asocijativni zakoni za redove

Teorema

(Dirihleova teorema) Neka je > a, red sa pozitivnim &lanovima &ija
je suma a. Tada je red ) ar(n) dobijen proizvoljnom promenom
redosleda njegovih ¢lanova konvergentan i njegova suma je a.

Teorema

Neka je > a, apsolutno konvergentan brojni red. Tada je red
> ax(n) apsolutno konvergentan, gde je m : N — N permutacija

o0 o
skupa indeksa i vaZi ) an = ) ar(n).-
n=1 n=1




Brojni redovi

Komutativni i asocijativni zakoni za redove

Teorema

(Dirihleova teorema) Neka je > a, red sa pozitivnim &lanovima &ija
je suma a. Tada je red ) ar(n) dobijen proizvoljnom promenom
redosleda njegovih ¢lanova konvergentan i njegova suma je a.

Teorema

Neka je > a, apsolutno konvergentan brojni red. Tada je red
> ax(n) apsolutno konvergentan, gde je m : N — N permutacija

o0 o
skupa indeksa i vaZi ) an = ) ar(n).-
n=1 n=1

Rimanov stav Neka je > a,, uslovno konvergentan red u R. Tada
za svako s € RU{zo0} postoji permutacija 7 : N — N takva da je

21 a,r(,,) =S.



Teorema

Neka je > ap apsolutno konvergentan brojni red. Ako suNj i Ny ne-
prazni disjunktni podskupovi skupa N takvi da je N = N; UNy, tada
su redovi Y an i Y, ap apsolutno konvergentni i vaZi _ a, =

neN; neNy neN
> an+ Y. ap.

neNy neN;



Neka je > ap apsolutno konvergentan brojni red. Ako suNj i Ny ne-
prazni disjunktni podskupovi skupa N takvi da je N = N; UNy, tada
su redovi Y an i Y, ap apsolutno konvergentni i vaZi _ a, =

neN; neNy neN
2. an+ ). an
neNy neN;

Primer

Eksponencijalna funkcija u C definisana je apsolutno konvergentnim
Z_n _ z o o (_1)"22"+1 . 5 5

redom ) %y = €*, te i sinusna Zo "G = Sinz i kosinusna

— o

_1\n>2n .
funkcija ( é)n )Z, =cosz. Zay € R je, na osnovu teoreme:
n:O ’

2n+1

e = Z ; (n)' +Z 2n+1

o0

Z (G i 1) y +iy % = cosy +isiny. (Ojlerova formula)
n=0




Brojni redovi

Operacije sa redovima

® > an+> bp:=) (an+ bn)



Brojni redovi

Operacije sa redovima

® > an+> bp:=) (an+ bn)
@ c) ap:=) cap



Brojni redovi

Operacije sa redovima

® > an+> bp:=) (an+ bn)
@ c) ap:=) cap

Teorema

Akosu ) a, iy b, konvergentni brojni redovi i ako je ¢ broj (realan

ili kompleksan), tada redovi " (an+by) i) ca, takode konvergiraju
i vazi

Z(an—i-bn) = (Z a,,) + (Z b,,) i Z ca,=c¢ (Z a,,) )
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1




Primer

¢ =8
8

) 1,1 _1,1_1_,1
;an:;%zl—fri—fw—fr?—
nO_O - 1 1 1 1 1
Lo =lt3-3+5+7 -3+
n—

Sby=0+32-14+0-2-240+3-3+..., ¥ b=23 an
n=1 n=1 =
Za Zan+zbn—zan+ Zan—%

n=1
Promenom redos/eda sablraka uslovno konvergentanog reda moZe se
promeniti njegova suma.

gL

an.
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Zbir dva divergentna reda moZe biti divergentan, ali i konvergentan

oo 00
w245 o= £ (=) oy

Poslednji red Jje konvergentan na osnovu UK2) jer je hiperharmonijski

red za o = 2 konvergentan i a, = ﬁ ~ % = b,, N — 0.
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Zbir dva divergentna reda moZe biti divergentan, ali i konvergentan

oo 00
w245 o= £ (=) oy

Poslednji red Jje konvergentan na osnovu UK2) jer je hiperharmonijski
red za o = 2 konvergentan i a, = ﬁ ~ % = b,, N — 0.

Proizvod redova > api > by jered > &, &iji su Elanovi
. . n=0 n=0 n=0
definisani sa

Snzzak'bn—ky Zan'zbnzz<zak bn k)
k=0 n=0 n=0

n=0
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Teorema

Ako su redovi Y an i Y b, apsolutno konvergentni, tada jei ) &,
n=0 n=0 n=0

ak ivaziy (& =A-B, A=) a,, B=) b,
n=0 n=0 n=0
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Teorema

Ako su redovi ) a, i Y by apsolutno konvergentni, tadajei ) &,
n=0 n=0 n=0
[e.°]

ak ivaziy §=A-B, A=) a,, B=) by
n=0 n=0 n=0

w
Primer

Izra&unati sumu reda a) > "2+nl, b) 3 U’“;ﬁ —

n=0

(o]
Resenje: a) Kako je > 2—1,, = 2 (geometrijski red, g = 5 L) dobijamo
- n=0

21l w1l _x(&Hx1
4=2-2=3 o~ 7:Z<Zz—k-2n—_k)=

n=0 n=0 n=0 \k=0 =
o o
B8 =24=>4% S51- 2(2%-";"%1) -
n=0 n=0 n=0
S 1 1 R (n41)(n+2)
Yoo{n+l4n4--4+24+1)=35 > 5", te jes = 16.
n=0 n=0

W,
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Brojni redovi

Dvojni niz

Dvojni brojni niz {apk} je preslikavanje Nx N - R ili N x N — C.



Brojni redovi

Dvojni niz

Dvojni brojni niz {apk} je preslikavanje Nx N - R ili N x N — C.
Clanove niza anpk, ank € R ili ap € C, n, k € N predstavljamo

dil1 di12 ... alk
dp1 42 ... ank
dnl an2 ... ank



Brojni redovi

Dvojni niz

Dvojni brojni niz {apk} je preslikavanje Nx N - R ili N x N — C.
Clanove niza anpk, ank € R ili ap € C, n, k € N predstavljamo

dil1 di12 ... alk
dp1 42 ... ank
dnl an2 ... ank

Dvojni brojni niz je konvergentan akko

lim ( lim a,,k> = lim ( lim a,,k> =a, acR(ac(),
n—oo \ k—oo k—o00 \n—00
i pisemo nll)ngo ank = a.

k—o00



Brojni redovi

Dvojni niz

Primer

k
Ispitati konvergenciju dvojnih nizova a) anx = (”H) , n ok eN,

n+2

b) am = (B2), n ke N.

)
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Brojni redovi

Dvojni niz

Primer

k
Ispitati konvergenciju dvojnih nizova a) anx = (”H) , n ok eN,

n+2

b) ame = (B2)*, n k € N.
Resenje: a)

k k
: : n+1 _ k _ : n+1 _
i, (i, (322)°) = Jim 1 =14 i (i (322)°) <o
. n+l kY k o . n+1\k
o)jim (Jim, (35)") = Jim () =0 = tim (i (5)").
Dakle, samo je drugi dvojni niz konvergentan i

-
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Brojni redovi

Dvojni red

Dvojni brojni red je uredeni par dvojnih brojnih nizova
({ank}, {sij}), gde je

n=i,k=j

Sij = E ank, I,J € N.
n=1,k=1



Brojni redovi

Dvojni red

Dvojni brojni red je uredeni par dvojnih brojnih nizova
({ank}, {sij}), gde je

n=i,k=j

Sij = E ank, I,J € N.
n=1,k=1

Brojevi ank, n, k € N su ¢lanovi, a sjj, i,j € N su parcijalne sume
dvojnog reda. Dvojni red obeleZavamo > apk.



Brojni redovi

Dvojni red

Dvojni brojni red je uredeni par dvojnih brojnih nizova

({ank}: {si}), gde je
n=i k=j

Sij = E ank, I,J € N.
n=1,k=1

Brojevi ank, n, k € N su ¢lanovi, a sjj, i,j € N su parcijalne sume
dvojnog reda. Dvojni red obeleZavamo > apk.

KaZemo da dvojni brojni red ) a,x konvergira akko dvojni brojni
niz parcijalnih suma {s;;} konvergira. Suma (zbir) dvojnog brojnog
o0

reda je s = Zh:;rrég sjj i pisemo n:%:(:l ank = S.



Brojni redovi

Dvojni red

o o
Ponovljeni red > > apk konvergira ako za svako n € N
n=1 k=1

(o] [ee]
konvergira red ) a,c = A, i ako red ) A, konvergira.
k=1 n=1
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Brojni redovi

Dvojni red

oo OO
Ponovljeni red Y > apk konvergira ako za svako n € N
n=1 k=1

(o] [ee]
konvergira red ) a,c = A, i ako red ) A, konvergira.
k=1 n=1

Teorema

Neka je {ank} dvojni brojni niz takav da za svako n € N red >_ anx

K
o0
apsolutno konvergira, neka je > |ank| = An € R i neka red ) A,
k=1

konvergira. Tada red ) anx apsolutno konvergira i vaZi da je

0o 00 0o 00 [e'e)
E § dnk = § § dnk = E dnk
n=1 k=1 k=1 n=1 n=1,k=1




Brojni redovi

Dvojni red

Primer
C (~1)" ..
Pokazati da je 12;( ) ) k=) konvergentan dvojni red.
n=1k=
Re§enje Za svako n € N je
3 |wieer=n| = . o= =
(k+n?)(k+n2-1) — k+n2)(k+n2—1) -
@ 1 L) 1 1 1 1
= (-1
red El T k=) apsolutno konvergira, a red nzl konver-
gira, te na osnovu prethodne teoreme polazni dvojni red apsolutno

konvergira.

-
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