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Funkcionalni nizovi i redovi

Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka je /| C R, {sk} niz realnih funkcija sy : | = Ris: /| =R
realna funkcija.



Funkcionalni nizovi i redovi

Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka je /| C R, {sk} niz realnih funkcija sy : | = Ris: /| =R
realna funkcija.

@ Niz funkcija {sx} konvergira u tatki xo € | ka funkciji s ako
niz {sk(xo)} konvergira ka broju s(xp). Ako niz funkcija {sx}
konvergira ka funkciji s u svakoj tacki xp € /, onda kaZemo da
niz funkcija {sx} konvergira po tatkama (obi¢no) ka funkciji s
na skupu /, tj. sk — s ako za svako xp € I i svako € > 0
postoji ko € N (kg zavisi i od xp i od €) tako da za sve k € N
vazi implikacija k > kg = |s(x0) — sk(x0)| < €.
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka je /| C R, {sk} niz realnih funkcija sy : | = Ris: /| =R
realna funkcija.

@ Niz funkcija {sx} konvergira u tatki xo € | ka funkciji s ako
niz {sk(xo)} konvergira ka broju s(xp). Ako niz funkcija {sx}
konvergira ka funkciji s u svakoj tacki xp € /, onda kaZemo da
niz funkcija {sx} konvergira po tatkama (obi¢no) ka funkciji s
na skupu /, tj. sk — s ako za svako xp € I i svako € > 0
postoji ko € N (kg zavisi i od xp i od €) tako da za sve k € N
vazi implikacija k > kg = |s(x0) — sk(x0)| < €.

@ Niz funkcija {sx} uniformno (ravnomerno) konvergira
ka funkciji s na skupu /, $to oznatavamo sa s, — s, ako
za svako € > 0 postoji ko € N (ko zavisi samo od ¢) tako da
zasve x € [ isve k € Nvazi k > kg = [s(x) — sk(x)| <e.
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

@ Niz {sx} konvergira uniformno ka funkciji s na skupu / ako
za svako € > 0 postoji kg € N tako da za sve k € N vaZi

k > ko = sup|s(xo) — sk(x0)| <€, tj.
xel

lim sup |s(x) — sk(x)| = 0.
k—o0 kel
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

@ Niz {sx} konvergira uniformno ka funkciji s na skupu / ako
za svako € > 0 postoji kg € N tako da za sve k € N vaZi

k > ko = sup|s(xo) — sk(x0)| <€, tj.
xel

lim sup |s(x) — sk(x)| = 0.
k—o0 kel

@ s, — s ako za svako xg € | i svako € > 0 postoji kg € N tako
da za sve k € N i sve p € N vazi
k> ko = |sktp(X0) — sk(x0)| < e.
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

@ Niz {sx} konvergira uniformno ka funkciji s na skupu / ako
za svako € > 0 postoji kg € N tako da za sve k € N vaZi

k > ko = sup|s(xo) — sk(x0)| <€, tj.
xel

lim sup |s(x) — sk(x)| = 0.
k—o0 kel

@ s, — s ako za svako xg € | i svako € > 0 postoji kg € N tako
da za sve k € N i sve p € N vazi
k> ko = |sktp(X0) — sk(x0)| < e.

® s, _ s ako za svako svako € > 0 postoji kg € N tako da
zasve x €l isve k € Nisve pe Nvazi
k> ko = |sktp(x) —sk(x)] <e.
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka niz funkcija {sk} uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji
s : [a, b] — R. Tada vazi:
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka niz funkcija {sk} uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji
s : [a, b] — R. Tada vazi:
@ Ako su sve funkcije sx neprekidne na [a, b], onda je i s
neprekidna funkcija i za sve xg € [a, b] vaZi

lim i = lim lim =
A5 i o) = i, i, = <o)
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka niz funkcija {sk} uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji
s : [a, b] — R. Tada vazi:
@ Ako su sve funkcije sx neprekidne na [a, b], onda je i s
neprekidna funkcija i za sve xg € [a, b] vaZi

lim i = lim lim = .
Mo 13, 500) =l = <o)

@ Ako su sve funkcije sy integrabilne na [a, b], onda je i s
integrabilna funkcija i za sve a, § € [a, b] vaZi

kl|_>rr;o /j sk(x)dx = /aﬁ <k||_>rr;o sk(x)> dx = /j s(x)dx.
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Funkcionalni nizovi (ponavljanje)

Neka niz funkcija {sk} uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji
s : [a, b] — R. Tada vazi:
@ Ako su sve funkcije sx neprekidne na [a, b], onda je i s
neprekidna funkcija i za sve xg € [a, b] vaZi

lim i = lim lim = .
0 i 00) = i Jig, = sCo)

@ Ako su sve funkcije sy integrabilne na [a, b], onda je i s
integrabilna funkcija i za sve a, § € [a, b] vaZi

kl|_>rr;o /j sk(x)dx = /aﬁ <k||_>rr;o sk(x)> dx = /j s(x)dx.

@ Ako su sve funkcije si diferencijabilne na [a, b] i s, ] g, onda
sk = s, s je diferencijabilna funkcija i vaZi s'(x) = g(x) za sve
/

x € [a, b, tj. <kll_>n;o sk(x)> = kll—>n<10 s (x) =5'(x), x € [a, b].
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Funkcionalni nizovi (primeri)
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Funkcionalni nizovi (primeri)

Neka je si(x) = S0k x ¢ R, k € N, tada jes(x) = lim s,(x) =0,
vk k—ro0
i s'(x) =0, za sve x € R. S druge strane s (x) = v'kcos kx,

a lim s{(x) = o0 # (k'L”lo sk(x)>/ = 5'(x) = 0.
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Funkcionalni nizovi (primeri)

Neka je si(x) = S‘&KX, x €R, k €N, tada jes(x) = lim si(x) =0,
k k—o0

i s'(x) =0, za sve x € R. S druge strane s (x) = v'kcos kx,

a lim s{(x) = o0 # (k'L”lo sk(x)>/ = 5'(x) = 0.

Primer

Neka je si(x) = k?x(1 — x?)k, x € [0,1], k € N, tada je
klim sk(x) =0, za sve x € [0,1]. S druge strane
— 00

fol sk(x)dx = k2 fl x(1 — x?)kdx = % te je

fo < lim s x)) dx =0 # I|m fo Sk x)dx = I|m —2:; = 00.

'



Funkcionalni nizovi i redovi

Funkcionalni redovi

Neka je / C R i neka je {f,} niz realnih funkcija f, : | — R.
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Funkcionalni redovi

Neka je / C R i neka je {f,} niz realnih funkcija f, : | — R.

@ Red ) f, &iji su &lanovi funkcije f, je funkcionalni red.
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Funkcionalni redovi

Neka je / C R i neka je {f,} niz realnih funkcija f, : | — R.
@ Red ) f, &iji su &lanovi funkcije f, je funkcionalni red.

@ Funkcija s, : I = R, k € N za koju vaZzi

je k-ta parcijalna suma funkcionalnog reda > f,.
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Funkcionalni redovi

Neka je / C R i neka je {f,} niz realnih funkcija f, : | — R.
@ Red ) f, &iji su &lanovi funkcije f, je funkcionalni red.

@ Funkcija s, : I = R, k € N za koju vaZzi

je k-ta parcijalna suma funkcionalnog reda > f,.

@ Funkcionalni niz {sx} je niz parcijalna suma reda >_ f,.
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Funkcionalni redovi

Neka je / C R i neka je {f,} niz realnih funkcija f, : | — R.
@ Red ) f, &iji su &lanovi funkcije f, je funkcionalni red.

@ Funkcija s, : I = R, k € N za koju vaZzi

je k-ta parcijalna suma funkcionalnog reda > f,.
@ Funkcionalni niz {sx} je niz parcijalna suma reda >_ f,.

@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu / C R
akko funkcionalni niz parcijalnih suma {sx} konvergira po
tackama na skupu / C R.
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu / C R
ako za svako xp € | i svako € > 0 postoji kg € N tako da sve

E fn(Xo) < €.
n=k+1

keNvasi k> kg =
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu / C R
ako za svako xp € | i svako € > 0 postoji kg € N tako da sve

o

E: ﬁ(xo) < €.
n=k-+1
@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu | C R

ako za svako xg € | i svako € > 0 postoji kg € N tako da sve
k+p

keNisve peNvazik>ky = | > fa(xo)
n=k+1

keNvasi k> kg =

< €.
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu / C R
ako za svako xp € | i svako € > 0 postoji kg € N tako da sve

E: ﬁ(xo) < €.
n=k+1

keNvasi k> kg =

@ Funkcionalni red ) f, konvergira po tatkama na skupu | C R
ako za svako xg € | i svako € > 0 postoji kg € N tako da sve
k+p
keNisve peNvazik>ky = | > fa(xo)
n=k+1

< €.

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu / C R
akko funkcionalni niz parcijalnih suma {sx} uniformno
konvergira na skupu / C R.
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu I C R
ako za svako € > 0 postoji ko € N tako da sve x € [ i sve

3 f,,(x)‘ <e

ke Nvazik > ky =
n=k+1
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu I C R
ako za svako € > 0 postoji ko € N tako da sve x € [ i sve

[e.e]
Yo o fh(x)] <e
n=k+1

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu / C R

ako za svako € > 0 postoji kg € N tako da sve x € [ i sve
k+p

keNisvepeNvazik>ky = | >, fp(x)
n=k-+1

ke Nvazik > ky =

< €.
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Funkcionalni redovi

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu I C R
ako za svako € > 0 postoji ko € N tako da sve x € [ i sve

3 f,,(x)‘ <e

n=k+1

ke Nvazik > ky =

@ Funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na skupu / C R
ako za svako € > 0 postoji kg € N tako da sve x € [ i sve
k+p
keNisvepeNvazik>ky = | >, fp(x)
n=k-+1

< €.

@ Funkcionalni red Y f, apsolutno konvergira na skupu | C R
ako za svako xg € / brojni red > f,(xo) apsolutno konvergira.
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Primer

Ispitati konvergenciju po tackama i uniformnu konvergenciju funkci-
2 o
onalnog reda ) @y na intervalu [—1,1].
n=0

Re$enje: Za x # 0 red konvergira ka 0, a inae ka 1 + x?, te je

X

s(X)_i72 _ 10 x =0,
(1) | 14X, xe[-1,00u(0,1).

Funkcionalni niz {sy} konvergira po tatkama ka s, ali:

S 2
lim sup |s(x) — sk(x)] = lim sup | Y S
k=00 ye[-1,1] k=00 ye[-1,1] | n=k+1 (==

. 0 x=0 .
| ’ ’ = lim1=1
ko350 et 1] { (1+x2)7K, xe[-1,00U(0,1] ~ s 70

Dakle, funkcionalni red nije uniformno konvergentan, ali konvergira
po tackama.

o
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Vajerstrasov kriterijum za funkcionalne redove

Teorema

(Vajerstrasov kriterijum za uniformnu konvergenciju) Neka je > ap,
ap > 0 konvergentan red sa pozitivnim &anovima i neka je {f,} niz
funkcija f, : | — R, takav da je |fy(x)| < ap, za sve x € | i sve
n € N. Tada ) f, konvergira uniformno i apsolutno na skupu I.
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Vajerstrasov kriterijum za funkcionalne redove

Teorema

(Vajerstrasov kriterijum za uniformnu konvergenciju) Neka je > ap,
ap > 0 konvergentan red sa pozitivnim &anovima i neka je {f,} niz
funkcija f, : | — R, takav da je |fy(x)| < ap, za sve x € | i sve
n € N. Tada ) f, konvergira uniformno i apsolutno na skupu I.

Dokaz: Brojni red > ap, a, > 0, n € N je konvergentan red, tj. za
svako € > 0 postoji ko € N tako da za sve k € N i sve p € N vazi

k+p
k>ky = > an<e. Kakozasvex e lisvenecN vazi
n=k-+1
k+p k+p
|fa(x)| < ap, dobijamo k > kg = > |f(x)| < > ap<e
n=k+1 n=k+1

Dakle, funkcionalni red »_ f, konvergira uniformno na skupu /,
takode i apsolutno. [
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Vajerstrasov kriterijum za funkcionalne redove

Primer |

sin nx
n(n+1)

Ispitati uniformnu konvergenciju reda nad [—7, .

11/ 14
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Vajerstrasov kriterijum za funkcionalne redove

Primer

Ispitati uniformnu konvergenciju reda ns('; J’r’)l() nad [—7, .
Resenje: Neka je f, : [-m,m7] — R, za sve n € N definisano
sa fo(x) = nniny.  Za sve x € [-m, 7] i sve n € N vaZi
. q 1 .. . v .
|fa(x )| |ns(',’7‘jr”1< | < nnr1y Brojni red sa pozitivnim &lanovima

> n(n+1) konvergira na osnovu UK2) jer a, = n— oo,

1 1
n(n+1) = n2’
a hiperharmonijski red Z Je konvergentan (aw = 2 > 1). Dakle,

sin nx
(n+1)

na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma funkcionalni red Z uni-

formno konvergira nad intervalom [—m, 7|.

11/ 14
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Uniformna konvergencija i neprekidnost

Teorema

Neka je {f,} niz neprekidnih funkcija na intervalu [a,b] i neka
funkcionalni red ) f, uniformno konvergira na [a,b] ka funkciji

s : [a,b] — R. Tada je funkcija s neprekidna na [a, b] i za svako
x € [a, b] vaZi:

(o¢] (e}
XIi_)n;0 nz_;) fa(x) = nz_;) XIi_)n;0 fa(x) = s(xo)-
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Uniformna konvergencija i integrabilnost

Teorema

Neka je {f,} niz integrabilnih funkcija na intervalu [a,b] i neka
funkcionalni red _ f, uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji
s : [a,b] — R. Tada je funkcija s integrabilna na [a, b] i za sve
a, B € [a, b] vazi:

/j ( 0:0 fn(X)> dx = i /j fo(x)dx = /j s(x)dx.

n=0
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Uniformna konvergencija i diferencijabilnost

Teorema

Neka je {f,} niz diferencijabilnih funkcija na intervalu [a, b], tak-
vih da za neko xo € [a,b] brojni red ) f,(xo) konvergira i neka
funkcionalni red " f, uniformno konvergira na [a, b] ka funkciji

g :[a,b] = R. Tada i) f, uniformno konvergira i vaZi:

(Z fn(X)> =Y () =g(x), x€la bl
0

n= n=0
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