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Stepeni redovi

@ Stepeni red je funkcionalni red ¢&iji su €lanovi
faly) =an(y — )", n=0,1...,a €R, tj.
D anly =)' = a0+ aly — )+ -+ an(y — o)+ ...
n=0

@ Realni brojevi a,,n =10,1,... su koeficijenti, a realni broj « je
centar stepenog reda.
@ Smenom y — o = x dobijamo red sa centrom u O:

Zanx”:ao—l—alx—i—agxz—i—---—i—a,,x"—i—...

n=0

@ Po korenskom kriterijumu, red > a,x" konvergira za sve
n=0

. 1
x€(—r,r), gdejer=——.
( ’ ) gae limsup {/|an|
n— oo
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Broj r nazivamo poluprecnikom konvergencije stepenog reda
> anx", a interval (—r, r) intervalom konvergencije:
n=0
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r= lim
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Broj r nazivamo poluprecnikom konvergencije stepenog reda
> anx", a interval (—r, r) intervalom konvergencije:

_ 1

1
r = r =
Y . n H n
Jim_ {/lan| lim sup Vlan|

an

r= lim
an+1

n—o0

Primer

Ispitati konvergenciju redova: a) >~ 1x", b) 3" n"x", ¢) 3 L xn

a) Po korenskom kriterijumu, kako je limsup y, L 1, za
n—o0

x € (—1,1) red konvergira. Poluprenik konvergencije je r = 1.

b) Red konvergira samo za x = 0, a kako je limsup {/n"|x|" = oo,
n—oo
red divergira za x # 0. Polupre¢nik konvergencije je r = 0.

n+1
c) Po kolignickom kriterijumu, kako je lim supM =

n—oo n! Xn‘

Xl 0 < 1, red konvergira za svako za x € R, r = 4o00.

n+1

lim sup
n—o0
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Teorema

Ako je > apx" stepeni red ¢&iji je polupre¢nik konvergencije r > 0,
tada red ) anx" konvergira uniformno (i apsolutno) za sve x za koje
vaZi |x| < p, gde je0 < p <r.
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Teorema

Ako je > apx" stepeni red ¢&iji je polupre¢nik konvergencije r > 0,
tada red ) anx" konvergira uniformno (i apsolutno) za sve x za koje
vaZi |x| < p, gde je0 < p <r.

Dokaz: Kako je

limsup {/|an|p" = pllmsup an] < rI|m sup /|an] =1, na

n—oo
osnovu korenskog knteruuma brojni red Z |an|p" konvergira.

Dalje, |anx"| < |ap|p", za svako n € N i sve x € [—p, p], te na
osnovu Vajer$trasovog kriterijuma stepeni red > a, x" konvergira
uniformno (i apsolutno) na [—p, p]. O
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Teorema

Ako za svako x € (—r,r), r > 0, stepeni redovi > apx" i > bpx"
konvergiraju istoj sumi f(x), tada su oni identi¢ni, tj. odgovarajuci
koeficijenti su im jednaki.
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Teorema

Ako za svako x € (—r,r), r > 0, stepeni redovi > apx" i > bpx"
konvergiraju istoj sumi f(x), tada su oni identi¢ni, tj. odgovarajuci
koeficijenti su im jednaki.

Dokaz: Kako je Z anx" — Z bpx" = f(x) — f(x) =0, za svako
=0 n=0
x € (=r,r), 54 > 0

sledi da je Z (an — bp)x" =0, a odatle, za x = 0, je ag = by.
n=0
Zbog uniformne konvergencije

o / [ee]
(E (an — b,,)x”> = 3" n(a, — by)x""1 =0, a odatle, za x =0
n=0 n=1

je a1 = by, itd. Nastavljanjem procedure dobijamo tvrdenje. [J



Stepeni redovi

Teorema

|

Neka je > anx" = f(x) za x € (—r,r), gde je r > 0 polupre¢nik

n=0
konvergencije stepenog reda Y anx". Tada je funkcija f neprekidna
i ima sve izvode za koje vaZi

FR) (x Z (n—1)...(n—k+1Dax" xe(=rr)

f(k)(O) = klay, zasve k=0,1,2...
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Dokaz: Na osnovu teorema o neprekidnosti funkcionalnih redova, f

je neprekidna na [—p, p], p < r, te je neprekidna na (—r, r). Kako
je lim /n =1, imamo limsup /n|a,| = I|m sup \/|a,, te stepeni
n—o00 n— oo

redovi 3 a,x" i 3 na,x"1 imaju isti poluprecnlk konvergencije.

Dalje, na osnovu teoreme o diferencijabilnosti funkcionalnih redova
o0

dobijamo f'(x) = Y na,x"~1, x € (=r,r) i f'(0) = a;. Analogno

n=1
se dokazuje tvrdenje za izvode viseg reda. [
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Razvoj funkcije u stepeni red

@ Ako postoji stepeni red > a,x" i r > 0, tako da za sve
x € (—r,r) je f(x) = apx" kazemo da je f analititka
funkcija u taZki 0 i da stepeni red ) a,x" predstavlja razvoj
funkcije f u stepeni (Maklorenov) red u okolini tatke 0.
Kazemo da funkcija ima razvoj u okolini tacke 0 ili da funkcija
ima razvoj u Maklorenov red:
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Razvoj funkcije u stepeni red

@ Ako postoji stepeni red > a,x" i r > 0, tako da za sve
x € (—r,r) je f(x) = apx" kazemo da je f analititka
funkcija u taZki 0 i da stepeni red ) a,x" predstavlja razvoj
funkcije f u stepeni (Maklorenov) red u okolini tatke 0.
Kazemo da funkcija ima razvoj u okolini tacke 0 ili da funkcija
ima razvoj u Maklorenov red:

> £(n)
f(x):zf l(O)x”, x € (—r,r).
n=0

n:
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Teorema

Funkcija je analiticka u tacki O akko postoji r > 0 takvo da za sve
x € (—r,r)

- f je beskonac¢no puta diferencijabilna

. . . D) (gx)
- kILn;O Ri(x) = 0, gde je Ri(x) = —zay xk+1 9 € (0,1)

k n
ostatak u Maklorenovoj formuli f(x) = ) %x” + Ri(x).
n=0
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@ Ako je f(x) =Y bp(x —a)", x € (a =, + n), gde je n
polupreénik konvergencije reda > b,(x — a)", kazemo da je f
razvijena u stepeni (Tejlorov) red u okolini tatke «, odnosno
da je ima razvoj u Tejlorov red u okolini tacke a:
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@ Ako je f(x) =Y bp(x —a)", x € (a =, + n), gde je n
polupreénik konvergencije reda > b,(x — a)", kazemo da je f
razvijena u stepeni (Tejlorov) red u okolini tatke «, odnosno
da je ima razvoj u Tejlorov red u okolini tacke a:

© £(n) (g
f(x) = Z fo)(x —a)", x€(a—n,a+rn).
n=0 ’
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@ Ako je f(x) =Y bp(x —a)", x € (a =, + n), gde je n
polupreénik konvergencije reda > b,(x — a)", kazemo da je f
razvijena u stepeni (Tejlorov) red u okolini tatke «, odnosno
da je ima razvoj u Tejlorov red u okolini tacke a:

. f(n)
f(x) = Z %(x —a)", x € (a—r,a+n).
n=0 ’
1 F(")(a)
n=—— b= 1.
(n lim sup /| bp| n! )
n—oo
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Teorema

o0
Neka je f(x) = > apx", razvoj funkcije f u Maklorenov red &iji
n=0

Je polupre¢nik konvergencije r > 0. Tada za svako o € (—r,r)
funkcija f moZe biti razvijena u Tejlorov red u okolini tacke o sa
polupre¢nikom konvergencije ri > r — |af i vaZi

n!

> f(n)
f(x):z fa)(x—a)”, Ix—a|<r—laof <n.
n=0
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Primer

Razviti u Maklorenov red a) f(x) = e, b) f(x) = In(1 + x).

v
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Primer

Razviti u Maklorenov red a) f(x) = e*, b) f(x) = In(1 + x)
a) f(x) = e, k=1,2,..., tejee = 3 %, x € R jer je
n=0
1
r=lim =2 = lim (n4+1)=+o0 i fK0) =1, k=0,1,....

n—o00 m n—oo

v
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Primer
Razviti u Maklorenov red a) f(x) = €, b) f(x

)=
a) f(k)(x) =e5 k=1,2,..., te je e¥ = ZX—, x € R jer je

1
r=lim =2 = lim (n4+1)=+o0 i fK0) =1, k=0,1,....

n—o00 m n—oo

b) F(x) = = = = (%" = (-1, x| < 1,

n=0 n=0

integraljenjem dobijamo f(ln(l +t))dt = In(l 4+ x) —Inl =
[ (Z(—l)”t") dt = > (—1)" [ t"dt = il
0
(=

X" Dakle,

MS

(—1)"

0 n=0 HZO n=0
n 1 x"

|n( ) Z ——, X €

1,1], jer za x = 1 red uslovno

konvergira.

o
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Primer

Razviti u Maklorenov red funkciju f(x) = arctgx.
o0 o0

f/(X) = ﬁ — ZO(_X2)H — ZO(_l)nX2n7 |X‘ < 1,

integraljenjem dobijamo [(arctgt) dt = arctgx — arctgd =
0

X [o¢] o n X n [o.¢] n 2n+1 X
[ (Z(—l)”t2”> dt= Y (-1)" [t*"dt = ¥ (-1)"55 |.
0 \n=0 n=0 0 n=0 0

S -1 nX2n+1
Dakle, arctgx = > %

n=

x € (—1,1).
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Primer

Razviti u Tejlorov red u okolini a) %, b) —%, funkciju f(x) = £

Maklorenov red je f(x) = & = > x", x € (-1,1) ir=1.
n=0
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Razviti u Tejlorov red u okolini a) ; b) —% funkciju f(x) = 1=
Maklorenov red je f(x) = Z x", xe(=1,1)ir=1.
_ 1 _ n 1yn _
3) f(x) = o1 = 20— o = =¥ z 27(x — 1)
o

n—=
Red konvergira za x € (0,1), n =1—[1/2| = 1.
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Razviti u Tejlorov red u okolini a) ;, b) —1, funkciju f(x) =
Maklorenov red je f(x) = Z x", xe(=1,1)ir=1.
— 1 — —
a) f(X)_l—(x—l)—% —21_ / _222'7( _)n_
o
_ 1 1 1 1, 1 _1
_E2n+(x—§)",za|x 5|<§If’1—m—§
Red konvergira za x € (0,1), n =1— |1/2| =1
_ 1 _2 41
b) f(x) = 1—+D)+L 37 x+/1/2 =3 Z ( ) (x 5)
= i (2)n+1(x+l)” zalx+i<3in= L =3
"o > 2 2 @y 2
Red konvergira za x € (—2,1), n>1—|—-1/2| = 5
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Maklorenovi redovi

o0
o ;L = Zox”, x € (—1,1).
n—=
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Maklorenovi redovi

o0
o ;L = Zox”, x € (—1,1).
n—=

o0
OeX:Z%,XER.
n=0
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Maklorenovi redovi

o0
= > x", xe(-1,1).
n=0

15 / 17



Stepeni redovi

Maklorenovi redovi

o0
= > x", xe(-1,1).
n=0
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Maklorenovi redovi

o0
o ;L = Zox”, x € (—1,1).
=

e =3 N, xcR
n=0

S ( 1)nX2n+1
@ sinx =), T X €R

n=0

o0 n n
@ cosx= Y (_(12):1))?2 , x €R.
o In(l+x)=3 EW e (—1,1).

n=1
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Maklorenovi redovi

° > x" x e (—1,1)
° Z);—',’ xeR
osmx—z(;zlim xeR
o0 n n
ocosx:z%,xeR
n=0 )
o In(l+x)=3 EW e (—1,1).
n=1
o (1+x) (i)x",xe(—l,l),aeR.
n=1

15 / 17
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@ Ako ) a,x" konvergira za neko x = xg # 0, tada on apsolutno
konvergira za svako x za koje vaZi |x| < |xo|, a ako divergira
za x = xp, tada on divergira za svako x za koje vaZi |x| > |xo|.
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@ Ako ) a,x" konvergira za neko x = xg # 0, tada on apsolutno
konvergira za svako x za koje vaZi |x| < |xo|, a ako divergira
za x = xp, tada on divergira za svako x za koje vaZi |x| > |xo|.

@ Ako > a,x" konvergira za neko xg # 0, a divergira za neko
x1 € R tada postoji jedan i samo jedan broj r > 0 takav da
red konvergira za |x| < r, a divergira za sve |x| > r, interval
(—r,r) je interval konvergencije stepenog reda, r je
polupre¢nik konvergencije i red konvergira apsolutno za sve
x € (=r,r).
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@ Ako ) a,x" konvergira za neko x = xg # 0, tada on apsolutno
konvergira za svako x za koje vaZi |x| < |xo|, a ako divergira
za x = xp, tada on divergira za svako x za koje vaZi |x| > |xo|.

@ Ako > a,x" konvergira za neko xg # 0, a divergira za neko
x1 € R tada postoji jedan i samo jedan broj r > 0 takav da
red konvergira za |x| < r, a divergira za sve |x| > r, interval
(—r,r) je interval konvergencije stepenog reda, r je
polupre¢nik konvergencije i red konvergira apsolutno za sve
x € (=r,r).

@ Na [a, b] C (—r,r) stepeni red > apx” uniformno konvergira.
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@ Ako ) a,x" konvergira za neko x = xg # 0, tada on apsolutno
konvergira za svako x za koje vaZi |x| < |xo|, a ako divergira
za x = xp, tada on divergira za svako x za koje vaZi |x| > |xo|.

@ Ako > a,x" konvergira za neko xg # 0, a divergira za neko
x1 € R tada postoji jedan i samo jedan broj r > 0 takav da
red konvergira za |x| < r, a divergira za sve |x| > r, interval
(—r,r) je interval konvergencije stepenog reda, r je
polupre¢nik konvergencije i red konvergira apsolutno za sve
x € (=r,r).

@ Na [a, b] C (—r,r) stepeni red > apx” uniformno konvergira.

@ Ako > anx"i > byx" konvergiraju za x € (—r, r) i imaju iste
sume tada su a, = b, zasve n=0,1.....
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o o0
o Akoje > apx" =f(x)i > bpx" = g(x), tada za sve
n=0 n=0
x € (=r,r), r=min{r, rn}, vazi
o

f(x) £ g(x) = > (an £ by)x",

n=0

F(x)g(x) = 5 (z akbn_k> .

n=0 \k=0
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o o0
o Akoje > apx" =f(x)i > bpx" = g(x), tada za sve
n=0 n=0
x € (=r,r), r=min{r, rn}, vazi
o

f(x) £ g(x) = > (an £ by)x",

n=0

F(x)g(x) = 5 (z akbn_k> .

n=0 \k=0

o0 / o0
@ Zasve x,y € (—r,r) vazi (Z a,,x"> = 3 napx"1,
n=0 n=1

Y S & n+1
1l anx" | dx = 37 anty.
0 0 n=0

n=
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o o0
o Akoje > apx" =f(x)i > bpx" = g(x), tada za sve
n=0 n=0
x € (=r,r), r=min{r, rn}, vazi

Fx) £ g(x) = 3 (an + by)x",

F(x)g(x) = i?;;o akbn_k> X

o0 / o0
@ Zasve x,y € (—r,r) vazi (Z a,,x"> = 3 napx"1,
0 n=1

n+1

f(Zanx)dx—zannH

@ KaZemo da je f je analiti¢cka u tatki o ako postoy r > 0 tako

da zasve x € (& — r,av + r) vazi f(x) = Z bn(x —a)".
n=0
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o o0
o Akoje > apx" =f(x)i > bpx" = g(x), tada za sve
n=0 n=0
x € (=r,r), r=min{r, rn}, vazi

Fx) £ g(x) = 3 (an + by)x",

n=0

() = 5 (5 auboi )
n=0 \k=0 .
@ Zasve x,y € (—r,r) vazi (Z a,,x"> = 3 napx"1,
n=1
Y n+1
1l (Z anx > dx = Z anrT-
0

@ KaZemo da je f je analltlcka u tacki o ako postoy r > 0 tako

da zasve x € (& — r,av + r) vazi f(x) = Z bn(x —a)".

@ Ako u Tejlorovoj formuli f(x) = Z —)( —a)" + Ri(x),
=0

Rik(x) — 0, k — oo, tada je f analltlcka funkcija u tacki a.



