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Dvostruki integrali

Krive i oblasti u R?

@ Funkcija d, definisana za sve A(ay, a2), B(b1, by) € R? sa

d(A,B) = \/(al — b1)? + (a2 — b2)2,

je rastojanje (metrika) u R?.
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@ Okolina tatke A € R?, za neko r > 0, sadrzi loptu
L(A,r) ={M € R?|d(A, M) < r}. Skup D C R? je otvoren
ako za svaku tacku iz D postoji okolina koja je cela sadrzana
u D. Otvoren i povezan skup D C R? je oblast.

@ Glatka kriva u ravni je definisana neprekidnom funkcijom &iji
je prvi izvod takode neprekidna funkcija. Kriva L je glatka po
delovima (deo po deo glatka) ako je unija kona&no mnogo
glatkih krivih L;, i=1,2...,n (L=L ULy U---ULp).

@ Svaka zatvorena kriva L deli ravan na dve otvorene oblasti od
kojih je jedna ogranicena, a druga neograni¢ena. Unija
ograniene oblasti i krive je zatvorena i ograni¢ena oblast.
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@ Zatvorena oblast je D U dD, gde je 0D rub oblasti D.
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D

@ Zatvorena oblast je D U dD, gde je 0D rub oblasti D.

@ D C R? je ogranien skup ako postoji A€ D i r > 0 tako da
je D C O(A,r).
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- P

@ Zatvorena oblast je D U dD, gde je 0D rub oblasti D.

@ D C R? je ogranien skup ako postoji A€ D i r > 0 tako da
je D C O(A,r).

@ Kriva moZe imati viSe parametrizacija, npr. ako je zatvorena i
ogranitena oblast {(x,y) € R?|x? + y2 < r?}, a kriva L je
njen rub, tj. L: x* 4 y? = r?,

L=LULy Ly: x=t, y=vVr?—t? te[-rr],
Ly:x=t, y=—Vr2—t2, te[-rr]

L: x=rcost, y=rsint, t € [0,27].

3/22



Dvostruki integrali

Povrsi

@ Geometrijski, povrs u R? je grafik funkcije f : X — R,
X C R?,

Gr = {(x,y,2) e R®|(x,y) € X,z = f(x,y)}.
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Povrsi

@ Geometrijski, povrs u R? je grafik funkcije f : X — R,
X C R?,

Gr = {(x,y,2) e R®|(x,y) € X,z = f(x,y)}.

@ V C R3, V je zatvorena i ogranitena oblast u R3:
V={(xy,z) €R3(x,y) € XUIX,0< z < f(x,y)}.

@ Opéta jednatina povrdi drugog reda je: A;x? + Axy? + Azz? +
2Bi1xy 4+ 2Boxz + 2B3yz + 2Cix +2CGy +2C3z+ D = 0, gde
su A1, Az, ..., D € R i bar jedan od brojeva A;, Ap,..., (3 je
razli¢it od nule.
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Povrsi drugog reda
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Dvostruki integral

Neka je o C R? zatvorena oblast ogranitena po delovima glatkim
krivama i neka je f : 0 — R funkcija ograni¢ena nad o.
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Dvostruki integral

Neka je o C R? zatvorena oblast ogranitena po delovima glatkim
krivama i neka je f : 0 — R funkcija ograni¢ena nad o.

Pravimo particiju 0 pomoéu mreze glatkih krivih na konacan broj
elementarnih oblasti oj, i = 1,2,...,n. Svaka od njih ima
dijametar d(o;) = Max d(A, B) i povrdinu Ag.
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Dvostruki integral

Neka je o C R? zatvorena oblast ogranitena po delovima glatkim
krivama i neka je f : 0 — R funkcija ograni¢ena nad o.
Pravimo particiju 0 pomoéu mreze glatkih krivih na konacan broj

elementarnih oblasti oj, i = 1,2,...,n. Svaka od njih ima
dijametar d(o;) = Max d(A, B) i povrdinu Ag.

’ gj
Skup {01,092, ...,0,} nazivamo podelom T oblasti o.

Parametar podele T je u(T) = max d(o}).
<i<n
U svakoj od oblasti o; odaberemo tatku M; € o, M;(&;,n;i). Broj

S(T) =Y f(M)Aa; = F(&,m)Aai
i—1

i=1

naziva se integralna suma funkcije f(x,y) za podelu T i izbor
tataka M; € oj, i=1,2,...,n.
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Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

n
I = lim f /\/I,' AO‘; 1
-2 (Mi)Aai, (1)
za svaku podelu oblasti o, nezavisno od izbora podoblasti o; i
nezavisno od izbora tataka M; u podoblastima ¢}, tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo dvostruki integral funkcije f nad
oblaséu o
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Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

n

| = n||_>ngo f(Mi) Aoy, (1)
w(T)—0 =1

za svaku podelu oblasti o, nezavisno od izbora podoblasti o; i
nezavisno od izbora tataka M; u podoblastima ¢}, tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo dvostruki integral funkcije f nad
oblas¢u o i obelezavamo

= I|m Zf NAo; = // xyda—// (x,y) dxdy.
(T)—}Oll

U tom sludaju, za funkciju f kazemo da je integrabilna nad o.
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Osobine dvostrukog integrala

Neka su realne funkcije dve promenljive f i g integrabilne nad
odgovaraju¢im oblastima.
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3) Ako je f(x,y) < g(x, y) za sve (x,y) € o, tada vaZi

// X,y dxdy<// (x, y) dxdy.
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Osobine dvostrukog integrala

4)

[ f(x,y)dxdy‘ < [[|f(x,y)|dxdy, za sve f:0 — R.
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Osobine dvostrukog integrala

4)

ff(x,y)dxdy‘ < ff|f x,y)| dxdy, za sve f : 0 — R.

5) Ako je g = inf f(x y), G= sup f(x,y)i Ao je povriina
(x.y)eo (x,y)€c
oblasti o, tada vaZi

glho < // f(x,y)dxdy < GAo.
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Osobine dvostrukog integrala

4)

ff(x,y)dxdy‘ < ff|f x,y)| dxdy, za sve f : 0 — R.
5) Ako je g :( m)f f(x y), G= sup f(x,y)i Ao je povriina

x.y)eeo (x,y)€o
oblasti o, tada vazi

glho < // f(x,y)dxdy < GAo.

6) Ako je f neprekidna nad o tada postoji bar jedna tatka
(cv, B) € o takva da je

/ / f(x,y) dxdy = f(a, B)Ao.

7) Ako je f neprekidna nad zatvorenom oblas¢u o tada je f
integrabilna nad o.
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Osobine dvostrukog integrala

8) Ako je f ogranitena nad o i neprekidna u svim tatkama oblasti
o, osim u tatkama koje leZe na kona&no mnogo glatkih krivih, tada
je f integrabilna nad o.
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Osobine dvostrukog integrala

8) Ako je f ogranitena nad o i neprekidna u svim tatkama oblasti
o, osim u tatkama koje leZe na kona&no mnogo glatkih krivih, tada
je f integrabilna nad o.

9) Ako je f(x,y) >0, za sve (x,y) € o, tada je

AV = // x,y) dxdy,

gde je AV zapremina cilindri¢nog tela V &ija je donja osnova
povrs o, omotal dobijen kretanjem izvodnice paralelne z-osi duz

ruba oblasti o, a gornja osnova je povrs koju izvodnica iseca na
povrsi z = f(x, y).
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8) Ako je f ogranitena nad o i neprekidna u svim tatkama oblasti
o, osim u tatkama koje leZe na kona&no mnogo glatkih krivih, tada
je f integrabilna nad o.

9) Ako je f(x,y) >0, za sve (x,y) € o, tada je

AV = // x,y) dxdy,

gde je AV zapremina cilindri¢nog tela V &ija je donja osnova
povrs o, omotal dobijen kretanjem izvodnice paralelne z-osi duz
ruba oblasti o, a gornja osnova je povrs koju izvodnica iseca na
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10) Ako je f(x,y) =1, za sve (x,y) € o, povrsina oblasti o je

Ao = // dxdy.
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Primer

Po definiciji izratunati [[ xy dxdy.

0<x<1

0<y<1
Resenje: Funkcija f(x,y) = xy je neprekidna nad oblaséu o =
{(x,y) € R2[0<x<1,0<y< 1}. Pravama x = ﬁ y = %
i,k =1,2,...,n delimo o na podoblasti oj, tj. kvadrate povrSine
Noj = i Dalje, uzimajuci gornja desna temena Mj, € o svakog

o) P oik, kako je f(L,%) = I dobija se

. ik 1 ; 1 .
[y = jim S5 KL~ im L5y
o i=1 k=1 i=1 k=1
— im Lnn+1)n(n+1) 1
a n|—>oon4 2 2 4
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|zra¢unavanje dvostrukog integrala

o={(x,y) eR?|a<x < b, a(x) <y < B(x)}.



Dvostruki integrali

|zra¢unavanje dvostrukog integrala

o={(x,y) eR?|a<x < b, a(x) <y < B(x)}.

Teorema

Neka je f : 0 — R neprekidna funkcija nad zatvorenom oblascu
o={(x,y) ER?*|a<x < b, a(x) <y < B(x)}, a< b, i neka su
a:[a,b] = R ip:[a,b] = R neprekidne funkcije. Tada je

b [ B(x)

/ / Ao, )iy = / / s

a  \a(x)
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|zra¢unavanje dvostrukog integrala

Sli¢no, ako je

o={(xy) eR?|c <y <d, y(y) <x<d(y)},

f je neprekidna realna funkcija nad zatvorenom oblas¢u o i funkcije
7,0 : [c,d] — R su neprekidne, tada je

d [ )
// f(x,y)dxdy = / / f(x,y)dx | dy.
a < X
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Primer

Izratunati  [[ xy dxdy.

0<x<1
0<y<1

Resenje:

1 /1 1 1
//xydxdy = / /xydy dx:/dx/xydy
0 \o 0 0
1 1

2.1 121 1

_ Xy _ _ X2

- / 2 ‘de_ /de_22‘o 4
0

N —
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Primer

2a V2ax
Izmeniti redosled integracije | = [dx [ f(x,y)dy, a> 0.
0 V2ax—x2
2
Redenje: Kako je y = V2ax & (§; = x Ay > 0), dok jey =

2ax —x2 & x2 —2ax +y2 = 0Ay > 0 & (x —a)? +y? =
a> Ay >0, a odatle je x = a+ \/a% — y?, te se dalje dobija

a a—y/a2—y? a 2a
I = /dy / f(x,y)dx+/dy / f(x,y)dx +
0 2 0 apy/a2oy?
2a 2a
I /dy/f(x,y)dx
a 2
2a

i
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Primer

Izralunati povrsinu oblasti ogranienu graficima funkcija y = x° i

y =Vx.

Resenje:

Aaz//dxdy =




Dvostruki integrali

Primer

Koristeci dvostruki integral izraCunati zapreminu tela
V={(x,y,z) ER30<z<2—x—y}.

Resenje: Kako je projekcija tela V' u xQy koordinatnu ravan oblast
o={(x,y) ER?2|0<x <2, 0<y<2—x}, dobijamo

Av - //(z_x_y)dxdy:jdx/12_X_y)dy
0 0
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|zra¢unavanje povrsine povrsi

Neka je S dvostrana, glatka povrs,

S:z="f(x,y), (x,y) €0,

zl, z)’, neprekidni prvi izvodi nad zatvorenom oblasti o = projo, S,
n_fyk _ 1
||| K| \/1+z’2+
Vektor normale na povrs S u taZki je vektor normale na tangentnu
ravan u toj tacki, tj.

i cosy = —, gde je ugao v = <(no, k).

z! z) 1 .
n=|-— X - ~ . Kako je AS =
0 ( \/1+z’2+z’27 \/1+z>’<2+z’27 \/1+z’2+z;2> J

n
lim ZAS = lim 3. 2% — |im Z 1422 + 22 Aoy, jer je
n—o0 i7] n—oo =7 €37 n—o0 i7]

ANoj=a-b=a-c-cosy=AS;- cos~, dobijamo

// \/ 1+ 22+ z? dxdy.

o=projxoy S

—
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|zra¢unavanje povrsine povrsi

Ako je S dvostrana, glatka povrs
S:x=x(t,u), y=y(t,u), z=z(t,u), (t,u) € D,

gde je D C R? zatvorena oblast ogranitena glatkom krivom L,
(povrs je glatka ako je preslikavanje D u S obostrano jednoznagno,
svi parcijalni izvodi funkcija x = x(t, u), y = y(t,u), z = z(t, u) su
Yi oz

je 2 asve (t,u) € D),
Y % ie2ase (tu)eD)

/

N . X
neprekidni i rang matrice [ H
X
u

tada je

AS = // VAB — C? dtdu,
D

gde je A= x?+yP?+ 22 B=x?+y?+ 22
C =xix, + vy, + 22,
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Smena promenljivih u dvostrukom integralu

@ Preslikavanje T : x = x(u,v), y = y(u, v) uzajamno
jednoznaéno preslikava otvorenu oblast # ravni uOv u otvorenu
oblast 6 ravni x0y.

@ Funkcije x = x(u,v) i y = y(u, v) su neprekidne kao i svi
njihovi prvi parcijalni izvodi nad 6.

o Jakobijan je razli¢it od 0, tj. J = 20X) — '

NS
AR

o

u,v ed.

// f(x,y) dxdy = // F(x(u, v), y(u,v))|J(u, v)| dudv.

N

N
N
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Smena polarnim koordinatama

Smena je x = rcos, y = rsiny, a Jakobijan

cos —rsin .
=1 . v i :rcos2g0+rsm2cp:r.
sinp  rcosyp

| k
|

Primer

Nadi [[ 1Y dxdy gde je o deo prstena 1 < x2+ y? < 4 u prvom
ag

kvadrantu.

Resenje: Uvodimo smenu: x = rcosp, y = rsingp, 1 < r < 2,

0<p<7, J=r.

X2+ dxdy — e e — %d 2 Pdr — 71 r22_
[e xdy = [[e"rdrdp = [ goflre r= s5é L
(oa w
Z(e* —e).
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Primer

Izracunati povrsinu povrsi

S={(x,y,2) ER3|z=2—x%2—y? z>0}.

Resenje: Projekcija povrsi S u xQy ravan je o : x> + y?> < 2, i
z)’< = —2x, z}’, = —2y, te uvodimo smenu: x = rcosy, y = rsiny,
0<r<v2,0<p<2n, [J=r.

AS = // V' 1+ 4x2 + 4y? dxdy

U:pronOy S

27 \/E
=] / dgp/ rv 1+4r2dr
0 0

12 V2 13rx
= 2r22./@ 423‘ -y
33 (1+4r?) .

i
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