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Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral

Neka su x(t), y(t) i z(t), t € [a, b] neprekidne funkcije.

@ Vektorska jednatina prostorne krive L C R3 je
L:7(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k, t € [a,b],

gde je r(t) vektor poloZaja taZke.
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gde je r(t) vektor poloZaja taZke.

@ Skalarna jednatina prostorne krive L C R3 je
L:x=x(t), y=y(t), z=2z(t), te]lab],
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Krivolinijski integral

Neka su x(t), y(t) i z(t), t € [a, b] neprekidne funkcije.
@ Vektorska jednatina prostorne krive L C R3 je
L:7(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k, t € [a,b],

gde je r(t) vektor poloZaja taZke.

@ Skalarna jednatina prostorne krive L C R3 je
L:x=x(t), y=y(t), z=2z(t), te]lab],

za t = a poletna tatka je A(x(a),y(a),z(a)),azat=>b
krajnja tatka je B(x(b), y(b), z(b)).

@ Skalarna jednatina ravne krive L C R? je

L:x=x(t), y=y(t), te]a,b.
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Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral

o L je glatka kriva ako su x{(t) i y;(t) neprekidne funkcije i
x2(t) + y2(t) > 0 za sve t € [a, b].
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Krivolinijski integral

o L je glatka kriva ako su x{(t) i y;(t) neprekidne funkcije i
x2(t) + y2(t) > 0 za sve t € [a, b].

@ Kriva L je glatka po delovima (deo po deo glatka) ako je unija
konagno mnogo glatkih krivih L;, i =1,2... n
(L:L1UL2U~~~UL,,).
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o Kriva L je Zordanova (prosta) ako je preslikavanje
t — (x(t),y(t)), t € [a, b] obostrano jednozna&no.
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Krivolinijski integral

o L je glatka kriva ako su x{(t) i y;(t) neprekidne funkcije i
x2(t) + y2(t) > 0 za sve t € [a, b].

@ Kriva L je glatka po delovima (deo po deo glatka) ako je unija
konagno mnogo glatkih krivih L;, i =1,2... n
(L:L1UL2U~~~UL,,).

o Kriva L je Zordanova (prosta) ako je preslikavanje
t — (x(t),y(t)), t € [a, b] obostrano jednozna&no.

@ Putanja je prosta po delovima glatka kriva, sem $to se,
eventualno, pocetna tatka A(x(a),y(a)) i krajnja tatka
B(x(b),y(b)) mogu poklapati. Ako je A= B kriva je
zatvorena.
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Krivolinijski integrali

Primer

Sledece krive nisu glatke, ali jesu po delovima glatke krive.

05 x=[t], y=t te[-11]
%(0) ne postoji 05




Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral po duZini krive (I vrste)

Neka je L putanja u xQy ravni i neka je f : D — R ograni¢ena
funkcija definisana nad oblad¢u D C R? koja sadrzi L.
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Krivolinijski integral po duZini krive (I vrste)

Neka je L putanja u xQy ravni i neka je f : D — R ograni¢ena
funkcija definisana nad oblad¢u D C R? koja sadrzi L.

Na L izaberimo proizvoljne tatke A= Ty, T1,..., T, = B koje dele
putanju L na n delova i neka je to podela T putanje L. DuZine
delova krive izmedu tadaka T;_1i T;, i=1,2,...,n, redom,
oznadimo sa AJ;.
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Krivolinijski integral po duZini krive (I vrste)

Neka je L putanja u xQy ravni i neka je f : D — R ograni¢ena
funkcija definisana nad oblad¢u D C R? koja sadrzi L.

Na L izaberimo proizvoljne tatke A= Ty, T1,..., T, = B koje dele
putanju L na n delova i neka je to podela T putanje L. DuZine
delova krive izmedu tadaka T;_1i T;, i=1,2,...,n, redom,
oznadimo sa AJ;.

Parametar podele T je u(T) = max Al;.
<i<n
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Krivolinijski integral po duZini krive (I vrste)

Neka je L putanja u xQy ravni i neka je f : D — R ograni¢ena
funkcija definisana nad oblad¢u D C R? koja sadrzi L.
Na L izaberimo proizvoljne tatke A= Ty, T1,..., T, = B koje dele
putanju L na n delova i neka je to podela T putanje L. DuZine
delova krive izmedu tadaka T;_1i T;, i=1,2,...,n, redom,
oznadimo sa AJ;.
Parametar podele T je u(T) = max Al.

1<i<n

Izmedu tadaka T;_1i T;, i = 1,2:.?. , n, redom, odaberemo
proizvoljnu tatku M;(&;,m;i) € Ti—1T;, i =1,2,...,n. Broj

Zf A/,—fo,,n,

i=1

naziva se integralna suma funkcije f(x,y) za podelu T i izbor
tataka M; € T;_1T;, i=1,2,...,n



Krivolinijski integrali

Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

I= lim S f(M)AL (1)
w(T)—0 =1

za svaku podelu putanje L, nezavisno od izbora podlukova iﬁ',-
i nezavisno od izbora tataka M; na podlukovima 7i1\7', tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo krivolinijski integral po duZini krive
funkcije f duZ putanje L
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Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

I= lim S f(M)AL (1)
w(T)—0 =1

za svaku podelu putanje L, nezavisno od izbora podlukova iﬁ',-
i nezavisno od izbora tataka M; na podlukovima 7i1\7', tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo krivolinijski integral po duZini krive
funkcije f duz putanje L i obelezavamo

= fim zn:f(l\/l,-)A/-:/f(x,y)d/: / F(x,y) dl.

w(T)—0 j=1 1 L(A,B)

Ukoliko je putanja zatvorena, koristimo oznaku § f(x,y) dl.
L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali | vrste duZ odgovarajuéih putanja.
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali | vrste duZ odgovarajuéih putanja.

1) Zasvea,feRisvef:D—R,g:D—R, LCD, vaZi
/(af(x,y)+ﬂg(x,y)) dl:a/f(x7y)d/+ﬂ/g(x7y)d/~
L

L L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali | vrste duZ odgovarajuéih putanja.
1) Zasvea,feRisvef:D—R,g:D—R, LCD, vaZi

/ (af(x,y) + ﬂg(x,y)) dl = a/ f(x,y)d + B/g(x,y)d/.
L L L

2) Ako je L= Lj ULy, i Ly i Ly imaju najvide jednu zajednitku

ta¢ku, tada vazi

/ f(Xa}/)d/:/f(X,Y)d/-i-/f(X,y)dl.

LULy Ly Ly
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali | vrste duZ odgovarajuéih putanja.
1) Zasvea,feRisvef:D—R,g:D—R, LCD, vaZi

/ (af(x,y) + ﬂg(x,y)) dl = a/ f(x,y)d + B/g(x,y)d/.
L L L

2) Ako je L= Lj ULy, i Ly i Ly imaju najvide jednu zajednitku

ta¢ku, tada vazi

/ f(x, y)d/:/f(x y)d/—i—/f(x,y)dl.
LULy
3) Ako je f(x,y) < g(x,y), za sve (x,y) € L, tada vazi

/xyd/ /gxyd/

L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

4)

ff(x,y)dl' < [|f(x,y)|dl, zasve f: D—R, LCD.
L L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

4)

[ f(x,y)dl
L

5) Ako je funkcija f neprekidna i f(x,y) > 0, za sve (x,y) € L,

tada [ f(x,y)d! postoji i jednak je povr3ini cilindri¢ne povrsi S
L
obrazovane izvodnicom koja se krece duZ putanje L paralelno z-osi,

ograni¢enoj sa x0y ravni i povrdi z = f(x, y).

< [|f(x,y)|dl, zasve f: D—R, LCD.
L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

4)

< [|f(x,y)|dl, zasve f: D—R, LCD.
L

L
5) Ako je funkcija f neprekidna i f(x,y) > 0, za sve (x,y) € L,

tada [ f(x,y)d! postoji i jednak je povr3ini cilindri¢ne povrsi S
L
obrazovane izvodnicom koja se krece duZ putanje L paralelno z-osi,

ograni¢enoj sa x0y ravni i povrdi z = f(x, y).
6) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata
parametarskl : x =x(t), y=y(t), t € [a,b], tada je

= /x2(t) + y{2(t) dt i vaZi

b
[ rorydi= [ x5 () + (o)

L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

7) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata u
eksplicitnom obliku L : y = y(x), x € [a, b], tada je

b
/f(w) d/:/f(X,Y(X))\/l—I—y/z(x) dx.

L
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Osobine krivolinijskog integrala | vrste

7) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata u
eksplicitnom obliku L : y = y(x), x € [a, b], tada je

b

[ foenydr= [ fGytn /1200 ox

L a

8) DuZina luka krive L od tatke A do tatke B je

/dl / X2(t) + y2(1) dt.

L(A,B)
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Krivolinijski integrali

Primer

Izratunati integral [(2—x—y)dl, gde je L deo jedini¢ne kruZnice sa
L

centrom u koordinatnom pocetku koji se nalazi u prvom i etvrtom
kvadrantu.
Resenje: Parametrizacija putanje je

™ T

L: x=cost, y = sint, te[_2’§]’

dakle, dl = \/x?(t) + y2(t)dt = \/(—sint)2 + (cos t)2dt = dt, a

traZeni integral je

2
/(2—x—y)d/ = /(2—cost—sint)dt:
L —3

= 2r—2=2(m—1).
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Krivolinijski integral po koordinatama (Il vrste)

Neka je L C R? putanja sa potetnom tatkom A i krajnjom B i

neka je f : D — R ograniena funkcija definisana nad oblas¢u
D C R? koja sadr¥i L.
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Krivolinijski integral po koordinatama (Il vrste)

Neka je L C R? putanja sa potetnom tatkom A i krajnjom B i
neka je f : D — R ograniena funkcija definisana nad oblas¢u
D C R? koja sadr¥i L.

Na L izaberimo proizvoljne tatke A= Ty, T1,..., T, =B,
Ti_1€l,i=1...,n, ineka je to podela T putanje L.
Odaberemo proizvoljnu tacku M;(&;,m;) € ﬁ, i=1,...,n.
Neka su T;(X;,y;), i = 0, 1... , n i AX,' = X;j — Xj—1.
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Krivolinijski integral po koordinatama (Il vrste)

Neka je L C R? putanja sa potetnom tatkom A i krajnjom B i
neka je f : D — R ograniena funkcija definisana nad oblas¢u
D C R? koja sadr¥i L.

Na L izaberimo proizvoljne tatke A= Ty, T1,..., T, =B,
Ti_1€l,i=1...,n, ineka je to podela T putanje L.
Odaberemo proizvoljnu tacku M;(&;,m;) € ﬁ, i=1,...,n.
Neka su T;(X;,y;), i = 0, 1... , n i AX,' = X;j — Xj—1.

Broj

S(T) =D f(M)Axi =) f(&m)Axi
i=1 i—1

naziva se integralna suma funkcije f(x,y) za podelu T i izbor
tataka M; € T,_1T;,i=1,2,...,n.
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Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

n

b= lim_ f(M;)Ax;, (2)
w(T)—0 j=1

za svaku podelu putanje L, nezavisno od izbora podlukova iﬁ',-

i nezavisno od izbora tataka M; sa podlukova T;_1T;, tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo krivolinijski integral po apscisi funkcije
f duz putanje L
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Ako postoji jedinstvena grani¢na vrednost

n

b= lim_ f(M;)Ax;, (2)
w(T)—0 j=1

za svaku podelu putanje L, nezavisno od izbora podlukova iﬁ',-

i nezavisno od izbora tataka M; sa podlukova T;_1T;, tada tu
grani¢nu vrednost nazivamo krivolinijski integral po apscisi funkcije
f duZ putanje L i obelezavamo

I, = n||—>ngo Zf(Mi)AXi :/f(x,y) dx.

w(T)—0 j=1 7
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali Il vrste duz odgovarajucih putanja.
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Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali Il vrste duz odgovarajucih putanja.
1) Zasvea,feRisvef:D—R,g:D—R, LCD, vaZi

/ (af(x,y) + ﬁg(x,y)) dx = a/ f(x,y)dx + ﬂ/g(x,y)dx.
L L L

2) Ako je L= Lj ULy, i Ly i Ly imaju najvide jednu zajednitku
tacku, tada vazi

/ f(XaY)dX:/f(XJ/)dX-i-/f(X,y)dx.

L1UL2 Ll L2
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

Neka za realne funkcije dve promenljive f i g postoje krivolinijski
integrali Il vrste duz odgovarajucih putanja.
1) Zasvea,feRisvef:D—R,g:D—R, LCD, vaZi

/ (af(x, y) + Bg(x, y)) dx = a / F(x,y)dx + 3 / g(x, y)dx.
L

L L
2) Ako je L= Lj ULy, i Ly i Ly imaju najvide jednu zajednitku
tacku, tada vazi
/ f(x,y)dx:/f(x,y)dx—i—/f(x,y)dx.
LULy Ly L,
3) [f(x,y)dx = — [ f(x,y)dx, gde je putanja —L odredena
L —L

istim skupom tacaka kao i putanja L, ali je suprotno orijentisana.
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

4)

ffxydx

< MAI gde je M= sup |f(x,y)|
(x.y)eL
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

4) ffxy Ydx| < MAI gde je M= sup |f(x,y)].
(x,y)eL

5) Ako je funkcija f neprekidna i f(x,y) >0, za sve (x,y) € L,
y =y(x), x € [a, b], tada je | [ f(x,y) dx| jednaka povrZini
L

projekcije S’ na x0z ravan cilindri¢ne povrdi S obrazovane
izvodnicom koja se kre¢e duz putanje L paralelno z-osi, ograni¢enoj
sa x0y ravani i povrsi z = f(x, y).
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Osobine krivolinijskog integrala Il vrste

4) < MAI, gde je M= sup |f(x,y)l|
(x.y)el

5) Ako je funkcija f neprekidna i f(x,y) >0, za sve (x,y) € L,
y =y(x), x € [a, b], tada je | [ f(x,y) dx| jednaka povrZini
L

projekcije S’ na x0z ravan cilindri¢ne povrdi S obrazovane
izvodnicom koja se kre¢e duz putanje L paralelno z-osi, ograni¢enoj
sa x0y ravani i povrsi z = f(x, y).

6) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata parametarski
L: x=x(t), y=y(t), te ﬁ, tada [ f(x,y)dx postoji i vaZi
L

b
/f(Xa)/) dX:/f(x(t),y(t))xg(t) dt.

L
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Krivolinijski integrali

7) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata u
eksplicitnom obliku L : y = y(x), x € [a, b], tada je

/ f(x,y)dx = /b f(x,y(x)) dx.

L

15 / 25
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7) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata u
eksplicitnom obliku L : y = y(x), x € [a, b], tada je
b

/ f(x,y)dx = / f(x,y(x)) dx.

L a

8) Ako je L zatvorena putanja tada integral ne zavisi od izbora
pocetne tacke.
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7) Ako je f neprekidna nad putanjom L koja je zadata u
eksplicitnom obliku L : y = y(x), x € [a, b], tada je
b

/ f(x,y)dx = / f(x,y(x)) dx.

L a

8) Ako je L zatvorena putanja tada integral ne zavisi od izbora
pocetne tacke.

Analogno definisemo krivolinijski integral po ordinati funkcije f duz
putanje L i obelezavamo

l, = n||_>n:|>o Zf(M;)Ay;Z/f(XJ)dY-
w(T)—0 j=1 L

Opsti krivolinijski integral Il vrste
J POx,y)dx+ Q(x,y) dy := [ P(x,y)dx + [ Q(x,y) dy.
L L L
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Krivolinijski integrali

Primer

Izratunati integral [(2 — x — y) dx, gde je L =AM U MB, A(1,0),
L

M(1,1) i B(0,1).

Resenje: AM : x =1, y =1t, t € [0,1], dakle, dx = 0dt i dy = dt,

dok je MB : x =t, y =1, t € [0,1], dakle, dx = dt, dy = 0dt, a
traZeni integral je

/(2—X—y)dx = 0/1(21t)-0—|—1/0(2t1)dt

L(A,B)
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Nezavisnost opsteg krivolinijskog integrala od putanje
integracije

Nekasu P: D — R i @ : D — R ograniene funkcije nad
jednostruko povezanom oblas¢u D. Krivolinijski integral
[ P(x,y)dx + Q(x,y) dy ne zavisi od putanje integracije nad

L
oblas¢u D ako za bilo koje dve tatke A, B € D i bilo koje dve
putanje L; i Ly iz D koje povezuju tatke A i B vazi

/ P(x,y)dx + Q(x,y) dy = / P(x,y) dx + Q(x,y) dy.

Ly L
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Krivolinijski integrali

Teorema

Integral [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy ne zavisi od putanje integracije
L

nad D ako i samo ako za svaku zatvorenu putanju L C D vaZi

j{P(X,y) dx + Q(x,y)dy = 0.
L




Krivolinijski integrali

Teorema

Integral [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy ne zavisi od putanje integracije
L

nad D ako i samo ako za svaku zatvorenu putanju L C D vaZi

j{P(X,y) dx + Q(x,y)dy = 0.
L

Dokaz: Neka je L C D zatvorena putanja, A, B € L. Ozna&mo
AmB =111 AnB=1L,, L=11U (—Lz).

%de+Qdy = /de+Qdy—|—/de—|—Qdy:
L AmB BnA
= /de+Qdy—/de+Qdy:0.
AmB AnB
Dakle, § Pdx + Qdy =0 <> [ Pdx + Qdy = [ Pdx + Qdy. O
[ L

L—m



Krivolinijski integrali

Teorema

Integral [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy ne zavisi od putanje integracije

L
nad konveksnim skupom D akko postoji funkcija V' : D — R takva
da je dV = Pdx + Qdy i tada vaZi

/P(x,y) dx + Q(x,y) dy = /dV — V(B) - V(A).

AB AB




Krivolinijski integrali

Teorema

Integral [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy ne zavisi od putanje integracije

L
nad konveksnim skupom D akko postoji funkcija V' : D — R takva
da je dV = Pdx + Qdy i tada vaZi

/m&nw+m&nw:/ﬁvzwm—vm)

AB AB )
X y
w&m:/mgmm+/ownw+a(mmu&men
X0 Yo




Krivolinijski integrali

Teorema

Neka su P, Q, Py, Q, neprekidne funkcije na jednostruko povezanoj
oblasti D. Integral | Pdx+ Qdy ne zavisi od putanje integracije nad
L

D akko P, = Q.



Krivolinijski integrali

Teorema

Neka su P, Q, Py, Q, neprekidne funkcije na jednostruko povezanoj
oblasti D. Integral | Pdx+ Qdy ne zavisi od putanje integracije nad
L

D akko P, = Q.
lzratunati | = [ (x+y)dx+ (x — y)dy, gde je A(0,0), B(1,1).
L(A,B)



Krivolinijski integrali

Teorema

Neka su P, Q, Py, Q, neprekidne funkcije na jednostruko povezanoj
oblasti D. Integral | Pdx+ Qdy ne zavisi od putanje integracije nad
L

D akko P, = Q.

Primer

lzratunati | = [ (x+y)dx+ (x — y)dy, gde je A(0,0), B(1,1).
L(A,B)

Resenje: Za P(x,y) =x+y, Q(x,y) =x —y, vaZi 8y =1, = 8x'

dakle, integral ne zavisi od putanje /ntegracue vec samo od pocetne

i krajnje tacke. Dalje, V(x,y) = f(t + yo)dt + f x—t)dt+ C =

20 Yo
Shxy -5+ G (%Y =P 9 =Q dV = Pdx+ Qdy), te
dobjjamo | = V(B) - V(A)=1+ G —(0+ G) =1.

o
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Integral [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z) dz ne zavisi od
L

putanje integracije nad jednostruko povezanoj oblas¢u D akko vaZi
jedan od uslova

) f Pdx + Qdy + Rdz = 0, duz svake zatvorene putanje
L
LcD.
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Integral [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z) dz ne zavisi od
L

putanje integracije nad jednostruko povezanoj oblas¢u D akko vaZi
jedan od uslova

) f Pdx + Qdy + Rdz = 0, duz svake zatvorene putanje
L

LcD.

@ postoji funkcija V : D — R takva da je
dV = Pdx + Qdy + Rdz i tada vazi

[ Pdx+Qdy+Rdz= [ dV =V(B)— V(A).
AB AB
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Integral [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z) dz ne zavisi od
L

putanje integracije nad jednostruko povezanoj oblas¢u D akko vaZi
jedan od uslova

) f Pdx + Qdy + Rdz = 0, duz svake zatvorene putanje
L

LcD.

@ postoji funkcija V : D — R takva da je
dV = Pdx + Qdy + Rdz i tada vazi
| Pdx+ Qdy +Rdz= [ dV =V(B)— V(A).
AB AB

oP _ 0Q 9P _ OR 0Q _ IR ; ;
® 5 = G = oxr D2 = oy gde su P, Q, R neprekidne i

imaju neprekidne prve parcijalne izvode.



Krivolinijski integrali

Integral [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z) dz ne zavisi od
L

putanje integracije nad jednostruko povezanoj oblas¢u D akko vaZi
jedan od uslova

) f Pdx + Qdy + Rdz = 0, duz svake zatvorene putanje
L

LcD.

@ postoji funkcija V : D — R takva da je
dV = Pdx + Qdy + Rdz i tada vazi
| Pdx+ Qdy +Rdz= [ dV =V(B)— V(A).
AB AB

oP _ 0Q 9P _ OR 0Q _ IR ; ;
® 5 = G = oxr D2 = oy gde su P, Q, R neprekidne i

imaju neprekidne prve parcijalne izvode.

X

y
Vx,y.z) = / P(t, yo. 20) dt + / Qx, t. 20) dt + / R(x.y,t)dt + C,
Yo

X0

z

20

(%0, ¥0, 20), (x,y,2) € D.
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Primer

lzratunati | = [ (2xy® — 2z)dx + (3x%y? + 1)dy + (3 — 2x)dz,
L(A,B)
gde je A(0,0,0), B(1,0,1).
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lzratunati | = [ (2xy® — 2z)dx + (3x%y? + 1)dy + (3 — 2x)dz,
L(A,B)

gde je A(0,0,0), B(1,0,1).
Resenje: Za P(x,y,z) = 2xy — 2z, Q(X v,z) = 3x%y2 + 1
R(x,y,z) = 3 — 2x, vaZi & = = 6xy° = 8(‘) 9P — _9 = ‘g’j i

ox ' 0z
% =0= 2—5, da_k/e, {'n.tegra/ ne zavisi od putanje integracije, vec
samo od pocetne i krajnje tacke. Dalje,

X y z
V(x,y,z) = [(2tyd —2z0)dt+ [(3x*t?+1)dt+ [(3—2x)dt+ C =
X0 Yo 20
Xy} —2xz+y +3z2+ G %—\; = [P, %—y = Q, %—\Z/ = R,
dV = Pdx + Qdy + Rdz), te dobijamo | = V(B) — V(A) =
—243+G-(0+G)=1.
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Krivolinijski integrali

Formula Grina

Formula Grina daje vezu izmedu dvostrukog integrala i opSteg
krivolinijskog integrala.

Teorema

(Formula Grina) Neka je o C R? zatvorena oblast ogranicena pozi-
tivno orijentisanom zatvorenom putanjom L i neka su realne funkcije
P, Q, P, i Qx neprekidne nad nekom otvorenom oblas¢u koja sadrZi
o. Tada vazi

j{de + Qdy = // <% — (9_P> dxdy.




Krivolinijski integrali

Dokaz: Neka je o = {(x,y) € R?|a < x < 3, h(x) <y < g(x)},
funkcije h(x) i g(x) su neprekidne nad [a, (], o, 8 € R,

h(x) < g(x), x € [, f]. Kako su P i P, neprekidne nad otvorenom
obladéu koja sadrzi o, imamo 55 P(x,y)dx = — ff 8—dedy, jer

[] 55 dxdy = Jﬂwnfﬁ>xyW—Jﬂanw>

umumwz—h )w—fﬁ x))dx =
le Bl,Al) X y dX fA A X y dX— sz (A,B) P(Xa)/)dx -

fBBI x,y)dx = — ¢, P(x,y)dx.
Ako je o unija k oblasti prethodnog oblika, tj. o = Uf-‘zla,-
f P(x,y)dx = —ff gdedy, i=1,2,...k, te sabiranjem

dobuamo Zeljenu Jednakost
Analogno se dokazuje f Q(x,y)dy = ff dxdy, za

o={(x,y) eR?|a< y < b, u(y) < x < v(y)}, azatim za
o=U!,0;. 0O



Krivolinijski integrali

Formula Grina

Primer

Izracunati | = fl_ xy’dy — x?ydx, gde je L pozitivno orijentisana
kruZnica L : x> + y> = a%, a> 0

a) direktno, b) primenom formule Grina.

J
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Krivolinijski integrali

Formula Grina

Primer

Izracunati | = fl_ xy’dy — x?ydx, gde je L pozitivno orijentisana
kruZnica L : x> + y> = a%, a> 0

a) direktno, b) primenom formule Grina.

Resenje:
a)L: x=acost, y = asint, t € [0,27], te je dx = —asin tdt i
dy = acos tdt

| =2a3% 0 ™ cos? tsin® tdt = = 027r5|n 2tdt

_ a* f27f 1—cosdt 4 a*m
2 2
b)P(xy)——xy Q(xy)—xy2 te je P, = —x2, a Qx = y°.
Za o : x* + y?> < a°, uvodenjem smene x = rcosy, y = rsing,
r€[0,a], ¢ €[0,27], J = r, imamo
4

1= [[,(2+y?)dxdy = [§7 do [§ rPdr = 2n %} ;: d.

>
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