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Kompleksni brojevi, kompleksna funkcija i njen izvod

Kompleksni brojevi

@ Algebarski oblik kompleksnog broja z € C je z = x + iy,
x,y € R, gde je i2 := —1, i je imaginarna jedinica, Rez = x
je realni deo kompleksnog broja z, a Im z = y je imaginarni
deo kompleksnog broja z.
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je realni deo kompleksnog broja z, a Im z = y je imaginarni
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Kompleksni brojevi

@ Algebarski oblik kompleksnog broja z € C je z = x + iy,
x,y € R, gde je i2 := —1, i je imaginarna jedinica, Rez = x
je realni deo kompleksnog broja z, a Im z = y je imaginarni
deo kompleksnog broja z.

@ Moduo (modul) kompleksnog broja z je |z| = \/x? + y?, a
Z = x — iy je konjugovano kompleksni broj kompl. broja z.

@ z1=2 < Rezz=Rez A Imz; =Im2z.
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Kompleksni brojevi

@ Algebarski oblik kompleksnog broja z € C je z = x + iy,
x,y € R, gde je i2 := —1, i je imaginarna jedinica, Rez = x
je realni deo kompleksnog broja z, a Im z = y je imaginarni
deo kompleksnog broja z.

@ Moduo (modul) kompleksnog broja z je |z| = \/x? + y?, a
Z = x — iy je konjugovano kompleksni broj kompl. broja z.

@ z1=2 < Rezz=Rez A Imz; =Im2z.

P =1L = =— -— == z zr
021:|:Z2221ﬂ222, Z1-2p = 21 * 22, (z_;):z:;
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Kompleksni brojevi

@ Algebarski oblik kompleksnog broja z € C je z = x + iy,
x,y € R, gde je i2 := —1, i je imaginarna jedinica, Rez = x
je realni deo kompleksnog broja z, a Im z = y je imaginarni
deo kompleksnog broja z.

@ Moduo (modul) kompleksnog broja z je |z| = \/x? + y?, a
Z = x — iy je konjugovano kompleksni broj kompl. broja z.

@ z1=2 < Rezz=Rez A Imz; =Im2z.

- o o >
021:|:Z2221ﬂ222, Z1 - 2p = 21 * 22, (Z_i):

NI

® Zasvez € C, vazi: Rez =22 Imz= %7, z-2 =z~
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@ Argument kompleksnog broja z € C je Argz = arg z + 2k,
k € Z, gde je argz = ¢, ¢ € [0,27) glavna vrednost
argumenta.
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@ Argument kompleksnog broja z € C je Argz = arg z + 2k,
k € Z, gde je argz = ¢, ¢ € [0,27) glavna vrednost
argumenta.

@ Trigonometrijski oblik kompleksnog broja z je
z = |z|(cos Arg z + isin Arg z) = |z|(cos ¢ + isin p).
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z = |z|eAT87 = |z|e%.
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@ Argument kompleksnog broja z € C je Argz = arg z + 2k,
k € Z, gde je argz = ¢, ¢ € [0,27) glavna vrednost
argumenta.

@ Trigonometrijski oblik kompleksnog broja z je
z = |z|(cos Arg z + isin Arg z) = |z|(cos ¢ + isin p).

@ Eksponencijalni oblik kompleksnog broja z je
z = |z|eAT87 = |z|e%.

@ Otvorena e-okolina kompleksnog broja zj je
{zeC|d(z,zn)<e}={z€C||z— 2z < €}

@ Jedini¢na sfera, takva da joj je kompleksna ravan tangentna
ravan u tacki z = 0 i preZnik NS normalan na kompleksnu
ravan, naziva se Rimanova sfera. Na Rimanovoj sferi tatka N
odgovara beskona¢nom kompleksnom broju u oznaci oc.
Realni deo, imaginarni deo i argument broja co se ne definisu,
a modul je +00. Prosireni skup kompleksnih brojeva sadrZi
sve kompleksne brojeve ukljuujuéi i co. Otvorena e-okolina
broja oo je {z € C | |z| > €}
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Kompleksni brojevi

lim z, =00 akko lim |z,| =400 (+» lim — =0).
n—o00 n—o00 n—o0 Z,
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Kompleksni brojevi

. . o1
lim z, = oo akko lim |z,| = 400 («» lim —
n—o00 n—o00 n—oo 7z,
Neka su u # 0, u,v # oco. Ako z, = 00, v, — v, tada
Zn + Vp — 00+ V.

0).

@ootv=vioo=00, 0O -U=U:-00=00:'00= 00,
v > u __
o - =0, =£=00, §g=o00.

" . .. .
@ 00+ 00", ,0-00", ,,z", ,,% nisu definisani.
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Kompleksni brojevi

lim z, = oo akko
n—o0 z,

n—o0o
Neka su u # 0, u,v # oco. Ako z, = 00, v, — v, tada

lim |zp| = 400 (+» lim — =0).
n—o0

Zn + Vp — 00+ V.
@ootv=vioo=00, 0O -U=U:-00=00:'00= 00,

=0, % =00, §g=o00.

® 5= u

@ 00+ 00", ,0-00", ,,%", ,,%H nisu definisani.
Krivau C je L: z(t) = x(t) + iy(t), t € [a, b] C R. Ako je
preslikavanje [a, b] — L obostrano jednozna&no i L deo po deo
glatka kriva, tada je L putanja. Putanja L za koju je z(a) = z(b)
je zatvorena putanja. Unutradnjost (lat. interior) zatvorene putanje

L oznatavamo sa int L, a spoljasnjost (lat. exterior) sa ext L.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako vrednosti z = x + iy iz skupa D, z € D C C, po pravilu f
pridruzimo w = P+ iQ, w € C, tada je f kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako vrednosti z = x + iy iz skupa D, z € D C C, po pravilu f
pridruzimo w = P+ iQ, w € C, tada je f kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.

@ Skup D je definicioni skup (domen), a (D) je skup slika
(kodomen) funkcije f.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako vrednosti z = x + iy iz skupa D, z € D C C, po pravilu f
pridruzimo w = P+ iQ, w € C, tada je f kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.

@ Skup D je definicioni skup (domen), a (D) je skup slika
(kodomen) funkcije f.

e Pisemo w = f(z) = P+ iQ, gde su P = P(x,y) i
Q@ = Q(x,y) realne funkcije dve realne promenljive.
w=P(x,y)+iQ(x,y) = Ref(z) + ilm f(z).
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako vrednosti z = x + iy iz skupa D, z € D C C, po pravilu f
pridruzimo w = P+ iQ, w € C, tada je f kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.

@ Skup D je definicioni skup (domen), a (D) je skup slika
(kodomen) funkcije f.

e Pisemo w = f(z) = P+ iQ, gde su P = P(x,y) i
Q@ = Q(x,y) realne funkcije dve realne promenljive.
w=P(x,y)+iQ(x,y) = Ref(z) + ilm f(z).

@ Funkcija w = |z| je jednozna&na funkcija, dok je w = /z
videznaéna (n-znaéna) funkcija.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako vrednosti z = x + iy iz skupa D, z € D C C, po pravilu f
pridruzimo w = P+ iQ, w € C, tada je f kompleksna funkcija
kompleksne promenljive.

@ Skup D je definicioni skup (domen), a (D) je skup slika
(kodomen) funkcije f.

e Pisemo w = f(z) = P+ iQ, gde su P = P(x,y) i
Q@ = Q(x,y) realne funkcije dve realne promenljive.
w=P(x,y)+iQ(x,y) = Ref(z) + ilm f(z).

@ Funkcija w = |z| je jednozna&na funkcija, dok je w = /z
videznaéna (n-znaéna) funkcija.

o Za funkciju w = 2% = (x + iy)?, P(x,y) = x> —y?, a
Qx,y) = 2xy.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Kompleksni broj wg je grani¢na vrednost funkcije f : D — C,
D C C, u tatki zg € C ako za svaku e-okolinu tatke wqg postoji
d-okolina tacke zp takva da se funkcijom f d-okolina tacke zg,
bez same tacke zg, preslikava u e-okolinu tacke wy, tj.

(Ve > 0)(F9(e) >0)(0 < |z— 29| <0 = |f(2) —wo| <€) i
pidemo lim f(z) = wo.
Z—2Z0
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@ Kompleksni broj wg je grani¢na vrednost funkcije f : D — C,
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@ Ako je wp grani€na vrednost funkcije f u tacki zy i f(zp) = wp
tada je f neprekidna u tacki zg, tj. lim f(z) = f(z).
Z—2Z)
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Kompleksni broj wg je grani¢na vrednost funkcije f : D — C,
D C C, u tatki zg € C ako za svaku e-okolinu tatke wqg postoji
d-okolina tacke zp takva da se funkcijom f d-okolina tacke zg,
bez same tacke zg, preslikava u e-okolinu tacke wy, tj.

(Ve > 0)(F9(e) >0)(0 < |z— 29| <0 = |f(2) —wo| <€) i
pidemo lim f(z) = wo.
Z—2Z0

@ Ako je wp grani€na vrednost funkcije f u tacki zy i f(zp) = wp
tada je f neprekidna u tacki zg, tj. lim f(z) = f(z).
Z—2Z)

o Neka je f(z) = f(x+iy) = P(x,y) +iQ(x,y), f je neprekidna
u tatki zp = xp + iyp akko su P i Q neprekidne u (xo, yp) i
Jim P(x,y) =, lim Q(x,y) =B if(z)=a+ib=wo.

Y=o y—=yo
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Funkcija f : D — C, D C C je neprekidna u oblasti D ako je
neprekidna u svakoj tacki oblasti D. Zbir, proizvod, koli¢nik i
kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Funkcija f : D — C, D C C je neprekidna u oblasti D ako je
neprekidna u svakoj tacki oblasti D. Zbir, proizvod, koli¢nik i
kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

@ Funkcija w = f(z) definisana u nekoj okolini tatke z je
diferencijabilna u tacki zy akko postoji

f(z) - f(z0)

f(zo + Az) — f
jim [0+ 82) = fz0) o F2) = Fz0)
Az—0 Nz =7y Z— Z
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Funkcija f : D — C, D C C je neprekidna u oblasti D ako je
neprekidna u svakoj tacki oblasti D. Zbir, proizvod, koli¢nik i
kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

@ Funkcija w = f(z) definisana u nekoj okolini tatke z je
diferencijabilna u tacki zy akko postoji

im f(zo—l—Az)—f(zo)’ G, lim f(z)—f(zo).

Az—0 Nz =7y Z— Z

@ Ovu grani¢nu vrednost nazivamo izvodom funkcije w = f(z) u

tatki zo i oznatavamo f'(z), % (z) ili 4
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da

je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
X ! df :p: df
z € D oznatavamo f'(z), L ili (z2).
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da
je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
z € D oznatavamo f'(z), 4 ili 4 (2).

@ lzraz f(zg + Az) — f(z9) oznatavamo Af(zp) i nazivamo ga
prirastaj funkcije f u zy, a Az = z; — zg nazivamo prirastajem
nezavisne promenljive z.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da
je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
z € D oznatavamo f'(z), 4 ili 4 (2).

@ lzraz f(zg + Az) — f(z9) oznatavamo Af(zp) i nazivamo ga
prirastaj funkcije f u zy, a Az = z; — zg nazivamo prirastajem
nezavisne promenljive z.

@ Sa df i dz oznalavamo diferencijal funkcije f i nezavisne
promenljive z.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da
je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
z € D oznatavamo f'(z), 4 ili 4 (2).

@ lzraz f(zg + Az) — f(z9) oznatavamo Af(zp) i nazivamo ga
prirastaj funkcije f u zy, a Az = z; — zg nazivamo prirastajem
nezavisne promenljive z.

@ Sa df i dz oznalavamo diferencijal funkcije f i nezavisne
promenljive z.

o fl(z) = Z—Z(z) = A“zrio AAf(ZZ) — Iim %.
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da
je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
z € D oznatavamo f'(z), 4 ili 4 (2).

@ lzraz f(zg + Az) — f(z9) oznatavamo Af(zp) i nazivamo ga
prirastaj funkcije f u zy, a Az = z; — zg nazivamo prirastajem
nezavisne promenljive z.

@ Sa df i dz oznalavamo diferencijal funkcije f i nezavisne
promenljive z.

> 1(e) = () = lim, 55 = fim,

@ Zbir, proizvod, koli¢nik, sloZzena funkcija se diferenciraju po
istim pravilima kao u realnoj analizi
(z") = nz""1, (7)) = €7,. ..

f(z+Az)—f(z)
Az :
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Kompleksna funkcija kompleksne promenljive

@ Ako je f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da
je ona diferencijabilna u oblasti D i njen prvi izvod u tacki
z € D oznatavamo f'(z), 4 ili 4 (2).

@ lzraz f(zg + Az) — f(z9) oznatavamo Af(zp) i nazivamo ga
prirastaj funkcije f u zy, a Az = z; — zg nazivamo prirastajem
nezavisne promenljive z.

@ Sa df i dz oznalavamo diferencijal funkcije f i nezavisne
promenljive z.

. Nf(z . f(z+Az)—f(z
o f'(2) = g(2) = Jim SFE = lim ()

@ Zbir, proizvod, koli¢nik, sloZzena funkcija se diferenciraju po
istim pravilima kao u realnoj analizi
(z") = nz""1, (%) = €7, ...

@ Ako je f diferencijabilna u unutrasnjoj tacki oblasti D, tada je
ona neprekidna u toj tacki.
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Kosi-Rimanovi uslovi

Ako je f diferenci;abilna uz tada Az=A~Ax+iAy =0

% ne zavisi od tgarg Az = %

df d(P(x,y) +iQ(x,y))

E(Z) d(x + iy)
dP +idQ  Pydx+ P,dy +i(Qxdx + Q,dy)
dx +idy dx + idy
(Px + iQx)dx + i(—iPx + Q,)dy
dx + idy '
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Kosi-Rimanovi uslovi

Ako je f diferencijabilna u z, tada Az = Ax+iAy =0
f(z-l-Az)—f(z{ Ay
Az

ne zavisi od tgarg Az = z.
: df d(P(x,y) +iQ(x,y))
@) = Z@ ="
dP +idQ  Pydx+ P,dy +i(Qxdx + Q,dy)
dx +idy dx + idy
(Px + iQx)dx + i(—iPx + Q,)dy
dx + idy '

Odavde je PX‘;"QX = _iPy1+Qy, te su potrebni uslovi
diferencijabilnosti funkcije f(x + iy) = P(x,y) + iQ(x, y) koji se
nazivaju Kosi-Rimanovi uslovi

‘Px:Qyu Py:_ x"




Kompleksni brojevi, kompleksna funkcija i njen izvod

Teorema

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f : D — C, f(z) = f(x+iy) =
P(x,y) + iQ(x,y), bude diferencijabilna u tatki z = x + iy, z € D
Je da funkcije P i Q budu diferencijabilne u tacki (x,y) i da vaZi
Pi=Qy i P, =—0Qx.
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Teorema

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f : D — C, f(z) = f(x+iy) =
P(x,y) + iQ(x,y), bude diferencijabilna u tatki z = x + iy, z € D
Je da funkcije P i Q budu diferencijabilne u tacki (x,y) i da vaZi
Pi=Qy i P, =—0Qx.

Dovoljan uslov diferencijabilnosti funkcije f je egzistencija i
neprekidnost Py, P,, Qi Q, uz KoSi-Rimanove uslove.
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Teorema

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f : D — C, f(z) = f(x+iy) =
P(x,y) + iQ(x,y), bude diferencijabilna u tatki z = x + iy, z € D
Je da funkcije P i Q budu diferencijabilne u tacki (x,y) i da vaZi
Pi=Qy i P, =—0Qx.

Dovoljan uslov diferencijabilnosti funkcije f je egzistencija i
neprekidnost Py, P,, Qi Q, uz KoSi-Rimanove uslove.

f'(z) = Py +iQx = Qy — iP, = Py — iP, = Q, + iQx.
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Teorema

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f : D — C, f(z) = f(x+iy) =
P(x,y) + iQ(x,y), bude diferencijabilna u tatki z = x + iy, z € D
Je da funkcije P i Q budu diferencijabilne u tacki (x,y) i da vaZi
Pi=Qy i P, =—0Qx.

Dovoljan uslov diferencijabilnosti funkcije f je egzistencija i
neprekidnost Py, P,, Qi Q, uz KoSi-Rimanove uslove.

f'(z) = Py +iQx = Qy — iP, = Py — iP, = Q, + iQx.
Za funkciju f(z) = f(re’?) = P(r,¢) +iQ(r, ¢), potreban i
dovoljan uslov diferencijabilnosti:
® P(r,p), Q(r, ) diferencijabilne u (r, ¢),
o P, =19, P,=-r0,.

F(2) = —2(Pp +1Qy) = Z(Pr +iQ,)

i
z



Kompleksni brojevi, kompleksna funkcija i njen izvod

Primer

Ispitati diferencijabilnost i nadi izvod funkcije f(z) = € = XtV =
e - eV = e(cosy +isiny).

Resenje: Kako je P(x,y) = €*cosy, Q(x,y) = e€*siny, Py =
e“cosy = Q,, P, = —eXsiny = —Qy, to je (e*) = f'(z) =
eXcosy + ie“siny = eX(cosy + isiny) = e - eV = €.
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Primer

Ispitati diferencijabilnost i nadi izvod funkcije f(z) = € = XtV =
e - eV = e(cosy +isiny).

Resenje: Kako je P(x,y) = €*cosy, Q(x,y) = e€*siny, Py =
e“cosy = Q,, P, = —eXsiny = —Qy, to je (e*) = f'(z) =
eXcosy + ie“siny = eX(cosy + isiny) = e - eV = €.

v
Primer

Ispitati diferencijabilnost i naci izvod funkcije f(z) = |z|> = x?+y2.
Reenje: Kako su P(x,y) = x>+ y?, Q(x,y) = 0, parcijalni izvodi
su neprekidne funkcije Py = 2x, Q, = 0, P, = 2y, Qx = 0,
ali Kosi-Rimanovi uslovi su ispunjeni samo za z = 0, te funkcija
diferencijabilna samo u tacki z =0 i f'(0) = 0.

o
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Primer

Ispitati diferencijabilnost i naci izvod funkcije f(z) = z", n € N.
Resenje: f(z) = z" = r"e™ = r"cosny + ir"sin np, odatle je
P, = nr"Lcos np, P, = —nr"sinny, Q, = nr"1sin np, Q, =
nr" cos np, dakle, vaZi

1
Pr=—-Q, i Pp=-rQ.

(z") = f'(z) = f'(re'?) = Lo(P, +iQ,) = e "(nr"" cos np +
inr"Lsin np) = e~ nr"—leie = prr-lei(n—1)¢ = pzn-1

12 / 14
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Analiti¢ka funkcija

Funkcija f : D — C, D C C je analiticka u tacki zg € D ako
postoji okolina tatke zy takva da je f diferencijabilna u svakoj
tacki te okoline. Funkcija je analiti¢ka na skupu D ako je analiti¢ka
u svakoj tacki skupa D.
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Funkcija f : D — C, D C C je analiticka u tacki zg € D ako
postoji okolina tatke zy takva da je f diferencijabilna u svakoj
tacki te okoline. Funkcija je analiti¢ka na skupu D ako je analiti¢ka
u svakoj tacki skupa D.

Funkcija f(z) = |z|? je diferencijabilna u tatki z = 0, ali nije ana-
liticka u tacki z = Q jer nije diferencijabilna ni u jednoj drugoj tacki.
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Funkcija f(z) = |z|? je diferencijabilna u tatki z = 0, ali nije ana-
liticka u tacki z = Q jer nije diferencijabilna ni u jednoj drugoj tacki.

Tacke u kojima je funkcija analiti¢ka su regularne tacke, a one u
kojima nije analiti¢ka su singularne tacke ili singulariteti funkcije.



Kompleksni brojevi, kompleksna funkcija i njen izvod

Analiti¢ka funkcija

Funkcija f : D — C, D C C je analiticka u tacki zg € D ako
postoji okolina tatke zy takva da je f diferencijabilna u svakoj
tacki te okoline. Funkcija je analiti¢ka na skupu D ako je analiti¢ka
u svakoj tacki skupa D.

Funkcija f(z) = |z|? je diferencijabilna u tatki z = 0, ali nije ana-
liticka u tacki z = Q jer nije diferencijabilna ni u jednoj drugoj tacki.

Tacke u kojima je funkcija analiti¢ka su regularne tacke, a one u

kojima nije analiti¢ka su singularne tacke ili singulariteti funkcije.
. . .. .. 2, . 92 .
Funkcija u je harmonijska funkcija ako su % i g—y‘; neprekidne

e o 82u 82u .
funkcije i vazi 55 + a2 = 0.
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Analiti¢ka funkcija

Funkcija f : D — C, D C C je analiticka u tacki zg € D ako
postoji okolina tatke zy takva da je f diferencijabilna u svakoj
tacki te okoline. Funkcija je analiti¢ka na skupu D ako je analiti¢ka
u svakoj tacki skupa D.

Funkcija f(z) = |z|? je diferencijabilna u tatki z = 0, ali nije ana-
liticka u tacki z = Q jer nije diferencijabilna ni u jednoj drugoj tacki.

Tacke u kojima je funkcija analiti¢ka su regularne tacke, a one u
kojima nije analiti¢ka su singularne tacke ili singulariteti funkcije.

Funkcija u je harmonijska funkcija ako su % i giy‘; neprekidne

funkcije i vazi 24 4 giyg =0.
Ako je f(z) = f(x + iy) = P(x,y) + iQ(x, y) analititka funkcija
tada su P i Q harmonijske funkcije.
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Primer

Odrediti analiticku funkciju f(z) = f(x+iy) = P(x,y)+i(2xy+5y),
tako da vaZi f(i) = 5i.

Resenje: Kako je Q(x,y) = 2xy + 5y, dobijamo Q, =2y = —P,.
Odatle je

2y2
P(x,y) :/—dey: —74‘90(’()-
Dakle, P, = ¢/(x) = 2x + 5 = Q,, te je o(x) = x> + 5x + C.
f(z):f(x+iy):(X2+5x—y2+C)+i(2xy+5y)

=x?+2xyi —y?> +5(x +iy)+ C=2>+5z+ C.

Kako je f(i) =5i — 1+ C = 5/, dobijamo da je C =1 i kona&no je
f(z) =z + 5z + 1.

i



