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Neka je f : D — C, D C C kompleksna funkcija kompleksne
promenljive.

@ Ako je f analiti¢ka funkcija na D, onda je izvodna funkcija f’
neprekidna funkcija na D.
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Neka je f : D — C, D C C kompleksna funkcija kompleksne
promenljive.

@ Ako je f analiti¢ka funkcija na D, onda je izvodna funkcija f’
neprekidna funkcija na D.

@ Analiti¢ka funkcija ima izvod proizvoljnog reda n u svim
regularnim ta¢kama i svi izvodi su analiti¢ke funkcije.

@ Ako je f analiti¢cka funkcija u tacki zg, onda je
o

f(z) = > an(z—20)", z € O(zp), tj. postoji konvergentan

n=0
stepeni red koji reprezentuje f u okolini O(z) tatke zp.

o
@ Ako je funkcija f definisana sa f(z) = Y an(z — z0)", gde z
n=0
pripada oblasti konvergencije stepenog reda |z — z| < r, onda
je f analiti¢ka funkcija.
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Osobine analiti¢kih funkcija

@ Ako je f analititka na D i f/(z) # 0, z € D, tada nad oblas¢u
slika funkcije f postoji inverzna funkcija z = p(w), koja je
analiti¢ka i za svako zg € D je
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Flz0) = Ci)

, gde je wp = f(zp).
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Osobine analiti¢kih funkcija

@ Ako je f analititka na D i f/(z) # 0, z € D, tada nad oblas¢u
slika funkcije f postoji inverzna funkcija z = p(w), koja je
analiti¢ka i za svako zg € D je

1
¢(wo)

f'(z0) = , gde je wo = f(20).

@ Ako je f analiti¢ka funkcija na zatvorenoj oblasti D,
maksimum modula vrednosti funkcije (mag)<|f(z)|) bic¢e
ze

dostignut na rubu oblasti D.

@ Ako je f analititka na C i ograni¢ena nad C, onda je f
jednaka konstanti.
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ta¢ku nagomilavanja.
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Osobine analiti¢kih funkcija

@ Dve analiti¢ke funkcije u oblasti D su jednake nad D ako su
jednake nad bilo kojim beskonaénim podskupom koji u D ima
ta¢ku nagomilavanja.

@ Ako niz (ili red) funkcija fi, analiti¢ckih na otvorenoj oblasti D,
konvergira uniformno ka f, tada je f analiticka na D i niz (ili
red) izvoda f; uniformno konvergira ka f’ na D (uniformna
konvergencija niza funkcija u C se definiSe analogno kao u
realnoj analizi).

o KaZemo da je f analititka u tagki oo ako je f(1) analititka u
tacki z = 0.
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Elementarne funkcije

1. Funkcije €%, sin z, cos z.
Funkcije €%, sinz i cosz, za z € C, definisane su sa

ZNn . (_1)n22n+1 (—1)"22"
z __ s — -~ = -_
e —; R sin z ; (2n+1)! , COSZ nz_% (2n)|

Sve tri funkcije su analiti¢ke u celoj kompleksnoj ravni.

o (e?) =¢€*, (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz,
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1. Funkcije €%, sin z, cos z.
Funkcije €%, sinz i cosz, za z € C, definisane su sa

zn (_1)n22n+1 (_1),722,,
z = g - 7 —
e _ZH’ smz—z 2n 5 1)l ,cosz_zi(zn)! )
n=0 n=0 n=0
Sve tri funkcije su analiti¢ke u celoj kompleksnoj ravni.
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Elementarne funkcije

1. Funkcije €%, sin z, cos z.
Funkcije €%, sinz i cosz, za z € C, definisane su sa

z" —1)nz2n+1 _1)nz2n
¢ = ;OF = EZ:O ((Qn)—i- T n;)( (2)n)! '
Sve tri funkcije su analiti¢ke u celoj kompleksnoj ravni.

o (e*) =¢€*, (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz,

@ e e¥=e"" zweC,

o e = eXe = eX(cosy + isiny),

@ e =cosz+isinz,
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@ sinz = % cosz =

@ sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z,
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Funkcije €7, sinz, cos z

. ezi_efzi
@ SIhz = ;¢ COSZz =
@ sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z,

® sin®z+cos2z=1,
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Funkcije €7, sinz, cos z

. zi _ —2zi
@ sinz = % cosz =
@ sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z,
@ sin2z+ cos?z = 1,

o sin(3 —z) =cosz,
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Funkcije €7, sinz, cos z
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Funkcije €7, sinz, cos z

sinz = % cosz =
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z,
sin2z 4 cos?2z = 1,
sin (5 — z) =cos z,

sin(z + w) = sin zcosw + cos zsinw,

ostali trigonometrijski identiteti imaju isti oblik kao u realnoj
analizi,

@ sinz ima nule u tatkama km, k € 7Z, a cosz ima nule u
tac¢kama % + km, k € Z.
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Funkcije €7, sinz, cos z

e ?

o Kako je sinhz = £=2=, coshz = £E£7 sledi da je

siniz = isinhz, cosiz = cosh z.
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e ?

. . Z __ v4 —Z . .
o Kako je sinhz = €=, coshz = €42~ sledi da je
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ez+27n — eze27n —e?.1 = &2,
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Funkcije €7, sinz, cos z

e ?

. . Z __ v4 —Z . .
o Kako je sinhz = €=, coshz = €42~ sledi da je
siniz = isinhz, cosiz = cosh z.

@ Funkcija e* je periodi¢na funkcija sa periodom 27/,
ez+27ri — eze27ri —eZ.1 = ez,

@ Funkcija sinz i cos z su periodi¢ne funkcije sa periodom 2,

. Zi+27i _ p—zi—27i .
sin(z +27m) = &¥—=+—— =sinz,
Zi427i —zi—2mi
cos (z +2r) = &—+—— = cos z.
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Funkcije €7, sinz, cos z

e ?

. . Z __ v4 —Z . .
o Kako je sinhz = €=, coshz = €42~ sledi da je
siniz = isinhz, cosiz = cosh z.

@ Funkcija e* je periodi¢na funkcija sa periodom 27/,
ez+27ri — eze27ri —eZ.1 = ez,

@ Funkcija sinz i cos z su periodi¢ne funkcije sa periodom 2,

. Zi+27i _ p—zi—27i .
sin(z +27m) = &¥—=+—— =sinz,
Zi427i —zi—2mi
cos (z +2r) = &—+—— = cos z.

@ Funkcija e nije definisana za z = oo (ne postoji lim e%), a
Z—r 00

zato ni funkcije sin z i cos z nisu definisane za z = co.
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Elementarne funkcije

2. Logaritamska funkcija Ln z.

Logaritam (pripodni) kompleksnog broja z # 0 je onaj broj w € C
za koji vazi e¥ = z i piSemo w = Ln z.

Neka je w =a+ ib, z = r(cosp + ising), 0 < ¢ < 27.
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Elementarne funkcije

2. Logaritamska funkcija Ln z.
Logaritam (pripodni) kompleksnog broja z # 0 je onaj broj w € C
za koji vazi e¥ = z i piSemo w = Ln z.
Neka je w =a+ ib, z = r(cosp + ising), 0 < ¢ < 27.
w a_ib

¥ =e%e” =r(cosp + isinp) = re'’.

Odatle je e? =r = |z|, tj. a=Inri b= ¢+ 2k = arg z + 2k,
k € Z. Dakle,

‘an:lnr+i(g0+2k7r), keZ,

Relnz =In|z|, InLnz = Arg z.
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Logaritamska funkcija Ln z

Primer |

Odrediti Ln i, Ln1 i Ln (—1).
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Logaritamska funkcija Ln z

Primer
Odrediti Ln i, Ln1 i Ln (—1).
Resenje:

i

Lui = In |i|+i(5 +2km) = In1+ - (14+4k) = =(1+4k), k €2,
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Logaritamska funkcija Ln z

Primer

Odrediti Ln i, Ln1 i Ln (—1).

Resenje:

Lui = In |i|+i(5 +2km) = In1+ - (14+4k) = =(1+4k), k €2,

Lnl=In|1|+ 2kwi = In1+ 2kri = 2kmi, k € Z,

Ln(—1) = In|-1|+i(7+2k7) = In1+(2k+1)7i = (2k+1)7i, k € Z.
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Logaritamska funkcija Ln z

o Kako je Lnz = In|z| + i(argz + 2k7w), k€ Z,za k=0
dobijamo glavnu granu viseznaéne funkcije Ln z

Inz =In|z| + iarg z.

Dakle,

Lnz =Inz+ 2kmi, k € Z.
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Logaritamska funkcija Ln z

o Kako je Lnz = In|z| + i(argz + 2k7w), k€ Z,za k=0
dobijamo glavnu granu viseznaéne funkcije Ln z

Inz =In|z| + iarg z.

Dakle,

|Lnz=Inz+ 2kni, k€Z.|

In(z-w)=Lnz+Lnw, zweC)\{0}.
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Logaritamska funkcija Ln z

o Kako je Lnz = In|z| + i(argz + 2k7w), k€ Z,za k=0
dobijamo glavnu granu viseznaéne funkcije Ln z

Inz =In|z| + iarg z.

Dakle,

|Lnz=Inz+ 2kni, k€Z.|

In(z-w)=Lnz+Lnw, zweC)\{0}.

nZ = Lnz—-Lnw, zweC)\{0}.
w
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Elementarne funkcije

3. Stepena funkcija z%, a € C

@ Stepena funkcija w = z% a € C, z € C\ {0} definise se sa
2% = ez 740,

Dakle,

a _ eaan a(ln z4+2kmi) _ ealn ze2k7ral — werkwou’ ke,

z =e
gde je wp (za k = 0) jedna od vrednosti viseznaZne funkcije
w = z“. Sve njene vrednosti obrazuju geometrijsku progresiju

. ’woe—2n7ral . ’woe—27rou’ wo, woe27rou’ o ’woe2n7ral

3 P

11 /17
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Stepena funkcija z¢, a € C

e acZ, a=n.
Dakle, w = z" = wpe? ™ k € 7. Kako je e*™ =1, za sve

k € Z, stepena funkcija w = z" = wq je jednoznacna ako je

stepen n € Z.
Specijalno, ako je n € N, tada je w = z" polinomna funkcija
definisana i neprekidna za svako z € C.
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ima g razli¢itih vrednosti koje dobijamo za k =0,...,qg — 1.
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Stepena funkcija z¢, a € C

e acZ, a=n.
Dakle, w = z" = wpe? ™ k € 7. Kako je e*™ =1, za sve
k € Z, stepena funkcija w = z" = wq je jednoznacna ako je
stepen n € Z.
Specijalno, ako je n € N, tada je w = z" polinomna funkcija
definisana i neprekidna za svako z € C.

o aeQ a= g, pEZ,q€N, piqgsuuzajamno prosti.

e 2km | o
Dakle, w = z9 = wge”™ "', k € Z, te u ovom sluéaju,

stepena funkcija w = 26 = /zP, z € C \ {0} je g-znatna i

ima g razli¢itih vrednosti koje dobijamo za k =0,...,qg — 1.
o a € R\ Q, tj. « je iracionalan broj.

U ovom slu&aju, stepena funkcija w = z%, z € C\ {0} je

beskona&noznalna, sve njene vrednosti imaju isti modul |wp],

a razli¢ite argumente argwg + 2kma, k € Z.
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Stepena funkcija z¢, a € C

@ o= bi, be R\ {0}.
Kako je e?km@i — =2kmb ¢ R¥ stepena funkcija w = z%,
z € C\ {0} je beskona&noznatna, sve njene vrednosti imaju
isti argument, argwg, a razli¢ite module |wo\e_2k7rb, keZ.
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Stepena funkcija z¢, a € C

@ o= bi, be R\ {0}.
Kako je e?km@i — =2kmb ¢ R¥ stepena funkcija w = z%,
z € C\ {0} je beskona&noznatna, sve njene vrednosti imaju
isti argument, argwg, a razli¢ite module |wo\e_2k7rb, keZ.
@ a=a+bi,a,be R\ {0}
Stepena funkcija w = z%, z € C\ {0} je beskona&noznacna,
njene vrednosti se mogu razlikovati i po modulu i po
argumentu.

of T f i (= (=
A= eanl _ el(ln 1+i(5+2km)) e (2+2k7r)’ keZ,

(1+i)i — In(1+i) _ 4i(In V2+i(F+2km)) _ e~ (G +2km) 4iln \/57 K7
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Elementarne funkcije

4. Inverzne trigonometrijske funkcije Arcsin z, Arccosz i Arctgz.

@ Arcsin z je onaj kompleksni broj w za koji je sinw = z, tj.
e—e* _ 7 odnosno

2
(e*')? — 2ize* —1 =0.

Odatle je e¥ = iz + /1 — z2. Dakle,
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Elementarne funkcije

4. Inverzne trigonometrijske funkcije Arcsin z, Arccosz i Arctgz.

@ Arcsin z je onaj kompleksni broj w za koji je sinw = z, tj.
e—e* _ 7 odnosno

2
(e*')? — 2ize* —1 =0.

Odatle je e¥ = iz + /1 — z2. Dakle,

Arcsinz = —iLn(iz+ V1 —2z2), ze C.

Sli¢no je i

Arccosz = —iln(z+i/1—2z%), z € C,

1+iz
1—iz’

1
Arctgz = ZLH ze C\{—i,i}.

14 /17
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Inverzne trigonometrijske funkcije Arcsin z, Arccosz i
Arctg z.

Primer

Odrediti Arcsini i Arctg 1.

15 / 17
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Inverzne trigonometrijske funkcije Arcsin z, Arccosz i

Arctg z.

Primer
Odrediti Arcsini i Arctg 1.

Arcsini = —iLn(-1+V/2), k € Z,

Arcsini = —i(In| — 1+ /2| + 2kmi) = 2kn — iIn(v/2 — 1),

k=0,+1,42 ...
Arcsini = —i(In| — 1 — /2| + 2kmi) = (2k + 1)7 — iIn(v/2 + 1),
k=0,+£1,42 ...
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Inverzne trigonometrijske funkcije Arcsin z, Arccosz i

Arctg z.

Primer
Odrediti Arcsini i Arctg 1.

Arcsini = —iLn(-1+V/2), k € Z,

Arcsini = —i(In| — 1+ /2| + 2kmi) = 2kn — iIn(v/2 — 1),

k=0,+1,42 ...
Arcsini = —i(In| — 1 — /2| + 2kmi) = (2k + 1)7 — iIn(v/2 + 1),
k=0,+£1,42 ...
1 1+ 1 . T
Arctgl—ELnl_i—ELn/—Z—i—kw, keZ.

15 / 17
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Viseznaéne funkcije

@ List je standardan naziv za predstavljanje svih tataka
kompleksne ravni na kojima je funkcija jednoznaéna, 3to se
postiZe definisanjem granica za argument tacaka.
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@ Grana predstavlja restrikciju funkcije na njen list.



Elementarne funkcije kompleksne promenljive

Viseznaéne funkcije

@ List je standardan naziv za predstavljanje svih tataka
kompleksne ravni na kojima je funkcija jednoznaéna, 3to se
postiZe definisanjem granica za argument tacaka.
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Elementarne funkcije kompleksne promenljive

Viseznaéne funkcije

@ List je standardan naziv za predstavljanje svih tataka
kompleksne ravni na kojima je funkcija jednoznaéna, 3to se
postiZe definisanjem granica za argument tacaka.

@ Grana predstavlja restrikciju funkcije na njen list.
@ Zasek predstavlja barijeru preko koje nije moguce preéi pri
posmatranju ta¢no jedne grane viSeznalne funkcije.

@ Rimanova povr$ funkcije predstavlja skup svih njenih listova.



Elementarne funkcije kompleksne promenljive

Viseznaéne funkcije

@ List je standardan naziv za predstavljanje svih tataka
kompleksne ravni na kojima je funkcija jednoznaéna, 3to se
postiZe definisanjem granica za argument tacaka.

@ Grana predstavlja restrikciju funkcije na njen list.

@ Zasek predstavlja barijeru preko koje nije moguce preéi pri
posmatranju ta¢no jedne grane viSeznalne funkcije.

@ Rimanova povr$ funkcije predstavlja skup svih njenih listova.
@ Neka je funkcija definisana u nekoj okolini tatke z = a. Tacka
a je tatka grananja funkcije, ako obilaskom promenljive z po

krivoj u datoj okolini tacke a dolazi do promene grane
funkcije. Red talke grananja predstavlja broj medusobnih
promena grana obilaskom oko nje po krivoj u istom smeru i on
moZe biti algebarski (kona&an) ili transcedentan (beskonacan).



Elementarne funkcije kompleksne promenljive

Viseznaéne funkcije

@ Primer n-znacne funkcije je f(z) = v/z, z € C\ {0}, gde je n
prirodan broj, koja ima n grana, a to su funkcije
arg z+2km -
fi(z) = /|zle™5 " k=0,...,n— 1.
@ Listovi Rimanove povr$i definisani su sa
Ly ={z=rel?|p € [2kn,2(k+1)7)}, za k=0,1,...,n—1.
@ Za k = 0 dobija se glavna grana funkcije fy(z) = ¢/|z]e"n
definisana na listu Lg, sa skupom slika
Go={weC|0<argw < 2}
@ Obilaskom oko tataka z = 0 i z = oo argument nezavisno
promenljive menja se tako da dolazi do promene grane

funkcije. Tacke 0 i co su algebarske tatke grananja n-tog reda.
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