ZASTITA ZIVOTNE SREDINE i ZASTITA NA RADU (IZnR / URoKDiP / CET) 08.09.2015.

Matematika 2

1. (a) [5 poena] Izracunati I = / ($2 +x+ 1)ex+5dx.
2
x4 —2x —2
b) [10 poena] Izracunati | = | —————=dx.
(b) [10 poena| V2 rarl
2
2. [10 poena] Izracunati I = / (ac2 + z) Inzdz.
1
3. [10 poena] Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko z-ose povrsi koja je ograni¢ena krivama
y1(z) = 2% iyo (z) = /2.
’ z® + Yy
4. [15 poena] Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y' = , kao i partikularno resenje koje
zadovoljava pocetni uslov y (2) = 6.
5. [10 poena] Dokazati da je e?dx + (ze¥ — 2y)dy = 0 jednacina totalnog diferencijala i resiti je.
6. [10 poena] Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y” — 5y’ + 6y = .
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RESENJA:

1.

(a)

Parcijalnom integracijom sa u = 22 + 2 + 1, du = 2z + 1)dz i dv = €*Odx, v = /ex+5da: = "0

(smenom z + 5 = t, de = dt) dobijamo

I= (:c2 +x+ 1)ew+5 - / (2z + 1)e"du.

Ponovo primenom parcijalne integracije sa u = 2z + 1, du = 2dz i dv = e*tdz, v = /ez+5dx = % t0

dobijamo
I= (;1:2 +x+ 1)€x+5 - ((Zm + 1) — 2/em+5dx) =
= (2®+2+1)e" — 2v + 1)e"? + 26" fc =" (2 —z+2) +c

Resenje trazimo u obliku

x2 —2x —2 1
—————dr=(Az+ B)Va?+z+1 —i—)\/
Vat+a+1 Vai+z+1

Primenom izvoda na zadnju jednakost dobijamo

22 —2x—2 Aac+B)(2a?+1) A
it ek AN B + :
v+ r+1 Wi+ +1 Vi +x+1

te mnozenjem ove jednakosti sa vx2 + x + 1 sledi

—dx.

1
x2—2x—2:A(:c2+x—i—1) —|—(Aac+B)<m—i—2> +A=
9 3 1
Izjednacavanjem koeficijenata polinoma dobijamo sistem jednaéina 1=2A N -2= 3A—i—B /\ —2=A+

1 . “ s 1 11 —
=B+ dijasureSenja A=, B=—2, A= —=%,te eI—<:r >\/$2+x—|— /
2 J J 2 4 ) :U2—|—:U—|—

Preostali integral u poslednjoj jednakosti reSavamo svodenjem na Jedan od tabhcnlh integrala:

/ . / Qd:c@/lzdt_
e N N
t+ t2+(§)2+c=ln‘x+%+x/m2+7x+1‘+c.

[1] smena z 4+ § =t, dx = dt;

=In
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3. Nadimo najpre presecne tacke krivih y; (x) i yo () (funkcija /x je definisana samo za x > 0):

2=V < (xZOA:U4:w) &
(3320/\:1:(933—1):0) & (z=0V x=1).

Kako je /z > 2% za € [0, 1], trazenu zapreminu é¢emo dobiti tako §to éemo od zapremine V3 tela koja

nastaje rotacijom oko z-ose povrsi koja je ograni¢ena krivom yo (z) = /x, x € [0, 1], oduzeti zapreminu V; tela
koja nastaje rotacijom oko z-ose povri koja je ogranicena krivom y; (x) = 22, x € [0,1]. Sledi da je

1 1 1 1
VZVQ—V1=7T/ dm—ﬂ/(m2)2dm:7r/mda:—7r/m4dx:
0 0 0 0

1,0 1 4,1 1 1 3
=_mx | ——mz’ | = — -7 = —
2 0o b 0o 2 5 10
- d 23+ 1
4. dy = xyd:n & %zy': y:x2+5y,

1
te se radi o linearnoj diferencijalnoj jednaéini 3y’ = y = 2%, Uvodenjem u jednacinu y = wv, y' = v/v +uv’

1 1
dobijamo wv+uv — —uv = 72 s do+ U(’U, _ 'U) _ $2.
x x
Za v komponentu dobijamo
, 1 dv 1 dv / dv _ [dx
v——v=0 & —=—-v &
T de =

=

ox

Injv| =Injz| & v==+x,

a zatim, vracanjem v u jednac¢inu nalazimo u komponentu:
1

+ir =2 & =42z & u-:i:/xdx—:l:<2x2+c>.

1
Dakle, opste resenje date jednacine glasi y(x) =u(z)v(z) = 5303 + cx.

Uvrstavanjem pocetnog uslova x = 2, y = 6 u jedna¢inu dobijamo

1
6:523+2c:2(2+c) & 24+c=3 & c=1,

1
te dobijamo trazeno partikularno resenje y (x) = 2:1:3 + .

0 0
5. Kako je —e¥ = —(ze¥ — 2y) = €Y, sledi da u pitanju jeste jednacina totalnog diferencijala. Stoga je

oy ox

8F(a:,y):ey = F(x,y):/eydx:mey—i—S(y).

Dalje je

;;F (z,y) = e’ — 2y = ze? + §'(y),

te dobijamo

S" (y) = —2y, odnosno S (y) = /—Zydy =y’ +e,

te je F (x,y) = ze¥ —y? +c.

Dakle, resenje posmatrane diferencijalne jednacine glasi ze¥ — y? = c.

6. Karakteristicna jednac¢ina homogenog dela 3" — 5y + 6y = 0 jednagine je k(1) = r2 —5r + 6 = 0, te

5+t +/25—-24

su karakteristicni koreni r1 o = — 5 odnosno ;1 = 21 ry = 3. Sledi da su fundamentalna resenja
homogenog dela funkcije y; () = €** i yo (z) = €37, a opste resenje homogenog dela tada glasi yp, (z) =
2z 3x
+ coe

Kako je



4y

y' =5y +6y=x=e"%(zcos (0-2) +1-sin(0-z))
pri cemu 0 nije karakteristicni koren, partikularno resenje y, trazimo u obliku

yp (z) = " *((Az + B)cos (0 - z) + (ax + b)sin (0 - z)) =
= Az + B,

gde je tada y, (z) = A iy, (v) = 0.
Uvrstavanjem u polaznu jedna¢inu dobijamo

Yy, (z) — 5y, (z) + 6yp (2) =2 =
—5A+6(Az+B)=z =
6Ar +6B —5A=2 =

6A =1 A=3
:> 7
—5A4 4+ 6B = 0 B=2
te je
1 D
yp(l‘)—gl“F%-

Dakle, opste resenje polazne jednacine je
5

1
y(x) =yn(x) + Yp (x) = clezx + 026396 + éx + 36



