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Definicija i osobine integrala

Neka je f jednoznaéno definisana i neprekidna funkcija nad
putanjom L &ija je poletna tatka a i krajnja b. Krivu L podelimo
na n delova izabranim tatkama a = z9,z;,...,2z, = b u smeru od a
ka b. Ako je L zatvorena putanja, pozitivan smer je suprotan od
kretanja kazaljke na satu. Oznatimo Az, = z, — zx_1,
k=0,1...,n. Proizvoljno izaberimo tacke &, izmedu zx_1 i z,

n
k=1,...,niformiramo integralnu sumu > f(&x)Azk. Ako

k=1
postoji uvek ista (jedinstvena) grani¢na vrednost

lim Zf &) D zg,

max \Azk|—>0
1<k

nazavisno od izbora tataka z i §, tada tu grani¢nu vrednost
nazivamo integral funkcije f duZ krive L i oznatavamo [, f(z)dz.
Ako je L zatvorena putanja, koristimo oznaku ¢, f(z)dz.
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Osobine integrala

Zaz=x+ly,dz=dx+idyif(z) =P(x,y)+iQ(x,y), vazi

/L f(z)dz = /L P(x,y)dx — Q(x,y)dy + i/L Q(x,y)dx + P(x, y)dy.
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Osobine integrala

Zaz=x+ly,dz=dx+idyif(z) =P(x,y)+iQ(x,y), vazi

/L f(z)dz = /L P(x,y)dx — Q(x,y)dy + i/L Q(x,y)dx + P(x, y)dy.

Osobine integrala:
1) Za sve «, 5 € C, vaZi

/L(af(Z)Jrﬁg(z))dz:a/Lf(Z)dZJr/B/Lg(z)dz.

2) Ako je —L putanja odredena istim skupom talaka kao i L, a
suprotno orijentisana u odnosu na L, tada vaZi

/L F(z)dz = — /_ fla)dz.
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Osobine integrala

3) Ako je L =Ly U Ly, i putanje L; i Ly imaju najvise jednu
zajedni¢ku tac¢ku, tada vaZi

/LIUL2 f(z) dz = /Ll f(2) dz+/L2 f(z) dz.



Integral kompleksne funkcije. Red Tejlora

Osobine integrala

3) Ako je L =Ly U Ly, i putanje L; i Ly imaju najvise jednu
zajedni¢ku tac¢ku, tada vaZi

/LIUL2 f(z) dz = /Ll f(2) dz+/L2 f(z) dz.

4) Ako je |f(z)] < M, za sve z € L, i AL duZina krive L, tada vaZi

/L F(z) dz

< MAL.




Integral kompleksne funkcije. Red Tejlora

Osobine integrala

3) Ako je L =Ly U Ly, i putanje L; i Ly imaju najvise jednu
zajedni¢ku tac¢ku, tada vaZi

/LIUL2 f(z) dz = /Ll f(2) dz+/L2 f(z) dz.

4) Ako je |f(z)] < M, za sve z € L, i AL duZina krive L, tada vaZi

/L F(z) dz

5) Ako je L: x = x(t), y = y(t), t € [a, b], tada vaZi

< MAL.

/L £(z) dz = / ? He(t)2 (1) o,

gde je Z/(t) = X'(t) + iy/(¢).
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Primer

[zracunti | = fL zdz od tacke z = 0 do tacke z = 4 + 2i

a) duZ putanje L : z(t) = t> +it, t € [0,2i,

b) duZ putanje L = L1 + Ly, gde je L1y duz odz=0do z=2i, a
Ly je duZ od z = 2i do z = 4 + 2i.
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Primer

[zracunti | = fL Zdz od tacke z = 0 do tacke z = 4 + 2i

a) duZ putanje L : z(t) = t> +it, t € [0,2i,

b) duZ putanje L = L1 + Ly, gde je L1y duz odz=0do z=2i, a
Ly je duZ od z = 2i do z = 4 + 2i.

Resenje:

2 2
a) I = [7dz = [} — )2t + )t = (25 + &) | —i§| =
10 - &i.

b) Ly : z(t) = ti, t € [0,2], Lp : z(t) = t+2i, t € [0,4i,

2
= [, Zdz + [ zdz = [X(~it)idt + [;(t - 2i)dt = & Tt

(5 -2it) C =10 - 8i.
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KosSijeva teorema i njene posledice

Teorema

(Kosijeva teorema) Neka je f analititka funkcija definisana na jed-
nostruko povezanoj oblasti G, a L zatvorena putanja koja sa svojom
unutrasnjoséu intL = D pripada G. Tada je

7{ f(z)dz = 0.
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Teorema

(Kosijeva teorema) Neka je f analititka funkcija definisana na jed-
nostruko povezanoj oblasti G, a L zatvorena putanja koja sa svojom
unutrasnjoséu intL = D pripada G. Tada je

7{ f(z)dz = 0.

Dokaz: Kako je funkcija f analititka funkcija, f'(z) je neprekidna
funkcija na L, te su Py, Py, Qx i Q, neprekidni na L i vaZe
Kosi-Rimanovi uslovi.

$, f(z)dz = §, Pdx — Qdy + i §, Qdx + Pdy =

[fo(=Qx — Py)dxdy + i [[5(Py — Q)dxdy =0+ i0 = 0. []
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KosSijeva teorema i njene posledice

Analiti¢ka funkcija F : D — C, D C C je primitivna funkcija
funkcije f : D — C ako za sve z € D vaZi F'(z) = f(z).
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KosSijeva teorema i njene posledice

Analiti¢ka funkcija F : D — C, D C C je primitivna funkcija
funkcije f : D — C ako za sve z € D vaZi F'(z) = f(z).
Neodredeni integral funkcije f je skup svih primitivnih funkcija
funkcije f, tj. {F+ C|C € C}.

Posledice Kosijeve teoreme

Neka je D C C jednostruko povezana oblast i f : D — C analiti¢ka
funkcija na D. Tada vazi

 [ian f(2)dz= [, 4 f(2)dz, gde su L1 i L> putanje koje
leze u D i povezuju a i b (pisemo fab f(z)dz).

o F(z) = [, f(w)dw, za sve z € D je primitivna funkcija
funkcije f na D.

@ Osnovna formula integralnog racuna
[P f(z)dz = F(b) - F(a).
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@ Neka su L i L; zatvorene putanje takve da L; leZi u
unutradnjosti L, tj. Ly Cint L, i neka je f analiticka na L, Ly i
naint L\ int L;. Tada je

7{ f(z)dz = 7{ f(2)d
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@ Neka su L i L; zatvorene putanje takve da L; leZi u
unutradnjosti L, tj. Ly Cint L, i neka je f analiticka na L, Ly i
naint L\ int L;. Tada je

%ﬂgw:ﬁﬂaa

Dokaz: Neka je T = L+ AB + (—L1) + BA pozitivno
orijentisana zatvorena putanja. Na osnovu Kosijeve teoreme
vazi ¢ f(z)dz =0, tj.

$ f(2)dz + [pp f(2)dz + §_, f(z)dz + [, f(2)dz =0.
Dakle, §, f(z)dz = ¢, f(z)dz.

@ Neka su Ly, ... L, zatvorene putanje koje leZe u unutrasnjosti
L tj. Ly Cint L, ke {1,...,n}, izasve k,me {1,2,...,n},
k# m,int L, Nint L, = &, i neka je f analiti¢ka na L, Ly,

.., Lpinaint L\ U]_,int L,. Tada je

ﬁ“ﬂ¢=ﬁf®ﬂ+m+ff®“'
s /15
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oz o _ dZ -
Izratunati | = ¢, J=-, ako je

a)a€extl, b) a € int L.
Resenje:
a) Funkcija f(z) = 21~ je analitika na L iint L, te je | = 0.

Z—
b)l = 32, z‘iza, gdejeyCintl, v: z—a=ceel, t € [0,27ri, e > 0.
o 2w
Dakle, | = [™ 9 dt = ti , =2

0 eetl
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Primer

Izrakunati | = fl_
a) o €extl, b)ozEth
Resenje:

a) Funkcija f(z) =

b) I = ﬂ{zdz ,gdejey CintlL, v: z—a = eet, t6[0,27ri,e>0.
2w
Dakle, | = [7™ 9 dt — ti|

— = 27i.

w
Primer

Izratunati | = fL(a b)(3z2 —2iz)dz, ako jea=1+iib=2+3i.

Resenje:
Kako je F(z) = [5(3w? — 2iw)dw = z* — iz?, traZeni integral je
| = 12_:3'(32 — 2iz)dz = F(2+3i) — F(1+ i)

=2+3)P3—i(2+3i)2 - (1 +i)P+i(l+i)>=34+12i
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Kosijeve integralne formule

Teorema

(Kosijeve integralne formule) Neka je f analititka funkcija na jed-
nostruko povezanoj oblasti G i neka je L zatvorena, pozitivno ori-
jentisana putanja koja zajedno sa svojom unutrasnoséu int L = D
pripada oblasti G. Tada, zasvea € D in €N, vaZi

f(a) = %}{%dz,

ey - M f@)
() 2 f = ay
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Dokaz: Funkcija f(z) = -1 je analititka na D \ {a}.
Neka je v C int L pozitivno orijentisana putanja, v : z — a = ee?’,
t € [0,27], € > 0. Kako je dz = eietdt, dobijamo

27 ti .
L y 0 !

z—a z—a eet

27 .
= i/ f(ee” + a)dt.
0

2 2w
lim /'/ flee” +a)dt = /'/ lim f(ee® + a)dt
0 0

e—0 e—0

= i/27r f(a)dt = f(a)2mi.
0

Dakle, f(a) = 5= @dz. Sli¢no se pokazuje i druga formula [J
2mi JL z—a

Ako f ima prvi izvod na D, ona ima i sve izvode viSeg reda na D.
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Primer

Ako je L : |z| =2, naci a) §, (2215'7"zz+1)dz, b) $, %dz.
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Ako je L : |z| =2, naci a) §, (2215'7"zz+1)dz, b) $, %dz.
Resenje:

a)

2sinz sin z sinz
"7 " dr = dz — d.
7{(2—1)(Z+1)Z 7{2—12 7{Z+1Z

= 2misinl —27isin(—1) = 4xisin 1.

)
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Ako je L : |z| =2, naci a) §, (2215'7"zz+1)dz, b) $, %dz.
Resenje:

a)

2sinz sin z sinz
"7 " dr = dz — d.
7{(2—1)(Z+1)Z 7{2—12 7{Z+1Z

= 2misinl —27isin(—1) = 4xisin 1.

b)

el 2mi 2z\
f{(z+1)4dz = e,
8
= §7Tie_2

i
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Red Tejlora

Teorema
(Tejlorova teorema) Neka je f analititka funkcija na kruZnici
K : |z — «| = r i u unutrasnjosti kruZnice int K. Tada, za svako
z € int K, vaZi

(e}

f(z) = Z an(z — a)",

n=0

gde je
() (a)
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. : 5 _ 1 fw)
Dokaz: Za svako z € int K, vaZi f(z) = 55 §, 52 dw.
Kako je wiz = m = ﬁl_%, aizuslova z€int K i

oS n
w € K, sledi |z — a| < |w — «, dobijamo —1_177& =3 (Z—a> .

w—
w—a n=0

w—

o0 n
Za fiksirano z € int K, red ) (z_o‘) konvergira uniformno na K
n=0

[o¢]
(jer brojnired > q", za g = ‘z;ra' < 1, konvergira), te je
n=0

() K may)
fle) = 27riji<w—anz:%(w_a)n>d

- 2 (i hp o) o
_ if(n)(a)(z—a)". 0
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Posledice Tejlorove teoreme

[e.°]

@ Akoje f(z) = > an(z — )", za |z — a| < r, tada je
n=0
o0
>~ an(z — )" Tejlorov razvoj ili Tejlorov red funkcije f(z) u
n=0

tatki (okolini tatke) a.. Ovaj razvoj je jedinstven.
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Posledice Tejlorove teoreme

o0
@ Akoje f(z) = > an(z — )", za |z — a| < r, tada je
n=0
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funkcije f najbliZi tacki a.. Broj r je polupreénik konvergencije.

@ Na kruZnici |z — | = r red ne mora da konvergira.

Za one z za koje vaZi |z — a| > r, red divergira.

@ Ako je najbliZi singularite funkcije f u oo tada je r = +00 i
red konvergira za sve z € C.

@ Ako je a« =0, dobija se Maklorenov razvoj funkcije f (isti kao
u realnoj analizi).
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