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Red Lorana

Teorema

(Loranova teorema) Neka su Ky i Ky koncentri¢ne kruZnice sa cen-
trom u « € C i neka je f analiticka funkcija na kruZnicama Ky i K;
i prstenu P izmedu Ky i Ky. Tada, za svako z € P, vaZi

—+00

f(z) = Z an(z — a)",

n=—0oo

gde je

1 f(w)
an:%%mdw, nEZ,
L

a L je proizvoljna zatvorena, pozitivno orijentisana putanja u P koja
obuhvata manji krug.
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Dokaz: Neka je z € P fiksirana tacka, i r; poluprenik K1, a r
polupretnik Ky, rn < ri. Tada vazi rn < |z — a| < r;. Neka je v
kruznica sa centromu z koja pripada prstenu P. Na osnovu
posledice Kosijeve teoreme i Kosijeve integralne formule vaZi

$r, () dy = ¢k, %dw +9¢, felduw i ¢, 53w = 2mif(2), 3

oda'gljgje o o
1 f 1 f
f(z) = —_7{ @) g L f @ o515,
27l J, w—z 27l Jg, w —z
1 flw) ,  ~=/1 f(w) n
5= o Klm"‘“%(%ﬁlmdw (z=a).

Kako f nema singularitete u prstenu P, integral se nee promeniti
ako se umesto Ki uzme bilo koja putanja L C P koja obuhvata Kj.

) ) 1 X 1 00 m
. o _ 1 — w—
Kako je w—z  w-a—(z—a) z-al-2=a —  z—a Z (Z_O‘> '
Z—x m=
. . . . P lw—ao r
aizuslovazePiwe Ky, sledi|[z—a|>ni|2=5| = o] < L,
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te red konvergira uniformno na K (promenljiva w € K3, a brojni

o0
red 3 q7 za g = ;2 <1, konvergira). Dakle,

m=0
S5, — —Lj{ RICIy
27 Jg, w —z
/1 . 1
_ ”;J(%ﬁz Flw)(w — a) dw) G

i Ky se moZe zameniti sa L C P koja obuhvata K>. Zamenom
m = —(n+ 1), kona¢no se dobija

flz) = S$1+%

3 ear o

n=—oo
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Red Lorana

+oo
@ Red ) ap(z—a)" z€ P, je Loranov razvoj ili Loranov
n=—o00

red funkcije f u prstenu P u tacki a.
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Red Lorana

+oo
@ Red ) ap(z—a)" z€ P, je Loranov razvoj ili Loranov
n=—o00

red funkcije f u prstenu P u tacki a.

d—n a—(n—l)
G—ay " zoap
+ a(z—a)+a(z—a)+.

bn + bn 1
(z—a)" (z—a)""

+ a(z—a)+a(z—a)+.

fz) = -+

by
C e ag
Z—a
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Red Lorana

+oo
@ Red ) ap(z—a)" z€ P, je Loranov razvoj ili Loranov
n=—o00

red funkcije f u prstenu P u tacki a.

d—n a—(n—l)
G—ay " zoap
+ a(z—a)+a(z—a)+.

bn + bn 1
(z—a)" (z—a)""

+ a(z—a)+a(z—a)+.

fz) = -+

by
C e ag
Z—a

f(z) = Z = a),, + Z ap(z — a)"=glavni deo + analititki deo
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° an:i_j{&dw, n=0,1,2...
L
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° an:i_j{&dw, n=0,1,2...
L

270 ) (w — )" tl
ob—lj{f( ) )" tdw, n=1,2
n—27”. WHW — & w, =1,z...
L
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1 f(w)
h=—¢ ———2 _duw n=0,1,2...
®|a 21 § = a)r w, n=20
L
o |by= f(w)( )" tdw, n=1,2
n—27”. WHW — & w, =1,z...
L

@ Ako je f analiti¢ka na int K5, dobija se Tejlorov red funkcije f.
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1 f(w)
n=5-¢ —-gdw, n=0,1,2...
® %"= 2ni (w—a)ntl “
L
o |by= f(w)( )" tdw, n=1,2
n—27”. WHW — & w, =1,z...
L

@ Ako je f analiti¢ka na int K5, dobija se Tejlorov red funkcije f.

@ Ako je a regularna tatka funkcije f tada je Tejlorov red u
okolini tatke z = « jednak Loranovom redu.
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1 f(w)
h=—¢ ———2 _duw n=0,1,2...
®|a 21 § = a)r w, n=20
L
o |by= f(w)( )" tdw, n=1,2
n—27”. WHW — & w, =1,z...
L

@ Ako je f analiti¢ka na int K5, dobija se Tejlorov red funkcije f.

@ Ako je a regularna tatka funkcije f tada je Tejlorov red u
okolini tatke z = « jednak Loranovom redu.

@ Kada kaZemo da je funkcija razvijena u Loranov red u okolini
a podrazumevamo razvoj u oblasti 0 < |z — a| < r, a pod
razvojem po stepenima od z — o« podrazumevamo razvoj u
svim prstenovima r < |z —a| < R, (0 < r < R < +).
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1 f(w)
h=—¢ ———2 _duw n=0,1,2...
®|a 21 § = a)r w, n=20
L
o |by= f(w)( )" tdw, n=1,2
n—27”. WHW — & w, =1,z...
L

@ Ako je f analiti¢ka na int K5, dobija se Tejlorov red funkcije f.

@ Ako je a regularna tatka funkcije f tada je Tejlorov red u
okolini tatke z = « jednak Loranovom redu.

@ Kada kaZemo da je funkcija razvijena u Loranov red u okolini
a podrazumevamo razvoj u oblasti 0 < |z — a| < r, a pod
razvojem po stepenima od z — o« podrazumevamo razvoj u
svim prstenovima r < |z —a| < R, (0 < r < R < +).

@ Ako je « izolovani singularitet funkcije f tada razvoj u
Loranov red u okolini tatke z = o podrazumeva razvoj u
oblasti 0 < |z —a < r.
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Primer

Razviti funkciju f(z) = m u Loranov red
a) po stepenima od z, b) po stepenima od z — 1.

Resenje: a) 1) U krugu |z| < 1,
1 n
f(2)= -t -3k = -T2 1+ G) 2 Izl <1,
2) Uprstenu 1<zl <3,
_1)n
f2) = 11ir — iz = Tolo 7 — Lo b e, 1< 2| <3
3) U oblasti |z| >3,

1—(—=3)"
flz) =14 - L =50, O 1z > 3.
z z
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Primer

Razviti funkciju f(z) = m u Loranov red

a) po stepenima od z, b) po stepenima od z — 1.
Resenje: a) 1) U krugu |z| < 1,

_1)"
f(z) = z_%ligz_zzgo(lﬂy—g)zn, 2| < 1.
2)Uprst 1<zl <3,
__11:OOL_oo(—1)"n1 .
(Z) I~ 31+ ano Znil ano 3L < <|z] < 3.
3) U oblast/ |z| >3,
1 1

1—
f(z) = 3 = Y o 72("‘*'1 |z| > 3.
b) 1)U probuseno; okolini 0 < |z — 1| < 4,

—1)" _
&) = e = Fipg = Tibw (-0

0<l|z—-1] <4
2) Uob/asti |z —1| > 4,

-1 "4ﬂ+1
flz) = (21 +1j:23°o((2)ﬁ, |z —1] > 4.

N
[y
+
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Razviti u Loranov red funkciju f(z) = % u okolini tacke o = —1
i odrediti oblast konvergencije.

Resenje: Koriste¢i Maklorenov razvoj funkcije g(z) = €7, u
probusenoj okolini tacke a« = —1 koja je jedini singularitet u skupu

C funkcije f, 0 < |z+ 1] <r, r>0, je
e2(z+1)—2 e—2 ee 2”(2 + 1)n
)= 3 = 7D :
(z+1) (z+1) n!

n=0

Red konvergira za svako z € C\ {—1}.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

@ KaZemo da je o € C singularitet ili singularna tacka funkcije f
ako funkcija nije analiti¢ka u tatki z = a.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

@ KaZemo da je o € C singularitet ili singularna tacka funkcije f
ako funkcija nije analiti¢ka u ta¢ki z = a.

@ Tacka a € C je izolovani singularitet ako postoji okolina tacke
« takva da je « jedini singularitet funkcije f u toj okolini.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

@ KaZemo da je o € C singularitet ili singularna tacka funkcije f
ako funkcija nije analiti¢ka u ta¢ki z = a.

@ Tacka a € C je izolovani singularitet ako postoji okolina tacke
« takva da je « jedini singularitet funkcije f u toj okolini.

1) Otklonjiv (prividan) singularitet. Tatka « je otklonjiv (prividan)
singularitet ako je f ograni¢ena u nekoj okolini tatke z = . Tada
su svi koeficijenti b,, n € N, glavnog dela Loranovog razvoja u
tacki « jednaki nuli.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

@ KaZemo da je o € C singularitet ili singularna tacka funkcije f
ako funkcija nije analiti¢ka u ta¢ki z = a.

@ Tacka a € C je izolovani singularitet ako postoji okolina tacke
« takva da je « jedini singularitet funkcije f u toj okolini.

1) Otklonjiv (prividan) singularitet. Tatka « je otklonjiv (prividan)
singularitet ako je f ograni¢ena u nekoj okolini tatke z = . Tada
su svi koeficijenti b,, n € N, glavnog dela Loranovog razvoja u
tacki « jednaki nuli.

Npr. kako je lim &=L
pr aOJezino >

=1, tatka z = 0 je prividan singularitet

funkcije f(z) = €=2. U oblasti 0 < |z| < r, r > 0, Loranov razvoj
o

jef(z):ez_1:%< 0%—1) —1+Z+%+...
n—=
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

2) Pol reda k. Tatka « je pol reda k, k € N, ako je
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

2) Pol reda k. Tatka « je pol reda k, k € N, ako je

* zllna f(z) = 4+o0
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

2) Pol reda k. Tatka « je pol reda k, k € N, ako je
* Iim f(z) = 4+o0

* g( ) ( ) je analiti¢ka u z = « i « je nula reda k funkcije

8(2). tj. g(z) = (z — a)*h(2), h(a) # 0.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

2) Pol reda k. Tatka « je pol reda k, k € N, ako je
* Iim f(z) = 4+o0

* g( ) ( ) je analiti¢ka u z = « i « je nula reda k funkcije
g(2). . g(z) = (z— a)*n(2), h(e) # 0.

* f(z) =
(z— a)k"‘(zb,;)/{ T+t b +ao+a1(z—a)+a2(z—a)2+...,
by #0i b, =0, zasvem>k.
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

2) Pol reda k. Tatka « je pol reda k, k € N, ako je
* Iim f(z) = 4+o0

* g( ) ( ) je analiti¢ka u z = « i « je nula reda k funkcije
g(2), tj. g(2) = (z — a)*h(z), h(a) # 0.
* f(z) =
= a)k+(2bfl)i 2 tagtar(z—a)tax(z—a)+. .,
by #0i b, =0, zasvem>k.
Npr. tatka z =1 je pol reda 2 funkcije f(z) = (Z 1) U oblasti

e2z

0<[z—1]<r r>0, Loranov razvoj je f(z) = 555 =

(2_1)2 Zo 2"(2—1)n == (2_1)2 + % + 2e + §e (Z — 1) + ...
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

3) Esencijalni singularitet. Tatka « je esencijalni singularitet ako

* lim f(z) ne postoji (ni konatan, ni beskona&an).
Z—o

11/ 14
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

3) Esencijalni singularitet. Tatka « je esencijalni singularitet ako
* lim f(z) ne postoji (ni konatan, ni beskona&an).
Z—x

* Glavni deo Loranovog razvoja ima beskona¢no ¢lanova sa
koeficijentima razli¢itim od nule, tj., za svako k € N postoji
m € N, m > k, takvo da je b,, # 0.

11/ 14
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

3) Esencijalni singularitet. Tatka « je esencijalni singularitet ako
* lim f(z) ne postoji (ni konatan, ni beskona&an).
Z—x
* Glavni deo Loranovog razvoja ima beskona¢no ¢lanova sa

koeficijentima razli¢itim od nule, tj., za svako k € N postoji
m € N, m > k, takvo da je b,, # 0.
Npr. zli_r}noe% ne postoji, tatka z = 0 je esencijalni singularitet
funkcije f(z) = ez. U oblasti 0 < |z| < r, r >0, Loranov razvoj je
flz)=ef =3 =14l L4

nlzn
n=0

11/ 14
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Klasifikacija izolovanih singulariteta

3) Esencijalni singularitet. Tatka « je esencijalni singularitet ako
* lim f(z) ne postoji (ni konatan, ni beskona&an).
Z—x
* Glavni deo Loranovog razvoja ima beskona¢no ¢lanova sa

koeficijentima razli¢itim od nule, tj., za svako k € N postoji
m € N, m > k, takvo da je b,, # 0.

Npr. IimOe% ne postoji, tatka z = 0 je esencijalni singularitet
zZ—
funkcije f(z) = ez. U oblasti 0 < |z| < r, r >0, Loranov razvoj je
1 [ee]
flz)=e:=3 -r=1+14+5+...
0

nlzn
n—=
Singularitet u co. Funkcija f(z) ima izolovani singularitet u tacki
z = 00 ako funkcija g(w) = f(1) ima izolovani singularitet u taZki
w=0. Npr. z= oo je pol reda 3 funkcije f(z) =1+ z + 23 jer je
w = 0 pol reda 3 funkcije g(w) =1+ L + %

11/ 14
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Primer

Ispitati prirodu singulariteta u prosirenoj kompleksnoj ravni funkcije
f(z) = ﬁ. U Loranovom razvoju u tatki w = 0 funkcije g(w) =
f(L) odrediti koeficijent linearnog &lana a;.

Resenje: Singulariteti funkcije f uC suz =2i, z= —2i i z = 0.
Kako su z = 2i i z = —2i nule prvog reda funkcije g(z) = % =

(z—2i)(z+2i) _. onf B D . . .
——5——, singulariteti z = 2i i z = —2i funkcije f su polovi prvog

reda. Razmotrimo singularitet u co. Loranov razvoj g(w) = f(2) u
tacki w = 0 je g(w) = f(L) =

e% N2 % 1 2 o no2n, ,2n
- ﬁ+4 - ew4w2+1 = (Z n!w") ’ <OJ nZO(_l) 270w > -
=(1+2+5+5+..) (WP — 22w + 2% — 2808, ) =
= -—1—( — %—2, + !23—? .. ) w—. .. Dakle, oo je esencijalni singularitet,

o0
_ (_1)n22n . ( 1 n22n+1 1 -
ay = Zo Gl Z (2n+1)’ = 3sin2.
n=
v

12 / 14
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Reziduum

@ Neka je o € C regularna tacka ili izolovani singularitet
funkcije f(z). Reziduum funkcije f u tatki « u oznaci
Res[f(z), a] je definisan sa

Res[f(z),a] = 2%” j{l_ f(z)dz,

f{ f(2)dz = 2niRes|f(2), al,

gde je L zatvorena, pozitivno orijentisana putanja koja
okruZuje a takva da je f(z) analititka i na L i na int L, osim,
eventualno u tacki .

@ Ako je a regularna tacka ili otklonjiv singularitet tada je
Res[f(z),a] = 0.
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Res[f(z2),a] = a_1 = by,

gde je a_1 koeficijent uz ﬁ u Loranovom razvoju u tacki a

@ Ako je a € C pol reda k funkcije f tada je
1

Res[f(2). o] = 7 lim[(z = ) (2.

@ Ako je a € C pol prvog reda funkcije f tada je

1
Res[f(z),a] = | —— .
1 Z=x
(a)
@ Reziduum u taZki co je‘Res = [f(z),00] = —a1, | gde je a1

koeficijent linearnog ¢lana u Loranovom razvoju funkcije
g(w) =f(1) u taki w = 0.



