Reziduum. Ra&un ostataka. Analiti¢ko produzenje

Reziduum. Racun ostataka. Analiti¢ko produzenje

PREDAVANJA 13

Univerzitet u Novom Sadu, FTN, januar 2023



Reziduum. Ra&un ostataka. Analiti¢ko produzenje

Reziduum

@ Neka je o € C regularna tacka ili izolovani singularitet
funkcije f(z). Reziduum funkcije f u tatki « u oznaci
Res[f(z), a] je definisan sa

Res[f(z),a] = 2%” j{l_ f(z)dz,

f{ f(2)dz = 2niRes|f(2), al,

gde je L zatvorena, pozitivno orijentisana putanja koja
okruZuje a takva da je f(z) analititka i na L i na int L, osim,
eventualno u tacki .

@ Ako je a regularna tacka ili otklonjiv singularitet tada je
Res[f(z),a] = 0.
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Res[f(z2),a] = a_1 = by,

gde je a_1 koeficijent uz ﬁ u Loranovom razvoju u tacki a

@ Ako je a € C pol reda k funkcije f tada je
1

Res[f(2). o] = 7 lim[(z = ) (2.

@ Ako je a € C pol prvog reda funkcije f tada je

1
Res[f(z),a] = | —— .
1 Z=x
(a)
@ Reziduum u taZki co je‘Res = [f(z),00] = —a1, | gde je a1

koeficijent linearnog ¢lana u Loranovom razvoju funkcije
g(w) =f(1) u taki w = 0.
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Teorema

Ako je f analiticka funkcija u unutrasnjosti i na zatvorenoj po-
zitivno orijentisanoj putanji L osim u konacno mnogo tacaka
a1, ag,...0a, € int L tada je

j{f(Z)dz = 27TiZReS[f(Z)v a].

L k=1

Dokaz: ¢ f(z)dz = i § f(z)dz = 2mi i Res[f(z), ak]. O
L k=1L, k=1

Teorema

Ako je f analiticka funkcija za sve z € C osim u kona¢no mnogo
tadaka oy, ap, . ..o, tada je

> Res[f(2), ay] + Res[f(z), 0] = 0.
k=1
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Pomocu racuna ostataka izracunati | :| ‘f 22+4 I Res[22+4, o0].
z|=3

ReZenje: Kako polovi prvog reda funkcije f(z) = zze—;, z=2ji
z = —2i pripadaju int L, gde je L zatvorena, pozitivno orijentisana
kruZnica |z| = 3 i kako je

. . z 2i .
ReS[f(Z),2I] = 0l Ilm [( 2[)%] = e— dok Jje

a1
Res[f(z), —2i] = & thz'[(z + 2I)m] e’ dobijamo
&2 a2
I = 2mi(Res[f(z), 2/]+Res[f(z), —2i]) = 27T1(E— R ) = misin2.
Dalje je Res[f(z), 0] = — 57 . ej = —2sin2, 3to je direktno

pokazano u prethodnom primeru jer je koeficijent linearnog ¢lana
a1 = 1sin2 u razvoju u Loranov red funkcije g(w) = f(1) u tagki
w =0, a Res[f(z),00] = —a; = —%sin2.
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|zra¢unavanje realnih integrala primenom racuna
ostataka

2
| tip: | = [ f(sinx,cosx)dx, f : R? — R je racionalna funkcija
0

L: |z =1, z=e* x€0,27], dz = ie¥dx, dx = %,
eix_e—ix 22_1 eix+e—ix 22+1

sinx = 5 = S, CosX = SF— = &7 , tada je
22-122+1\ 1 —
:j{f< PREY ) Edz = 27r/ZRes[F(z),ak],
i k=1
F(2)
gde su ag, k =1,...,m polovi funkcije F(z) u unutranjosti

centralne jedini¢ne kruZnice L.
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|zra¢unavanje realnih integrala primenom racuna
ostataka

+o0
Il tip: [ f(x)dx, f(z) je analititka funkcija u oblasti Imz > 0

osim u konaéno mnogo polova ay, k =1,..., m koji nisu na
realnoj osi i za z = Re'?, |Rf(Re'#)| < ¢(R), ¢(R) — 0, R — +o0.
Tada je
/ f(x)dx = 27TiZRes[f(z), ag].
e k=1
Zaista, | = § f(z)dz =2mi Y Res[f(z), ], gde je L = L1 U Ly,
L k=1

Li: z=Re"%, pc|0,7], dz=iRe'?dy,
Ly: z=x, x € [-R,R], dz = dx, a za dovoljno veliko R svi
polovi ap €intL, k=1,...,m.
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|zra¢unavanje realnih integrala primenom racuna
ostataka

R ™
S druge strane je | = [ f(x)dx + [ f(Re'¥)Rie’¢ dy, i
-R 0

+o0
RETOO f f(x)dx = f f(x) dx.

Iz uslova \Rf(Re’“’)| < e(R) ( ) = 0, R = 400 sledi
I|m |i ff Re'?)Re'?dy| < f I|m |f(Re¥)Re’?|dp = 0.
Konacno dobuamo

—+o00

/ f(x)dx = 27riZRes[f(z), ag].

e k=1
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|zra¢unavanje realnih integrala primenom racuna
ostataka

+00 +o00
Il tip: [ f(x)sinxdxili [ f(x)cosxdx, f(z) je analititka
funkcija Eooblasti Imz>0 g':im u konaéno mnogo polova ay,
k= L...,m koji nisu na realnoj osi i za z = Re'?,
|f(Re'?)| < €(R), e(R) — 0, R — 4o00. Tada je

+00 400 m

/ f(x)cosxdx + i / f(x)sinxdx = 27TIZRes[f(z)eiz, agl.

k=1

Zaista, | = § f(z)e?dz = 27i Y Res[f(z)e, ax], gde je
L k=1

L=1L1ULy, Ly: z= Re'?, ¢ €[0,7], dz = iRe'?dp,
Ly: z=x, x € [-R,R], dz = dx, a za dovoljno veliko R svi
polovi ap €int L, k=1,...,m.
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|zra¢unavanje realnih integrala primenom racuna

ostataka
R .
d t je | f(z)eZdz = i f > d
S druge strane je J)moo{g z R—I>Too_fR (x)e™ dx+

—I—Rllm ff (Rel?)eiRe™ Rie'? dip. Kako je

| fx)eXdx = [ f [ f(x)si
R—LTOO‘[ x)e™ dx _{O (x)cosxdx—i—:_{O (x)sin x dx,

a iz uslova sledi

" N iRl e i H i
[1f(Re'?)eRe” Rie!?|dp < 2Re(R) [ e~ Rsinedyp <
0 0

2Re(R) [ e = dp = me(R)(1 — e~ R) — 0, R — 400, dobijamo

o%m\:\

+o00 +00 m .
J f(x)cosxdx+i [ f(x)sinxdx =2mi Y Res[f(z)e”?,a].
- _ k=1

o o
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Analiti¢ko produzenje

Neka su f; i f> analiti¢ke funkcije u Ry i Ry, respektivno, Ry C C i
Ry C Cineka je fl(Z) = f2(2), zERINRy 75 0i R1 N R> ima bar
jednu tacku nagomilavanja.
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Analiti¢ko produzenje

Neka su f; i f> analiti¢ke funkcije u Ry i Ry, respektivno, Ry C C i
Ry C Cineka je fl(Z) = f2(2), zERINRy # @i RN Ry ima bar
jednu tacku nagomilavanja.

KazZemo da se funkcija f; se analiti¢ki produzava na R, pomocu f,
a funkcija f> se analiti¢ki produzava na R; pomocu fi.
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Analiti¢ko produzenje

Neka su f; i f> analiti¢ke funkcije u Ry i Ry, respektivno, Ry C C i
Ry C Cineka je fl(Z) = f2(2), zERINRy # @i RN Ry ima bar
jednu tacku nagomilavanja.

KazZemo da se funkcija f; se analiti¢ki produzava na R, pomocu f,
a funkcija f> se analiti¢ki produzava na R; pomocu fi.

Tada postoji analiti¢ka funkcija f na Ry U Ry

. fl(Z), ZEc Rl
flz) = { h(z), z € Rs.
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Analiti¢ko produzenje

Neka su f; i f> analiti¢ke funkcije u Ry i Ry, respektivno, Ry C C i
Ry C Cineka je fl(Z) = f2(2), zERINRy # @i RN Ry ima bar
jednu tacku nagomilavanja.

KazZemo da se funkcija f; se analiti¢ki produzava na R, pomocu f,
a funkcija f> se analiti¢ki produzava na R; pomocu fi.

Tada postoji analiti¢ka funkcija f na Ry U Ry

. fl(Z), ZEc Rl
flz) = { h(z), z € Rs.

Teorema

Neka je f analititka funkcija na oblasti R C C i neka je f(z) =0
zasve z € PQ C R, gde je PQ putanja. Tada je f(z) =0 za sve
zeR.
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Analiti¢ko produzenje

Teorema

Neka su funkcije f; i f, analiti¢ke na oblasti R C C i neka je fi(z) =

f(z), za svako z € PQ, gde je PQ putanja u R. Tada je fi(z) =
f2(z) za svako z € R.




Reziduum. Ra&un ostataka. Analiti¢ko produzenje

Analiti¢ko produzenje

Teorema

Neka su funkcije f; i f, analiti¢ke na oblasti R C C i neka je fi(z) =
f(z), za svako z € PQ, gde je PQ putanja u R. Tada je fi(z) =
f2(z) za svako z € R.

Primer

o0
Stepeni red > z", |z| < 1 definiSe analiti¢ku funkciju f(z) = 1,
n=0

o0
za z # 1, koja je analiti¢ko produZenje za »_ z" sa jedini¢nog kruga

n=0
na C\ {1}.
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Analiti¢ko produzenje

Konstrukcija analitickog produZenja Pretpostavimo da je funkcija f
predstavljena u obliku stepenog reda na |z — a| < r analiti¢ka u
tatki a. Za svaku tacku b iz tog kruga su poznate vrednosti f(b),
f'(b),...te je poznat i Tejlorov red funkcije f(z) koji konvergira u
krugu |z — b| < r;. Na taj na&in se formira lanac krugova
konvergencije Ci,..., C, Ciji su centri na nekoj putanji P;. Unija
tih krugova je oblast G na kojoj razni razvoji daju funkciju F koja
je analiti¢ko produzenje funkcije f. Elementi funkcije F su stepeni
redovi koji reprezentuju F u svim krugovima konvergencije.
Funkcija F je jednoznacno odredena ako je zadat svaki njen
element. Ako u oblasti ograni¢enoj putanjama Py i P> nema
singulariteta dobijamo isti razvoj u red na C,, gde je P> neka
druga putanja. Prirodna granica analiti¢ke funkcije je rub kruga na
kome su singulariteti gusto rasporedeni da nije moguce dalje
analiti¢ko produzenje.
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Primer

1+5°% 2% =14 z+ 2%+ z*+ - = F(z) ne moZe biti analiticki
produZena van =1 je pr/rodna granica funkcije F(z) jer
susvikoreniz=1,22=1,z*=1, 28 =1, ...singulariteti funkcije
F(z) = z+F(2%) = z+ 22+ F(z*) = z+ 22+ 2*+ F(2®) = ..., zaista
F(1) =00, F(W1)=v1+F(1) =+v1+00=00, F(¥1)=v1+
(V1 +F(1) = o0, F(V1) = V14 (V1)* + (VI)* + F(1) = co,...

Primer

20 STy 1120 % analiticki produZavaju jedan drugoga,
o0
nz_:oﬁ = 2% = f(Z), Z| < 2, a kakoje f(Z) = ﬁ(z—/) =

%112, = 2(2 ),,H |z—i] < |2—1i] = /5, oba reda su

jednaka istoj funko/ i predstavljaju direktna analiticka produZenja
jedan drugog.




