Ponavljanje

Prethodno predavanje:

* pojam verovatnoce
* teorlja verovatnoce
» slucajni dogadaji
» prostor dogadaja

» operacije na dogadajima

Sve ovo je potrebno da bi mogli da definiSemo verovatnocu.



PREDAVANJE 2

DEFINICIJA
VEROVATNOCE




Deﬁnicije verovatnoce

Neka je A slucajni dogadaj (A podskup skupa €2).
 P(A) predstavlja verovatnocu realizacije dogadaja A.
» Postoji viSe pokusaja definisanja verovatnoce; od klasi¢ne

definicije (Laplasove) 1z XVIII veka, do aksiomatske
(Kolmogorovljeve) 1z XX veka

- Aksiomatska definicija verovatnoce je jedina matematicki

potpuna 1 koristi se za razvoj teorije (npr. formulisanje 1
dokazivanje teorema)

» Ostale definicije su nepotpune; za njith se danas koristi
termin nacCini zadavanja verovatnoce, 1 vise se koriste
u prakst.

Napomena: Oznaka P potice od latinske reci probabilitas




Aksiomatska definicija verovatnoce

Dajemo pojednostavljenu formulaciju definicije

(Aksiom verovatnoce). Neka je ‘F 0-polje nad skupom Q. Funkcija
P: J'— R koja zadovoljava uslove

@ PEY)=1
i)y zasve A€ F, P(A)=0

(iiy Za svaku konaénu ili prebrojivu familiju dogadaja iz F, koji su
disjunktni po parovima, vazt:

P 4)= ) P(A)

je verovatnoca na ‘F.

Aksiomatska definicija nam govori STA je verovatnoca, ali ne

i KAKO da je u konkretnom primeru izracunamo.




Klasicna (Laplasova) verovatnoca

Neka se {2 konacan skup koji se sastoji od n elementarnih
dogadaja koji su

1) disjunktni

2) jednakoverovatni.

Neka je dogadaj A podskup 2 koji se sastoji od m
elementarnih dogadaja.

Tada je verovatnoca dogadaja A:

__m _ brojpovoljnih ishoda
PA) == (=

)

broj mogucih ishoda

Napomena: Ovaj nacin izracunavanja se zasniva na prebrojavanju
ishoda, pa Cesto koristimo kombinatorne tehnike prebrojavanja.




Klasi¢na verovatnoca — primet:

Primer 1: Izracunati verovatnocu da pri jednom bacanju
kockice padne broj vec¢i od 4.
» Neka je A dogadaj ,,pao je broj veéi od 4%, a (D skup

elementarnih dogadaja pr1 jednom bacanju kockice.

* (Q se sastoji od 6 elementarnih dogadaja koji su disjunktni (ne
mogu pasti dva broja istovremeno) 1 jednakoverovatni.

* A je podskup (2 koji se sastoji od dva elementarna dogadaja (W i
Wy).

Dakle, uslovi za klasicnu verovatnocu su ispunjent, n=6, m=2, 1

verovatnoca dogadaja A je:

2 1
P(A) ===~



Klasicna verovatnoca — primer:

Primer 2: Izracunati verovatnocu da je slucajno odabrana

tacka u krugu bliza centru nego kruznicl.

 Ovaj primer, 1 njemu slicne, ne moZemo resitt metodom klasicne
verovatnoce! Razlog tome je $to se i Q) (sve tacke u krugu) i A (sve

tacke koje su blize centru nego kruznici) sastoje od beskonacno
(neprebrojivo) mnogo elementarnih dogadaja.

Primer 3: Kolika je verovatnoca da ce slucajno odabrani

kupac u prodavnici kupiti mandarine?

» Ni ovaj primer, 1 njemu slicne, ne mozZemo resiti metodom
klasi¢cne verovatnoce! Razlog tome je Sto se ne mogu definisati
elementarni dogadajt kojt ¢e biti jednakoverovatni.

Dakle, klasi¢na verovatnoca je jednostavna za primenu ali

ima znacCajna ograniCenja!




Geometrijska verovatnoca

Neka se {2 ogranicen skup koji se sastoji od tacaka u n-
dimenzionalnom prostoru (oblast).

Neka je dogadaj A podskup (podoblast) skupa 2.
Tada je verovatnoca dogadaja A:

P(A) =

m(A) mera oblasti A

m(Q) (: mera oblasti Q)

Mera (u zavisnosti od dimenzije prostora) moze biti
duzina, povrsina, zapremina.,...




Geometrijska verovatnoca — primet:

Primer 2: Izracunati verovatnocu da je slucajno

odabrana tacka u krugu bliza centru nego

kruznici.

* Neka je dogadaj A ,,slucajno odabrana tacka u krugu je
bliza centru nego kruznici®.

Vv e

» U ovom slucaju skup () ¢ine sve tacke proizvoljnog
kruga poluprecnika t, a podskup A cin
koncentricnog kruga poluprecnika r/2.

* Rec je o oblastima u ravni (dvodimenzionalnom
prostoru), pa ¢e odabrana mera biti povrsina.

m@A) (T 1

o) m))  r’m 4




Empirijska (statisticka) verovatnoca

 Neka se verovatnosni eksperiment ponavlja n puta, 1 neka se

dogadaj A realizovao k puta (od tih n).
* Relativna frekvencija dogadaja A je koli¢nik k/n.

» Ukoliko b1 vise puta odredili relativnu frekvenciju, sa sve
vedim brojem ponavljanja eksperimenta, granicna vrednost
niza relativnih frekvencija bi bila empirijska verovatnoca

dogadaja A.

* U praksi se umesto ove grani¢ne vrednosti koristi relativna
frekvencija kao aproksimacija nepoznate verovatnoce (a §to
je vece n, aproksimacija je tim bolja).
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Empirijska verovatnoca — primet:

Primer 3: Kolika je verovatnoca da ce slucajno odabrani
kupac u nekoj prodavnici kupiti mandarine?

« Ovu verovatnocu ne mozemo tacno izracunati, ali je mozemo
aproksimirati relativnom frekvencijom.

« Ako su u nekoj prodavnici ustanovili da je tokom jednog dana bilo
329 kupaca (n) a da je njth 23 kupilo mandarine (k), onda je
relativna frekvencija 23/329.

« Kada bi ovakvu evidenciju vodili nedelju dana, ili mesec dana,
ukupan broj kupaca (n) bi bio veci, pa bi aproksimacija bila bolja.

Empirijska verovatnoca je primer povezanostt verovatnoce 1 statistike, u

kome statisticke metode obezbeduju input za verovatnocu.
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OSOBINE VEROVATNOCE




Osobine verovatnoce

Navodimo, bez dokaza, neke osobine verovatnoce:

1.

N o U~ W

0 < PA) <1

P(©D) =0, P(QQ) =1

A € B = P(A) < P(B)

P(A) = 1-P(A)

P(AuB) = P(A) + P(B) — P(AB)
°(A\B) = P(A) = P(AB)
P(A+B) = P(A) + P(B)

* Dokazi osobina slede 1z aksiomatske definicije verovatnoce

* Koriste se za racunanje verovatnoca kompleksnijih dogadaja
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Osobine verovatnoce — primer:

Primer 1. U jednom restoranu brze hrane je utvrdeno da je
verovatnoca da slucajno odabrana musterija uz pomfrit odabere
kecap 0.7, da odabere majonez 0.25, a da odabere oba preliva 0.2.
Izracunati verovatnoce slede¢ith dogadaja:

a) Sl. odabrana musterija je uzela pomfrit bez kecapa

Uvedimo oznake: K — odabran je ke¢ap, M — odabran je
majonez. Tada je iz postavke zadatka: P(K)=0.7,

PM)=0.25, P(KM)= 0.2

Tada dogadaj ,,pomfrit bez kecapa® mozemo oznaditi sa K

paje PK)=1-PK)=1-0.7=0.3
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Osobine verovatnoce — primer:

b) Sl odabrana musterija je uzela pomfrit sa bar jednim od
navedena dva preliva.

Dogadaj ,,pomfrit sa bar jednim prelivom tj. kecapom ili majonezom*
mozemo oznaciti sa KUM, pa je

P(KUM) = P(K) + P(M) — P(KM) = 0.7 +0.25 — 0.2 = 0.75

¢ Sl odabrana musterija je uzela pomfrit bez jjednog preliva

Dogadaj ,,pomfrit bez 1jednog preliva® je suprotan dogadaj od
dogadaja ,,pomfrit sa bar jednim prelivom* pa ga zato mozemo
oznacitt sa KUM

P(KUM) = 1 — P(KUM) = 1 — 0.75 = 0.25
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Osobine verovatnoce — primer:

d) Sl odabrana musterija je uzela pomfrit samo sa majonezom

Dogadaj ,,pomftit samo sa majonezom® mozemo oznaciti sa M\K,

pa je
POM\K) = POM) — P(KM) = 0.25 — 0.2 = 0.05

¢) Sl odabrana musterija je uzela pomfrit sa tacno jednim prelivom

Dogadaj ,,pomfrit sa tacno jednim prelivom* se moze preformulisati
u ,,pomfrit ili samo sa K ili samo sa M* 1 to su disjunktni dogadaji, ili
u ,,pomfrit sa bar jednim prelivom, ali ne sa oba“ pa ga zato mozemo
1zracunati na slede¢a dva nacina:

PK\M + M\K) = P(K) — P(KM) + P(M) — P(KM) = 0.55
P((KUM)\(KM)) = P(KUM) — P(KM) = 0.75 — 0.25 = 0.55
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USLOVNA VEROVATNOCA




Uslovna verovatnoca

* U nekim situacijama, dodatna informacija o nekom dogadaju moze
da utice na verovatnocu njegove realizacije.

» Na primer, verovatnoca da neki tim pobedi AKO na poluvremenu
gubi, nije ista kao verovatnoca da pobedi (procenjena pre pocetka
utakmice)

* Zbog toga mozemo razlikovati dve vrste verovatnoce:
1. P(A) — (obicna) verovatnoca dogadaja A

2. P(A|B) — verovatnoca dogadaja A ako znamo da se
realizovao B

P(A | B) — uslovna verovatnoca dogadaja A pod uslovom B

A — glavni dogadaj B - uslov

« Citamo ,ver. od A ako B<ili ,ver. od A pod uslovom B

18



Odredivanje uslovne verovatnoce

» Uslovnu verovatnoc¢u mozemo racunati na dva nacina:

1. Koristeci klasicnu verovatnocu, tako sto cemo informaciju o
realizacijt dogadaja B (koji sada preuzima ulogu sigurnog
dogadaja) ukljuciti u prebrojavanje mogucih ishoda 1
povoljnih ishoda.

2. Ukoliko su poznate verovatnoce P(B) — verovatnoca

uslova, P(B)>0, 1 P(AB) — verovatnoca preseka, onda
uslovnu verovatnocu mozemo izracunati pomocu formule:

P(AB)
P(B—__

P(A|B) =

—— uslov

» Osobina uslovne verovatno¢e: P(A|B) =1-P(A|B)
» Ali za komplement uslova ne vazil P(A|B) # 1-P(A|B)
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Uslovna verovatnoca — primer:

Primer 1. Eksperiment se sastoji od bacanja jedne kockice za 1gru.
Dati su dogadaji: A — pao je paran broj; B — pao je broj veci od 3;

C — pao je broj 5, D — pao je broj manji od 17. Izracunati P(A),
P(A|B), P(A|C), P(A| D).

B
* P(A) == =2 & mogudi ishodi {1,2,3,4,5,6}, povoljni {2,4,6}

* P(A
- P(A
- P(A

B)—
C) =
D) =

N

— € mogucdi ishodi {4,5,6}, povoljni {4,6}

= 0 € moguci ishod {5}, povoljni {}

mlel@W

1
= 5 € ‘mogudi ishodi {1,2,3,4,5,6}, povoljni {2,4,6}
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Uslovna verovatnoca — primer:

Primer 2. U jednom restoranu brze hrane je utvrdeno da je
verovatnoca da slucajno odabrana musterija uz pomfrit odabere
kecap 0.7, da odabere majonez 0.25, a da odabere oba preliva 0.2.
Izracunati verovatnoce sledecih dogadaja:

a) Sl odabrana musterija je uz pomfrit odabrala majonez, ako je
ve¢ odabrala kecap
Sl _P(MK) _ 02 _
PM|K) =?;P(M|K) = PAO 07 0.28
b) Sl odabrana musterija je uz pomfrit odabrala kecap, ako je vec
odabrala majonez
P(KM) _ 0.2

P(K|M) = 2 P(K|M) = 7= = === 0.8

¢ Sl odabrana musterija uz pomfrit nije odabrala majonez, ako je
vec odabrala kecap

PMK)=2%PMK)=1-PM|K)=1-0.28 =0.72
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_______________________________________________
Nezavisnost dogadaja

» Videli smo da dodatna informacija (uslov) nekada utice, a nekada
ne utice na promenu uslovne verovatnoce u odnosu na obicnu

* Drugim recima, neki dogadaji su uzajamno nezavisni, a neki nisu.

« Nezavisni dogadaji su ont kod kojih je verovatnoca njthove
istovremene realizacije jednaka proizvodu njthovih verovatnoca.

Dogadaji A i B su nezavisni ako je P(AB) = P(A)P(B)

« Ukoliko su A 1 B nezavisni, vazi 1 sledece:
P(AB) _ P(A)P(B)
P(B) __ P(B)

tj. uslovna verovatnoca je jednaka obicnoj.

P(A|B) = =P(A)

» Ukoliko su A 1 B nezavisni, nezavisni su 1 sledeci parovi

AiB,AiB, AiB.
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Nezavisnost dogadaja - primer

Primer 1. Iz pr1mera sa pomfrltom provetiti da li su ,,odabir kecapa* 1
,,odabir majoneza® nezavisni dogadaji.

Nezavisnost dogadaja K 1 M proveravamo tako Sto proveravamo da li vazi
jednakost P(KM) = P(K)P(M).
P(K)=0.7, P(M)=0.25, P(KM)=0.2. Dakle, da li je 0.2=0.7%0.25?

0.7%0.25 = 0.175 # 0.2

jednakost nije zadovoljena, pa odabir kecapa 1 odabir majoneza nisu
nezavisni dogadaj.

Primer 2. Neka su A 1 B nezavisni dogadajt ¢ije su verovatnoce

P(A)=0.51P(B)=0.6. Kolika j¢ verovatnoa da se realizuje bar jedan od
dogadaja A 1 B?

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)
= 0.5+ 0.6 — 0.5%0.6 = 0.8.
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