-
Ponavljanje

* Detinicija verovatnoce (aksiomatska)

» Nacini zadavanja (klasicna, geometrijska, empirijska)
 Osobine verovatnoce

* Uslovna verovatnoca

* Nezavisnost dogadaja



PREDAVANJE 3

FORMULA TOTAINE
VEROVATNOCE




Totalna verovatnoca

Posmatrajmo ovakvu situaciju:

« Zanima nas verovatnoca dogadaja A, kojt je posledica
nekih dogadaja koji mu prethode, 1 koje zovemo
hipoteze.

* Verovatnoca dogadaja A se menja u zavisnosti od toga
koja mu je hipoteza prethodila (uslovna verovatnoca)

» C1lj je 1zracunati ukupnu verovatnocu dogadaja A, koja
obuhvata sve moguce hipoteze (sve scenarije pod kojima
se A moze realizovati) =totalna verovatnoca



Totalnu verovatnocu dogadaja A mozemo izracunati ukoliko
hipoteze ¢ine potpun sistem dogadaja

Skup dogadaja {H,, H,,....H_} je potpun sistem
dogadaja (PSD) ako za sve dogadaje H;, H, iz
tog skupa vazi:

1. P(H1) >0 (moguct)
2. H;H=0 za i7j (disjunktni)
3. H,+ H,+..+H_=Q (iscrpni)

Neformalno, hipoteze treba da budu formulisane tako da

se uvek sigurno realizuje (tacno) jedna od njih.



Formula totalne verovatnoce

%

Neka je u skupu
elementarnih dogadaja dat
potpun sistem dogadaja
{H,, H,,...,H_} 1 neki
dogadaj A. Tada je:

P(A) = z P(H,)P(A|Hi)
1=1

Formula totalne
verovatnoce
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Formula totalne verovatnoce - dokaz

Kako je
A AL L DAL
vazi

P(A) = P(AH,)+ ... + P(AFL).

1z formule za uslovnu verovatnocu mozemo izraziti
P(AH)=PH, P(A|H) zai=1,...n . .
paje: P(A) =PH)PA|H)+ .. +PH,) PA|H,).

Dakle, totalnu verovatno¢u dogadaja A moZemo dobiti ukoliko

znamo verovatnoce hipoteza, i uslovne verovatnoce dogadaja A
ako mu je prethodila svaka od hipoteza.




Formula totalne verovatnoce - primer

Primer. Na 1spit prosecno izlazi 70% studenata koji prvi put
polazu, 1 30% ostalih. Verovatnoca da student polozi ako prvi
put polaze je 0.25, a ako je ve¢ bio na ispitu 0.5.

Kolika je verovatnoca da slucajno odabrani student polozi ispit?

I korak: formulacija dogadaja A i hipoteza
A — ,slucajno odabrani student ¢e poloziti ispit*
H, — ,,student prvi put polaze*

H, — ,,student ne polaze prvi put*

Vidimo da su hipoteze moguce, medusobno iskljucive i iscrpne,

dakle predstavljaju PSD.



Primer. Na ispit prosecno 1zlazi 70% studenata koji prvi put polazu,
1 30% ostalih. Verovatnoca da student polozi ako prvi put polaze je
0.25, a ako je ve¢ bio na ispitu 0.5.

Kolika je verovatnoca da slucajno odabrani student polozi 1spit?
Il korak: verovatnoce hipoteza 1 uslovne verovatnoce
Iz postavke zadatka ¢itamo:
P(H,)=0.7; P(H,)=0.3; P(A|H,)=0.25; P(A|H,)=0.5
ITI korak: formula totalne verovatnoce
P(A) = P(H,)P(A|H,)+P(H,) P(A|H,)
= 0.7%0.25 + 0.3*0.5 = 0.325

Verovatnoca da slucajno odabrani student polozi ispit je

0.325.

Napomena: Ako hipoteze Cine PSD, zbir njihovih verovatnoca
iznosi 1 (P(H)+ ... + P(H) =1)




Bajesova formula

Posmatrajmo sada ovakvu situaciju:

« Znamo da dogadaj A zavisi od hipoteza H,, H,,...,.H_1 znamo da
se A realizovao, ali ne znamo koja od hipoteza mu je prethodila

 Zanima nas kolika je verovatnoca da mu je prethodila bas
neka odredena hipoteza H,, tj. P(H,_|A)=? |

* Ovu uslovnu verovatnocu dobijamo pomocu Bajesove formule
gde je P(A)>0 verovatnoca izracunata pomocu FTV.

P(A[H)P(H))

P(HklA) — P(A) ;

k=1,2...,n

Bajesova formula

Napomena: Ovo je rezultat engleskog matematicara, filozofa 1 svestenika

Tomasa Bejza (Thomas Bayes, 1701-1761). Pravilan 1zgovor: Bejzova formula.



Primer. Na 1spit prosecno 1zlazi 70% studenata koji prvi

put polazu, 1 30% ostalih. Verovatnoca da student polozi

ako prvi put polaze je 0.25, a ako je ve¢ bio na ispitu 0.5.

Ukoliko je student polozio 1spit, koliko je verovatno da je

na njega izasao 1. put?

- Zanima nas verovatnoca da je student polagao 1. put
(H,), ako je poznato da je polozio 1spit (A) tj. P(H, | A)="

» Primenom Bajesove formule dobijamo:

P(H,|A) = Zo0utC) - 02507 _ g 54

P(A) 0.325

Napomena: FTV se odnosi na budu¢nost (dogadaj koji tek treba da
se desi), a BF na proslost (rekonstruiSe verovatnocu uzroka dogadaja
koji se ve¢ desto).
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SLUCAJNE
PROMENLJIVE




Pojam slucajne promenljive

* Slu€ajna promenljiva je matematicki model kojim zelimo
odjednom da opiSemo ceo verovatnosni eksperiment —
sve njegove 1shode i verovatnoce.

* Ishodima cemo pridruziti numericke vrednosti
» Slucajna promenljiva je funkcija koja preslikava Q u R (i koja
zadovoljava neke osobine)

Slucajne promenljive oznacavamo sa X (Y, Z, ...)
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e
Skup vrednosti

»- Skup vrednosti slucajne promenljive X:

Ry = {x€R | x je slika nekog moguceg ishoda}

* Oznake X=x (slucajna pr. X uzima vrednost x) 1 X<x ¢emo
koristiti za oznacavanje sledec¢ih dogadaja:

X=x) = {weQ| X(w)=x}
X<x) = {weQ| X(w)<x}

Verovatnocu P(X=x) oznacavamo sa p(x)

13



Podela slucajnih promenljivih

* Postoje dva osnovna tipa slucajnih promenljivih; u zavisnosti
od broja elemenata (kardinalnosti) skupa vrednosti

Ry moze biti:

1. Konacan (velicine n) «—__ DISKRETNE sl.pr

2. Prebrojiv(kaoN) <
3.5 Niprebrojiv (kas Ryis= = NEEREKIDINE SLpr,

* Postoje 1 slucajne promenljive kombinovanog tipa

Napomena: podela na diskretne / neprekidne strukture je centralna
podela u matematici uopste! (algebra / analiza)
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Slucajne promenljive - primer

Primer 1. Slucajna promenljiva X predstavlja broj palih pisama
prilikom 2 bacanja novcica.
Kada dva puta bacamo novci¢ mogucdi 1shodi su PP, PG, GP, GG,
pa broj palih pisama moze bitt od 0 do 2.
« Skup vrednosti: Ry = {0,1,2}
* Verovatnoce: p(0) = P(palo je 0 pisama) = 0.25, p(1) = 0.5, p2) =
0.25

Ovo je diskretna sluc¢ajna promenljiva, videcemo da ima binomnu
raspodelu.

Primer 2. Slucajna promenljiva Y predstavlja visinu slucajno
odabranog odraslog zivog coveka.

* Ovo je primer neprekidne slucajne promenljive; vrednosti su svi
realni brojevi iz intervala (54.6 cm, 251cm), a verovatnoce ¢emo
moci da odredimo pomocu gustine normalne raspodele.
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DISKRETNE SLUCAJNE
PROMENLJIVE




e
Zakon raspodele

» Diskretne slucajne promenljive su one koje imaju konacan ili
prebrojiv skup vrednosti.

« Diskretne slucajne promenljive su odredene svojim vrednostima, 1
njthovim verovatnoc¢ama.

» 'Te informacije su sadrzane u zakonu raspodele.

xn )<— g

: X, Yooy
X( p(x) plx) .. plx).

<—— verovatnoce

» Sematski prikaz zakona raspodele slu¢ajne promenljive X se sastoj
od dve vrste:

1. Prva vrsta sadrzt sve vrednosti 1z skupa vrednosti Ry

2. Druga vrsta sadrzi verovatnocu one vrednostt ispod koje je
napisana.
17



U svakom Sematskom prikazu zakona raspodele vaze
sledeca pravila:

Jig

Vrednosti 1z skupa vrednosti Ry se navode u rastu¢em
poretku (t). od najmanje do najvece, bez ponavljanja)

N X i

Verovatnoce svih vrednosti su pozitivne (p(x;) >0)iu
zbiru iznose 1 (zato sto su obuhvaceni svi moguci
ishodi veovatnosnog eksperimenta)

pE) +p(x) + o +p() + =1

e
Zakon raspodele
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Z.akon raspodele — primer

Primer: Verovatnosni eksperiment moze da ima ishode 0, 2, 1 1 -1.
Poznato je da se 0 javlja u 50% slucajeva, 2 u 30% slucajeva, 1 da se
vrednosti 1 1 -1 javljaju jednakoverovatno. Napisati zakon raspodele
slucajne promenljive X koja predstavlja ishode ovog eksperimenta.

 Sortirane vrednosti: -1, 0, 1, 2.

+ Verovatnoée: P(X=0)=0.5, P(X=2)=0.3, P(X=1)= P(X=-1)=k.

» Iz osobine zakona raspodele p(-1)+p(0)+p(1)+p2) =1
1zracunavamo 0.5+0.3+k+k=1 = k=0.1

» Zakon raspodele:
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Odredivanje verovatnoca

» Zakon raspodele slucajne promenljive X sadrzi
potpunu informaciju o X, tj. o verovatnosnom

eksperimentu kojt je opisan putem X.

* Verovatnocu dogadaja A nad skupom elementarnih
ishoda QQ = Ry mozemo procitati iz zakona
raspodele.

* Postupak: u zakonu raspodele identifikujemo sve
vrednosti X, koje su sadrzane u dogadaju A, i
saberemo njthove verovatnoce:

P(A) = ) p(x)

xiEA
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Odredivanje verovatnoca — primer

Primer: Iz eksperimenta 1z prethodnog primera 1zracunati verovatnoce
slede¢ih dogadaja: A — ishod je pozitivan broj, B — ishod je manji od 4/3,
C — ishod je neparan broj, D — ishod nije manji od 3, E — ishod je bro;
koji udvostrucen 1 potom uvecan za 3 pripada intervalu [3, 6].

—1 0 1 2
Zakon raspodele  X: ( 01 05 01 03

* P(A) = PX>0) = p(1)+p2) = 0.1+0.3 = 0.4
+ P(B) = P(X<4/3) = p(-1)+p(0)+p(1) = 0.7
* P(C) = P(X je neparan) = p(-1)+p(1) = 0.2
- PD) =PX=23) =0
* P(E) = P(322X+3=06) = P(0=2X=3) = P(0=X=3/2) =
pO)+p(l) = 0.6
Nastavice se...
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