DISKRETNE SLUCAJNE
PROMENLJIVE
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Zakon raspodele

» Diskretne slucajne promenljive su one koje imaju konacan ili
prebrojiv skup vrednosti.

« Diskretne slucajne promenljive su odredene svojim vrednostima, 1
njthovim verovatnoc¢ama.

» 'Te informacije su sadrzane u zakonu raspodele.
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» Sematski prikaz zakona raspodele slu¢ajne promenljive X se sastoj
od dve vrste:

1. Prva vrsta sadrzt sve vrednosti 1z skupa vrednosti Ry

2. Druga vrsta sadrzi verovatnocu one vrednostt ispod koje je
napisana.



e
Zakon raspodele

U svakom Sematskom prikazu zakona raspodele vaze
sledeca pravila:

Jig

Vrednosti 1z skupa vrednosti Ry se navode u rastu¢em
poretku (t). od najmanje do najvece, bez ponavljanja)

N X i

Verovatnoce svih vrednosti su pozitivne (p(x;) >0)iu
zbiru iznose 1 (zato sto su obuhvaceni svi moguci
ishodi veovatnosnog eksperimenta)

pE) +p(x) + o +p() + =1



Z.akon raspodele — primer

Primer: Verovatnosni eksperiment moze da ima ishode 0, 2, 1 1 -1.
Poznato je da se 0 javlja u 50% slucajeva, 2 u 30% slucajeva, 1 da se
vrednosti 1 1 -1 javljaju jednakoverovatno. Napisati zakon raspodele
slucajne promenljive X koja predstavlja ishode ovog eksperimenta.

 Sortirane vrednosti: -1, 0, 1, 2.

+ Verovatnoée: P(X=0)=0.5, P(X=2)=0.3, P(X=1)= P(X=-1)=k.

» Iz osobine zakona raspodele p(-1)+p(0)+p(1)+p2) =1
1zracunavamo 0.5+0.3+k+k=1 = k=0.1

» Zakon raspodele:



Odredivanje verovatnoca

» Zakon raspodele slucajne promenljive X sadrzi
potpunu informaciju o X, tj. o verovatnosnom

eksperimentu kojt je opisan putem X.

* Verovatnocu dogadaja A nad skupom elementarnih
ishoda QQ = Ry mozemo procitati iz zakona
raspodele.

* Postupak: u zakonu raspodele identifikujemo sve
vrednosti X, koje su sadrzane u dogadaju A, i
saberemo njthove verovatnoce:

P(A) = ) p(xi)

xiEA



Odredivanje verovatnoca — primer

Primer: Iz eksperimenta 1z prethodnog primera 1zracunati verovatnoce
slede¢ih dogadaja: A — ishod je pozitivan broj, B — ishod je manji od 4/3,
C — ishod je neparan broj, D — ishod nije manji od 3, E — ishod je bro;
koji udvostrucen 1 potom uvecan za 3 pripada intervalu [3, 6].

—1 0 1 2
Zakon raspodele  X: ( 01 05 01 03

« P(A) = P(X>0) = p(D)+p(2) = 0.1+0.3 = 0.4

+ P(B) = P(X<4/3) = p(-1)+p(0)+p(1) = 0.7

+ P(C) = P(X je neparan) = p(-1)+p(1) = 0.2

+ P(D) = P(X>3) = 0

« P(E) = P(3<2X+3<6) = P(0<2X<3) = P(0<X<3/2) =
pO)+p(l) = 0.6

Nastavice se...



Funkctja raspodele

* Pojam slucajne promenljive X omogucava prelazak sa skupa
elementarnih dogadaja () na skup trealnih brojeva R koji ima
bogatiju strukturu.

« Zbog toga uvodimo funkciju raspodele Fy(x) slucajne
promenljive X

Fy(x) = P(X<x), x€R

- Funkcija raspodele je definisana preko verovatnoce, §to znaci
da je mozemo procitati 1z zakona raspodele.



Funkctja raspodele - osobine

» Funkcija raspodele Fy(x) slucajne promenljive X zadovoljava
sledece osobine:

F«(x) je neopadajuca funkcija
Fx(-00) =0, Fx(e0) =1

P(a = X <b) = F(b) - Fx(a)
P(X 2 a)=1- Fy(a)

. Fx(x) je neprekidna sa leve strane

TS

» dokazi svih osobina slede iz definicije Fyx(x) = P(X<x)



_______________________________________________
Funkctja raspodele — primer

Primer: Slucajna promenljiva X je data zakonom raspodele

Sl 0 1 2
X( 0.1 0.5 0.1 0.3

Odrediti Fy(0), Fy(0.2), Fx(V2) i napisati funkciju Fy ().
» F(0)= P(X<0) = p(-1) = 0.1

« F(0.2)= P(X<0.2) = p(-1)+p(0) = 0.6

+ Fy(V2) = P(X<v2) = p(-1)+ p(0) + p(1) = 0.7

e T Ty

0, x=<-1
0.1, -1<x<0
Fy(x) =— 0.6, 0<x=1
0.7, 1<x<2

1, x>2

=L



Numericke karakteristike

* Slucajnu promenljivu X opisuju i odredene numericke
karakteristike

» Najznacajnije medu njima su matematicko ocekivanje
E(X) 1 disperzija D(X), ukoliko postoije.

E(X) = X; x;p(x))

D(X) = E(X?) - E*(X)

* ViSe toga o numerickim karakteristikama, njihovom znacenju
i osobinama ¢emo raditi kasnije.
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Numericke karakteristike— primer

Primer: Slucajna promenljiva X je data zakonom raspodele

=]; 0 1 2
X( 0.1 0.5 0.1 0.3

Odrediti matematicko ocekivanje 1 disperziju sl. pr. X.

- matematicko ocekivanje:

EX)= (-1)*0.1 + 0%0.5 + 1*0.1 + 2*0.3 = 0.6
* Disperzija:

E(X2)= (-1) 0.1 + 02%0.5 + 12%0.1 + 22%0.3 = 1.4
D(X) = 1.4 —0.62 = 1.04
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NEKE ZNACAJNE
DISKRETNE SLUCAJNE

_PROMENLJIVE




Raspodele ,,sa imenom*

 Uoceno je da postoje klase verovatnosnih eksperimenata
koje se mogu opisati slicnim (tipskim) slu¢ajnim
promenljivama

» Takve slucajne promenljive su dobile ime 1 posebno su
proucavane

- U njima figurisu paramettri, ¢1je vrednosti odredujemo 1z
konkretnih primera

 Kada odredimo ime 1 parametre, odreden je 1 zakon
raspodele (a samim tim i sve ostalo...) u vezi te slucajne
promenljive

. . - 8
* Diskretne raspodele ,,sa imenom*: geomettrijska,
binomna, Poasonova,...

13



-
Geometrijska raspodela G(p)

Kada se javlja?

» Posmatrajmo verovatnosni eksperiment koji ima samo
dva moguca ishoda: uspeh 1 neuspeh.

* Verovatnoca uspeha je p, a verovatnoca neuspeha q
e p,

. EksEeriment ponavljamo do prve pojave uspeha (.

,,do

ne uspe’’) 1 potom prestajemo.

Slucajna promenljiva X koja predstavlja broj ponavljanja
ovakvog eksperimenta ima geometrijsku G(p) raspodelu.

* Parametar p, 0<p<1, odgovara verovatnoci uspehal

» Primeri: bacanje kockice dok ne padne 6; gadanje mete
dok ne bude pogodena; kontrola proizvoda do nailaska
na prvi neispravan...
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Geometrijska raspodela G(p)

Kako izgleda?

* Da b1 odredili skup vrednosti, pitamo se koliko puta mozemo da
ponavljamo eksperiment do prvog uspeha? Najmanje jednom, a
najvise nije unapred odredeno...

R, =N = {12,...k,..}

* Verovatnoca p(k) znaci da se prvi uspeh desio u k-tom
ponavljanju, 1 da mu je prethodilo k-1 neuspeha

p(k) = q*'p, keERy

* Moze se pokazati da za ovakav zakon raspodele, matematicko
ocekivanje 1 disperzija kod geometrijske raspodele 1znose:

E®) =2 DX =
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Geometrijska raspodela - primer

Primer: Bacamo kockicu za igru dok ne padne $estica. Odrediti
raspodelu sl. pr. X koja predstavlja broj bacanja. Izracunati
verovatnoce (a) da ¢e Sestica pasti u trecem bacanju; (b) da ce biti
potrebno vise od tri bacanja.

* Raspodela je geometrijska, verovatnoca uspeha pri jednom

bacanju je 1/6, dakle p=1/6, q=5/6, 1 X: G(1/6) .

2 P(X=3) = p(3) = (5/6)%(1/6) = 0.116
b PX>3) = p@) + p(5) + ...

ovaj beskonacni zbir mozemo izracunati pomocu
geometrijskog reda, ili mozemo iskoristiti suprotni dogadaj:

RSt i 0 el i RSP (el
((5/6)°(1/6)+(5/6)1(1/6) +(5/6)%(1/6)) = 1 - 0.421 = 0.579
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Binomna raspodela B(n,p)

Kada se javlja?

» Posmatrajmo opet verovatnosni eksperiment koji ima samo
dva moguca 1shoda: uspeh i1 neuspeh.

» Verovatnoca uspeha je p, a verovatnoca neuspeha q (q=1-p).

« Eksperiment ponavljamo n puta, i zanima nas koliko je
puta (od tth n pokusaja) uspeo.

Slucajna promenljiva X koja predstavlja broj uspeha (pri n
ponavljanja) ekspetimenta ima binomnu B(n,p) raspodelu.

* Parametri: n, n€EN — broj ponavljanja,
p, 0<p<1 - verovatnoca uspeha

» Primeri: koliko puta Ce pasti Sestica pri 10 bacanja, koliko
puta Ce strelac pogoditi metu pr1 100 gadanja, koliko ce biti
neispravnih proizvoda u seriji od 5000 proizvedenth...
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Binomna raspodela B(n,p)

Kako izgleda?

» Da b1 odredili skup vrednosti, pitamo se koliko puta moze da uspe
eksperiment koji ponavljamo n puta? Najmanje nijednom, a
najvise svih n puta.

R, = {0,1,...k,...,n}
* Verovatnoca p(k) znaci da se uspeh desio nekih k puta, 1 da se

neuspeh desio preostalih n-k puta. Postoji (7;) kombinactja za k
uspeha u n pokusaja, pa je:

pk) = (1)p¥q"¥*, keRy

* Moze se pokazati da za ovakav zakon raspodele, matematicko
ocekivanje 1 disperzija kod binomne raspodele iznose:

E(X) =np D(X) = npq
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Binomna raspodela - primer

Primer: Bacamo kockicu za igru 10 puta. Odrediti raspodelu sl.
pr. X koja predstavlja broj palih Sestica. Izracunati verovatnoce (a)
Sestica Ce pastt 3 puta; (b) Sestica e pasti bar tr1 puta. (c) Koliki je
ocekivani broj palih sestica?

» Raspodela je binomna, verovatnoca uspeha pri jednom bacanju je

1/6 a bacanja ima 10, dakle n=10, p=1/6, q=5/6, X: B(10, 1/6).
) PX=3)=p3) = () 1/67(/6)

by PEXZ3)= p3)t ii, Hp(10) = Zf{gg(lko) (1/6)%(5/6)10-%
o EX)=10*1/6=1.67 . |

Napomena: ocekivana vrednost E(X) nekad ne moze da se realizuje

(nemoguce je da Sestica padne 1.67 puta) tj. ocekivana vrednost 1

najverovatniji ishod slucajne promenljive nisu istt pojmovi.



Binomna vs geometrijska raspodela

* Naglasi¢emo razlike izmedu sluc¢ajnih promenljivih koje 1maju
binomnu, 1 onih koje imaju geometrijsku raspodelu.

Broj Broj uspeha
ponavljanja
Binomna
B(n,p) n ?
Geometrijska
G(p) ? 1
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Aproksimacije binomne raspodele

» Pri velikom broju ponavljanja eksperimenta, 1zracunavanje
verovatnoce dogadaja vezanih za binomnu raspodelu moze biti
racunski komplikovano.

 Npr. ako je verovatnoca da je neki proizvod neispravan 0.08, i
posmatramo seriju od 5000 proizvoda, verovatno¢a da medu

njima bude manjeBE)Lgi 350 neispravnih je

2 (5000) 0.08k0.92°000-k
k

k=0
* postoje dve aproksimacije binomne raspodele, koje omogucavaju
priblizno izracunavanje ovakvih verovatnoca:

1. Aproksimacija Poasonovom raspodelom

2. Izracunavanje pomocu Gausove raspodele (Moavr-Laplasova
teorema)
21
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Poasonova raspodela P())

Kada se javlja?
» Poasonova raspodela je uvedena kao granicni slucaj binomne
raspodele

* broj ponavljanja n —, verovatnoca uspeha p —0, ali je
proizvod ove dve vrednostt konstantan np= A, A>0.

» Utvrdeno je da slucajne promenljive sa Poasonovom
raspodelom opisuju pojave kod kojih nas zanima broj
uspesnih realizacija u odredenom vremenskom
intervalu (ukoliko su nezavisne jedna od druge 1 sa
konstantnom stopom)

* Primenjuje se u matematickom modelovanju redova cekanja,
retkih dogadaja, itd...

* Primeri: broj klijenata na Salteru banke tokom 1h; bro;
saobracajnth nesreca u nekoj opstini tokom jednog dana; broj
meteorita vecih od 1m koji udare u Zemlju tokom jedne

odine; broj vojnika u pruskoj vojsct stradalih od Sutanja
onja u toku jedne godine (prva dokumentovana primena), ...
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Poasonova raspodela P())

Kako izgleda?

» Da bi odredili skup vrednosti, pitamo se koliko puta moze da se
realizuje neki dogadaj u fiksnom vremenskom intervalu? Najmanje
nijednom, a najveci broj nije unapred odreden.

R, = {0,1,....k,...}

* Verovatnoca p(k) je izvedena kao grani¢na vrednost verovatnoce
kod binomne raspodele (e=2.72 je Ojlerov broy).

k
p(k)=);(—'e_)‘, kER,, A>0

* Moze se pokazati da 1 matematicko ocekivanje 1 disperzija kod
Poasonove raspodele imaju vrednost A

EX) = A D(X) = A
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Poasonova raspodela - primer

Primer: Utvrdeno je da neki call centar u proseku dobija 7 poziva
u minuti, 1 da broj poziva u minuti ima Poasonovu raspodelu.
[zracunati verovatnoce (a) u toku jednog minuta ce biti 5 poziva; (b)
u toku jednog minuta ¢e bitt bar 1 poziw.

» Raspodela je Poasonova, prosecan tj. ocekivani broj poziva
odgovara parametru A pa je raspodela slucajne promenljive X koja
predstavlja broj poziva u minuti X: P(7).

2y P(X=5) = p(5) = 7—e-7_01277

b PX>1)=1- p(())—1-7 e~/ =0.9991
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Poasonova raspodela — aproksimacija binomne

Iz same konstrukcije Poasonove raspodele kao granicnog slucaja
binomne kad n —®, p —0 vidimo da

B(n,p) »>P(np)«— A =np

» aproksimacija je tim bolja ukoliko je n vece 1 p manje.
» npr. B(5000, 0.08) — P(400), pa je iz primera o neispravnim

proizvodima

 Aproksimirani 1zraz je nesto manje racunski kompleksan, ali se u
praksi 1 dalje mnogo cesce koristi aproksimacija normalnom
raspodelom tj. Moavr-Laplasova teorema.
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