Matematika 3 1.2. TROSTRUKI INTEGRALI

1.2 Trostruki integrali

1. Izrac¢unati I = [[[(x?y + z)dzdydz ako je
4

V={(z,y,2) €R*: —2<2<2,-3<y<1,1<2<5})

Resenje:
2 /1 /5
I= ///(x2y+ 2)dxdydz :/ / /(xzy—O— z)dz | dy | dx
v Z2 \O3 \1
2 /1 ) z=5 2 /1
= / / <a:2yz + 22) dy | de = / / (4m2y + 12) dy | dz

-2 -3

z=1
y=1

2 2
2
= / <4x23’2 + 12y) dx = / (—162° + 48) da

— y=—3

1‘3 =2

2. Izracunati zapreminu oblasti

r=—2

V ={(z,y,2) ER3: 2z + 3y +42 < 12,2 > 0,y > 0,z > 0}.

T

Resenge:
Oblast V je ograniena sa Getiri ravni u R3 :

204+ 3y+42=12 z=0 y=0 z=0.
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CHAPTER 1. INTEGRALI Matematika 3

Projekcija oblasti V na xy-ravan je trougao D u R? :

D = {(z,y) eR*:2043y<12, 2>0, y >0}

1
= {(m,y)€R2:0§y§§(12—2x),x20,0§m§6}

Tako se oblast V' moze zapisati na sledeéi na sledeé¢i nacin:

1
V={(z,y,2) eR3*:0< 2 < 4(12—23} —3y), (z,y) € D}.
Zapremina oblasti V' je
12—2x—3y
/ 12223
AV:///da:dydz:// / dz dxdy—// LW rdy
v D 0
12—2z y= 1zg2m

|
o\@

/3 2-20-3y, /6<3y—xy—3y2)
4 )
0 0
6
7/(6 2 + >d:r
0

3. Izracunati Jakobijan transformacije

Il

I

\]
N

D

=

I

[\
w‘gw
+
»—n‘g
ool w
"

(a) x = pcosy, y = psing, z = z,
(pyp52) € [0,00) X [0,27] X R;

(b) * = pcospcosf, y = psinpcosh, z = psinb,
(pa P 0) € [O’OO) X [03 27"] X [_ga g} .

(c) ¢ =pcosepsinh, y = psinpsinh, z = pcosH,
(pyp,0) € [0,00) x [0,27] X [0, 7].
Resenje:
(a) Jakobijan transformacije je:
cosp —psing 0

J(p,p,z) =| sinp pcosp O = pcos® p + psin® p = p.
0 0 1
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Matematika 3 1.2. TROSTRUKI INTEGRALI

(b) Jakobijan transformacije je:

oz, y, z)

J(p, ¢, 0) = W
cospcosf —psinpcosf —pcospsind
=| sinpcosf  pcospcosf —psinpsinfd
sin 0 0 pcosb

=sinf (p2 sin? psin @ cos @ + p? cos? @ sin f cos 9)
— pcosf (,0 cos? p cos? 0 + psin? ¢ cos? 0)

= p%sin® f cos  + p? cos® O = p? cos 6.
c¢) Jakobijan transformacije je:
(c) Jakobijan transformacije j

Iz, y,2)
A(p, ¢, 0)

cospsinf —psinpsind pcosycosb
=| sinpsinfd  pcosysinfd psinypcosd
cosf 0 —psinf

J(p,p,0) =

= cosf (p2 sin? @ sin 0 cos  — p* cos® @ sin 6 cos 9)
— psinf (p cos? ¢sin? 0 + psin? ¢ sin? 9)

= p?cos? Osinf — p?sin® 0 = —p? sin 6.

4. Izracunati I = [[[(x? 4+ y?)dedydz ako je oblast integracije
v

VZ{(m,y,z)6R3;2§z§4_m2_y2}.

Resenje: Oblast V je ograni¢ena paraboloidom z = 4—z2?+y? sa temenom
u (0,0,4) i sa ravni z = 2.

Presek datog paraboloida i ravni je centralna kruznica polupre¢nika v/2 u
ravni z =2

z=4—24+ 1P A2=22=4-22+ P rz=222+y =2A2=2.
Odatle je projekcija D oblasti V' na zy-ravan krug poluprenika /2 :
D = {(z,y) € R? : 2* + y* < 2}.

Tako je trazeni integral nad oblasti V' :

2 2
T —

1= [ s = ] - [ i |
1% D 2

— é/(z — 2 —y?)(2” + y°)dady.

19



CHAPTER 1. INTEGRALI Matematika 3

Uvodimo smenu polarnim koordinatama
x=pcosp, y=psing, p€[0,V2], ¢ € [0,2n]

za koju vazi da je 22 + y2 = p? i J = p. Sada gornji integral postaje:

27 \/5 27 ﬁ
I=/ /(2—p2)p3dp ds@=/ds0/(2p3 -0°)d
0 0 0 0

p=v2 ( 8) A

|<p 27 &4 _ &5
4 5
5. Izracunati zapreminu oblasti:

1< 2? +y?+ 22 < 9},
$2+y2§22,$2+y2+z2§9,Z§0}-

p=0

(@) V={(z,y,2) €R®
(b) V={(z,y,2) € R :

Resenje:
(a) Zadata oblast ograni¢ena je sa dve sfere. Uvodimo sferne koordinate

T = pcoscosb o
y=psingcosd (.0 € [1,3] x [0,20] x |2, 7] -
z = psin6

Jakobijan transformacije je |J| = p? cos . Onda je zapremina

27 % 3
AV = ///d:vdydz :/ / /p2 cosfdp | dO | dp
v 0 1

_T
2

2 z p=3
o
:/ /? cos6dl | dy
0 \-z p—1
6 7( 0w 77
——/ /CObGdQ d(p——/sinﬁ dy
3 3
0 —5 0 9:,%
27
i/ 27r 1047
R 3
0

(b) Oblast V predstavlja ise¢ak lopte. Sli¢no kao u prethodnom zadatku
uvodimo sferne koordinate:

T = pcoscosb
y = psinpcosf
z = psinf

(p,,0) € [0,3] x [0, 271] x [—g—ﬂ .
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Matematika 3

Jakobijan transformacije je |.J| = p? cosf. Onda je zapremina:

27 -5 3
AV = /// dxdydz :/ / /p2 cosfdp | df | dy
1% 0 \-z \0
27 *% 3 p=3 27 -7
:/ P coshde d<p:/ /900s9d0 dy
0 \-z 3 lp=0 0 \-z

= 7(98in0|g_%) dp=9 (2 - \/§> T

0

6. Odrediti teziste homogenog tela:
() V={(z,y,2) ER*: 0 <2 <2,0<y<3,0< 2< 4},
(b) V={(z,y,2) e R3: 22 + y% + 22 < 9,z > 0}.
Resenje: Za homogeno telo je gustina konstantna u svakoj tacki. Pret-

postavi¢emo da je p(z,y, z) = u, (z,y,2) € V.

(a) Masa je:

2 /3 /4
m:///udxdydz:u///dxdydz:,u/ / /dz dy | dx
v 0 \o \o
2 3

v

4
:p/dx~/dy~/dz:u~203~4:24@.
0 0 0

Teziste plo¢e T(xr,yr, zr) dobijamo odredujuéi pojedina¢no svaku

koordinatu:

4 /3
1 1
xt:—///:wdxdydz:—/ / /xdm dy | dz
m 24
v 0 \o
3

1 / 2 1 /
:ﬂ/ / dy dzzﬁ/ /dy dz
0o \o =0 0 \o
4 3
—i/dz/d——éli’)—
12 YT 12 -
0 0
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1 12 4
= — drdydz = —
Yi m///ymyz 24//
0 0

y=

i
. 2 /4, 3 0
_— yf = -_—
—24/ /2 dz | dz 18 /dz dx
0 0 y=0 0
9 / / 9 3
0 0

4
/ zdz | dy | dz
0

o,

1 1

2 = E///z,udxdydz =5
v
/2

3
1 22
0 0 z2=0
12 3 12 3 1
=z dy|de=> [de [dy=—-2-3=2
3/ /y ! 3/ x/y 3u :
0 0 0 0

Dakle, masa tela je m = 24, a teziste T (1, %, 2) .

(b) Uvodimo sferne koordinate

T = pcosycosb -
y = psingpcosf (p,p,0) €10,3] x [0,27] x [0,5} .
z = psind

Jakobijan smene je |J| = p? cos .

2r (3 [ %
m:u/ / /p26089d9 dp | do

0 \o \D
27 / 3 0=3%

:u/ /p281n9 dp | do
0 0 0=0
27 / 3 or 3 4103

=u/ /dep dso=u/d<p/p2dp=2w-% = 18mp.
0o \0 0 0 =0
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jus

3

27
1
xt:—/ / /pcos&cosgp-p2cosﬂdp do | de
187w
0 \0

0
1 3
3
= d
18ﬂ/p iz

0

O —

cos Qdﬁ/cos pdp

5 27
1 pt 1+ cos( 20
= E . Z / /COS (png
%% 0
1 811 1 . e=2m
=5 2/d0+ 2/ s(20)do | sinp| ;" = 0.
0 0

3

2
1
Yt —/ / /pcostingp-pzcosedp de | dy
187
0 \o

[N

pidp | cos? Hdﬁ/sin pdp

187

I
—_
o — .

2m
[1+ cos(20)

5 do - / sin pdp

0
/de+
0

Pl
4

1871 p=0

O\ o S~ 2

1

s(2 Pz = 0.
T8n / 0)do | (—cosep)| = 0

N |
l\DM—l

81
1

27
1
Zp = ——
t 187
0

5 1

2
1t o= [ 1 81
= —_— . :7-7.2 .
T Plo— /sm@cos@d@ T /tdt
0 0
_9 ﬁtzl_g
12|, 8
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Dakle, masa polulopte sa centrom u (0,0,0) polupre¢nika 3 i kon-
stantne gustine p je m = 187, dok teziste ima koordinate T’ (0, 0, %) .

7. Izra¢unati I = [[[(z? + y?)dzdydz, gde je
\4

V={(x,y,2) ER®: &> + 9> > 2, 2® + 4> <T—z, z > 3}.

Resenje: Presek kruznog cilindra datog jednacinom z? + y? = 2 i rotacionog
paraboloida datog sa z = 7 — 22 — y2 je kruZnica

{(z,y,2) eR®: 2® + 9> =2, 2 =5}

Presek ravni date jedna¢inom z = 3 i paraboloida datog jednafinom z = 7 —
2% — y? je kruznica

{(z,y,2) eR®: 2 +y*> =4, 2 =3}.
Projekcija oblasti V' na zy-ravan je kruzni prsten
D={(z,y) eR*: 2 <a®+y* <4}.

Uvodenjem polarnih koordinata dobijamo:

7—2?—y?

I:///(a:2+y2)dasdydz:// / (2 +y*)dz | dedy
1% D 3

= // (2> +y*)(7 — 2° — y* — 3)dady = 7d<p /2 p*(4—p?)dp

Projzy 0 V2

6
o r-5)

p=V2 3
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