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1.2 Trostruki integrali
1. Izračunati I =

RR

V

R
(x2

y + z)dxdydz ako je

V = {(x, y, z) 2 R3 : �2  x  2,�3  y  1, 1  z  5}.

Rešenje:

I =

Z Z

V

Z
(x2y + z)dxdydz =

2Z

�2

0

@
1Z

�3

0

@
5Z

1

�
x2y + z

�
dz

1

A dy

1

A dx

=

2Z

�2

0

@
1Z

�3

✓
x2yz +

z2

2

◆������

z=5

z=1

dy

1

CA dx =

2Z

�2

0

@
1Z

�3

�
4x2y + 12

�
dy

1

A dx

=

2Z

�2

✓
4x2 y

2

2
+ 12y

◆������

y=1

y=�3

dx =

2Z

�2

�
�16x2 + 48

�
dx

=

✓
�16

x3

3
+ 48x

◆����
x=2

x=�2

=
320

3
.

2. Izračunati zapreminu oblasti

V = {(x, y, z) 2 R3 : 2x + 3y + 4z  12, x � 0, y � 0, z � 0}.

x

y

z

x

y

Rešenje:
Oblast V je ograničena sa četiri ravni u R3 :

2x+ 3y + 4z = 12 x = 0 y = 0 z = 0.
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CHAPTER 1. INTEGRALI Matematika 3

Projekcija oblasti V na xy-ravan je trougao D u R2 :

D =
�
(x, y) 2 R2 : 2x+ 3y  12, x � 0, y � 0

 

= {(x, y) 2 R2 : 0  y  1

3
(12� 2x), x � 0, 0  x  6}

Tako se oblast V može zapisati na sledeći na sledeći način:

V = {(x, y, z) 2 R3 : 0  z  1

4
(12� 2x� 3y), (x, y) 2 D}.

Zapremina oblasti V je

�V =

ZZZ

V

dxdydz =

ZZ

D

0

B@

12�2x�3y
4Z

0

dz

1

CA dxdy =

ZZ

D

12� 2x� 3y

4
dxdy

=

6Z

0

0

B@

12�2x
3Z

0

12� 2x� 3y

4
dy

1

CA dx =

6Z

0

✓
3y � 1

2
xy � 3

4

y2

2

◆������

y= 12�2x
3

y=0

= �7 ·
6Z

0

✓
6� 2x+

x2

6

◆
dx = �7 ·

✓
6x� 2

x2

2
+

x3

18

◆����
6

0

=???.

3. Izračunati Jakobijan transformacije

(a) x = ⇢ cos', y = ⇢ sin', z = z,

(⇢,', z) 2 [0,1) ⇥ [0, 2⇡] ⇥ R;

(b) x = ⇢ cos' cos ✓, y = ⇢ sin' cos ✓, z = ⇢ sin ✓,

(⇢,', ✓) 2 [0,1) ⇥ [0, 2⇡] ⇥
⇥
�⇡

2
,
⇡
2

⇤
.

(c) x = ⇢ cos' sin ✓, y = ⇢ sin' sin ✓, z = ⇢ cos ✓,
(⇢,', ✓) 2 [0,1) ⇥ [0, 2⇡] ⇥ [0,⇡].

Rešenje:

(a) Jakobijan transformacije je:

J(⇢,', z) =

������

cos' �⇢ sin' 0
sin' ⇢ cos' 0
0 0 1

������
= ⇢ cos2 '+ ⇢ sin2 ' = ⇢.
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(b) Jakobijan transformacije je:

J(⇢,', ✓) =
@(x, y, z)

@(⇢,', ✓)

=

������

cos' cos ✓ �⇢ sin' cos ✓ �⇢ cos' sin ✓
sin' cos ✓ ⇢ cos' cos ✓ �⇢ sin' sin ✓

sin ✓ 0 ⇢ cos ✓

������

= sin ✓
�
⇢2 sin2 ' sin ✓ cos ✓ + ⇢2 cos2 ' sin ✓ cos ✓

�

� ⇢ cos ✓
�
⇢ cos2 ' cos2 ✓ + ⇢ sin2 ' cos2 ✓

�

= ⇢2 sin2 ✓ cos ✓ + ⇢2 cos3 ✓ = ⇢2 cos ✓.

(c) Jakobijan transformacije je:

J(⇢,', ✓) =
@(x, y, z)

@(⇢,', ✓)

=

������

cos' sin ✓ �⇢ sin' sin ✓ ⇢ cos' cos ✓
sin' sin ✓ ⇢ cos' sin ✓ ⇢ sin' cos ✓

cos ✓ 0 �⇢ sin ✓

������

= cos ✓
�
⇢2 sin2 ' sin ✓ cos ✓ � ⇢2 cos2 ' sin ✓ cos ✓

�

� ⇢ sin ✓
�
⇢ cos2 ' sin2 ✓ + ⇢ sin2 ' sin2 ✓

�

= ⇢2 cos2 ✓ sin ✓ � ⇢2 sin3 ✓ = �⇢2 sin ✓.

4. Izračunati I =
RRR

V

(x2 + y
2)dxdydz ako je oblast integracije

V = {(x, y, z) 2 R3 : 2  z  4 � x
2 � y

2}.

Rešenje: Oblast V je ograničena paraboloidom z = 4�x2+y2 sa temenom
u (0, 0, 4) i sa ravni z = 2.

Presek datog paraboloida i ravni je centralna kružnica poluprečnika
p
2 u

ravni z = 2 :

z = 4� x2 + y2 ^ z = 2 , 2 = 4� x2 + y2 ^ z = 2 , x2 + y2 = 2 ^ z = 2.

Odatle je projekcija D oblasti V na xy-ravan krug poluprečnika
p
2 :

D = {(x, y) 2 R2 : x2 + y2  2}.

Tako je traženi integral nad oblasti V :

I =

ZZZ

V

(x2 + y2)dxdydz =

ZZ

D

0

B@
4�x

2�y
2Z

2

(x2 + y2)dz

1

CA dxdy

=

ZZ

D

(2� x2 � y2)(x2 + y2)dxdy.
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Uvodimo smenu polarnim koordinatama

x = ⇢ cos', y = ⇢ sin', ⇢ 2 [0,
p
2], ' 2 [0, 2⇡]

za koju važi da je x2 + y2 = ⇢2 i J = ⇢. Sada gornji integral postaje:

I =

2⇡Z

0

0

B@

p
2Z

0

(2� ⇢2)⇢3d⇢

1

CA d' =

2⇡Z

0

d'

p
2Z

0

�
2⇢3 � ⇢5

�
d⇢

= '|'=2⇡
'=0

✓
2
⇢4

4
� ⇢5

5

◆����
⇢=

p
2

⇢=0

= 2⇡

✓
2� 8

6

◆
=

4⇡

3
.

5. Izračunati zapreminu oblasti:

(a) V = {(x, y, z) 2 R3 : 1  x
2 + y

2 + z
2  9},

(b) V = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y
2  z

2
, x

2 + y
2 + z

2  9, z  0}.

Rešenje:

(a) Zadata oblast ograničena je sa dve sfere. Uvodimo sferne koordinate:

x = ⇢ cos' cos ✓
y = ⇢ sin' cos ✓
z = ⇢ sin ✓

(⇢,', ✓) 2 [1, 3]⇥ [0, 2⇡]⇥
h
�⇡

2
,
⇡

2

i
.

Jakobijan transformacije je |J | = ⇢2 cos ✓. Onda je zapremina:

�V =

ZZZ

V

dxdydz =

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

�⇡
2

0

@
3Z

1

⇢2 cos ✓d⇢

1

A d✓

1

CA d'

=

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

�⇡
2

⇢3

3

�������

⇢=3

⇢=1

cos ✓d✓

1

CA d'

=
26

3

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

�⇡
2

cos ✓d✓

1

CA d' =
26

3

2⇡Z

0

sin ✓

������

✓=⇡
2

✓=�⇡
2

d'

=
52

3

2⇡Z

0

d' =
52

3
'|2⇡0 =

104⇡

3
.

(b) Oblast V predstavlja isečak lopte. Slično kao u prethodnom zadatku
uvodimo sferne koordinate:

x = ⇢ cos' cos ✓
y = ⇢ sin' cos ✓
z = ⇢ sin ✓

(⇢,', ✓) 2 [0, 3]⇥ [0, 2⇡]⇥
h
�⇡

2
,�⇡

4

i
.
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Jakobijan transformacije je |J | = ⇢2 cos ✓. Onda je zapremina:

�V =

ZZZ

V

dxdydz =

2⇡Z

0

0

B@

�⇡
2Z

�⇡
4

0

@
3Z

0

⇢2 cos ✓d⇢

1

A d✓

1

CA d'

=

2⇡Z

0

0

B@

�⇡
2Z

�⇡
4

⇢3

3

����
⇢=3

⇢=0

cos ✓d✓

1

CA d' =

2⇡Z

0

0

B@

�⇡
4Z

�⇡
2

9 cos ✓d✓

1

CA d'

=

2⇡Z

0

⇣
9 sin ✓|✓=�⇡

4
✓=�⇡

2

⌘
d' = 9

⇣
2�

p
2
⌘
⇡.

6. Odrediti težište homogenog tela:

(a) V = {(x, y, z) 2 R3 : 0  x  2, 0  y  3, 0  z  4},

(b) V = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y
2 + z

2  9, z � 0}.

Rešenje: Za homogeno telo je gustina konstantna u svakoj tački. Pret-
postavićemo da je µ(x, y, z) = µ, (x, y, z) 2 V.

(a) Masa je:

m =

ZZZ

V

µdxdydz = µ

ZZZ

V

dxdydz = µ

2Z

0

0

@
3Z

0

0

@
4Z

0

dz

1

A dy

1

A dx

= µ

2Z

0

dx ·
3Z

0

dy ·
4Z

0

dz = µ · 2 · 3 · 4 = 24µ.

Težište ploče T (xT , yT , zT ) dobijamo određujući pojedinačno svaku
koordinatu:

xt =
1

m

ZZZ

V

xµdxdydz =
1

24

4Z

0

0

@
3Z

0

0

@
2Z

0

xdx

1

A dy

1

A dz

=
1

24

4Z

0

0

@
3Z

0

x2

2

������

x=2

x=0

dy

1

CA dz =
1

12

4Z

0

0

@
3Z

0

dy

1

A dz

=
1

12

4Z

0

dz

3Z

0

dy =
1

12
· 4 · 3 = 1
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yt =
1

m

ZZZ

V

ydxdydz =
1

24

2Z

0

0

@
4Z

0

0

@
3Z

0

ydy

1

A dz

1

A dx

=
1

24

2Z

0

0

@
4Z

0

y2

2

������

y=3

y=0

dz

1

CA dx =
9

48

2Z

0

0

@
4Z

0

dz

1

A dx

=
9

48

2Z

0

dx

4Z

0

dz =
9

48
· 2 · 4 =

3

2
,

zt =
1

m

ZZZ

V

zµdxdydz =
1

24

2Z

0

0

@
3Z

0

0

@
4Z

0

zdz

1

A dy

1

A dx

=
1

24

2Z

0

0

@
3Z

0

z2

2

������

z=4

z=0

dy

1

CA dx

=
1

3

2Z

0

0

@
3Z

0

dy

1

A dx =
1

3

2Z

0

dx

3Z

0

dy =
1

3µ
· 2 · 3 = 2µ.

Dakle, masa tela je m = 24µ, a težište T
�
1, 3

2 , 2
�
.

(b) Uvodimo sferne koordinate

x = ⇢ cos' cos ✓
y = ⇢ sin' cos ✓
z = ⇢ sin ✓

(⇢,', ✓) 2 [0, 3]⇥ [0, 2⇡]⇥
h
0,

⇡

2

i
.

Jakobijan smene je |J | = ⇢2 cos ✓.

m = µ

2⇡Z

0

0

B@
3Z

0

0

B@

⇡
2Z

0

⇢2 cos ✓d✓

1

CA d⇢

1

CA d'

= µ

2⇡Z

0

0

@
3Z

0

⇢2 sin ✓

������

✓=⇡
2

✓=0

d⇢

1

CA d'

= µ

2⇡Z

0

0

@
3Z

0

⇢2d⇢

1

A d' = µ

2⇡Z

0

d'

3Z

0

⇢2d⇢ = 2⇡µ · ⇢
3

3

����
⇢=3

⇢=0

= 18⇡µ.
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xt =
1

18⇡

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

0

0

@
3Z

0

⇢ cos ✓ cos' · ⇢2 cos ✓d⇢

1

A d✓

1

CA d'

=
1

18⇡

3Z

0

⇢3d⇢

⇡
2Z

0

cos2 ✓d✓

2⇡Z

0

cos'd'

=
1

18⇡
· ⇢

4

4

����
⇢=3

⇢=0

⇡
2Z

0

1 + cos(2✓)

2
d✓ ·

2⇡Z

0

cos'd'

=
1

18⇡
· 81
4

0

B@
1

2

⇡
2Z

0

d✓ +
1

2

⇡
2Z

0

cos(2✓)d✓

1

CA sin'|'=2⇡
'=0 = 0.

yt =
1

18⇡

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

0

0

@
3Z

0

⇢ cos ✓ sin' · ⇢2 cos ✓d⇢

1

A d✓

1

CA d'

=
1

18⇡

3Z

0

⇢3d⇢

⇡
2Z

0

cos2 ✓d✓

2⇡Z

0

sin'd'

=
1

18⇡

⇢4

4

����
⇢=3

⇢=0

⇡
2Z

0

1 + cos(2✓)

2
d✓ ·

2⇡Z

0

sin'd'

=
1

18⇡
· 81
4

0

B@
1

2

⇡
2Z

0

d✓ +
1

2

⇡
2Z

0

cos(2✓)d✓

1

CA (� cos')|'=2⇡
'=0 = 0.

zt =
1

18⇡

2⇡Z

0

0

B@

⇡
2Z

0

0

@
3Z

0

⇢ sin ✓ · ⇢2 cos ✓d⇢

1

A d✓

1

CA d'

=
1

18⇡

3Z

0

⇢3d⇢

2⇡Z

0

d'

⇡
2Z

0

sin ✓ cos ✓d✓

=
1

18⇡
· ⇢

4

4

����
3

0

· '|'=2⇡
'=0 ·

⇡
2Z

0

sin ✓ cos ✓d✓ =
1

18⇡
· 81
4

· 2⇡ ·
1Z

0

tdt

=
9

4
· t

2

2

����
t=1

t=0

=
9

8
.
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Dakle, masa polulopte sa centrom u (0, 0, 0) poluprečnika 3 i kon-
stantne gustine µ je m = 18⇡µ, dok težište ima koordinate T

�
0, 0, 9

8

�
.

7. Izračunati I =
RR

V

R
(x2 + y

2)dxdydz, gde je

V = {(x, y, z) 2 R3 : x
2 + y

2 � 2, x
2 + y

2  7 � z, z � 3}.

Rešenje: Presek kružnog cilindra datog jednačinom x2 + y2 = 2 i rotacionog
paraboloida datog sa z = 7� x2 � y2 je kružnica

{(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 = 2, z = 5}.

Presek ravni date jednačinom z = 3 i paraboloida datog jednačinom z = 7 �
x2 � y2 je kružnica

{(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 = 4, z = 3}.

Projekcija oblasti V na xy-ravan je kružni prsten

D = {(x, y) 2 R2 : 2  x2 + y2  4}.

Uvođenjem polarnih koordinata dobijamo:

I =

ZZZ

V

(x2 + y2)dxdydz =

ZZ

D

0

B@
7�x

2�y
2Z

3

(x2 + y2)dz

1

CA dxdy

=

ZZ

Projxy

(x2 + y2)(7� x2 � y2 � 3)dxdy =

2⇡Z

0

d'

2Z

p
2

⇢3(4� ⇢2)d⇢

= 2⇡

✓
⇢4 � ⇢6

6

◆����
⇢=2

⇢=
p
2

=
16⇡

3
.
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