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7 Totalni diferencijali viSeg reda

Neka funkcija z = J(2,y) ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda
u nekoj okolini tagke (z,y). Drugi totalni diferencijal funkcije f (u oznaci
d*f ili d?z) je totalni diferencijal prvog totalnog diferencijala (vidi (4.9)),
3
df = ddf)= Z(df)dz + 2(df)dy

dy

3 5
B2 E,y{;;rl'._éd-’ﬁ 4 g—;rrfy)dy

= £(3de+ %dy)dr G 2

= g;éd.rz + ai;%drdy + aﬁi__ daxdy + %%dyz._
jer je
J 3] ad d
T d.’. = — i — —— | — {]- = JE' f— i
(3‘.?:( v) =10, r‘,’}y(dr) 0, ('ix(dy) i (')y(( y)=20
Tako imamo

O f % f

a2 JF drdy + 27
dy

02 dxdy

sto formalno zapisujemo u obliky:

dzf: d,y2,

3

'2 . - 3 d ; A 2 o
d*f = (;,)]—a:rfx + —L__—);d.y) i

(dz? = (do)?, dy? = (dy)?).

Kada su funkecija f i svi njeni parcijalni izvodi do zakljuéno treceg reda
neprekidne funkcije u okolini taiéke (z,¥), onda je u toj tacki treéi totalni
diferencijal odredjen sa:

a*f a°f a2f af
Bf = = dz3 4 ¢ 24 dedy® + —=dy®,
d’f (,)Idd:r +383:25'yd$ dy+36’$8y2 zdy® + 893('@’

odnosno formalne u obliku binomne formule:

& g (D s B
d’ f(z,y) = (570 + (,,)ydy) Sl
Sliéno se dobija

; Y a .
d"f(z,y) = (550 + a—ydy) Flizy-
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8 Tejlorova

Neka su funs
I "‘:w‘wkidtu“ funk

Ay) pripadaju 1

Posmatramo |

koja je definisana

Maklorenov

Za_ = 1 (8.2

Kako je

to vazi

('E.’.i =Ny

(Jer je u(0) = =



120g reda
(1 oznaci

di (4.9)),

2 reda

totalni

| P S

8 Tejlorova formula za funkcije dve promenljive

Neka su funkecija f i svi njeni parcijalni izvodi do zaklju¢no n-tog reda
neprekidne funkcije u nckoj oblasti D C RE i neka tacke (z,y) i (24 Az, y+

Ay) pripadaju toj oblasti.
Posmatramo pomoénu funkeiju

F(l) = f(z + tAz,y + tAy)
koja je definisana za svako t € [0, 1] i

F(0) = f(z,y), FQ1)= f(z+ Az, y+ Ay).

Maklorenov [Maclaurin] obrazac za funkciju F(t) glasi:

i2
F(t) = F(0)+ %F"(O) + EFH(U) + ..

tn—-l "
(n—1) gy
b A e
0<fd<l.
Za t =1 (8.2) postaje
F'(0)  F"(0)
F(1) = F(0) + T+ =5 + e
Fn=1() Fin)
0).
(n—1)! R (9)
Kako je
F(t) = f(u(t),v(t)), u(t)==z+tAz, v(t) =y+tAy,
to vazi

F'(t) = fuug + fivp = fuba + [iAy
(ug = Az, v, = Ay)i
P(0) = fin + [Ay = (22 + S-Ay)fl(ey
T dy
(jer je u(0) = z, v(0) = y).
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(8.1)

(82)

(8.3)




Dalje je

= ¥ " 2
FU) = FR () + Fvit + o + Jlol + f2uof 4+ 7 (o2,

Kako je uf =01 v} = 0, to imamo

F(t) = fi(Q2)? + 2f, AcAy + f7,(Ay)?

FH([]) g

2
dx

slicno se dobija da je

0
FO=1(0) = (— Az +

Ja

. o 7]
Fh(O) = (5-02 + 3

Uvrstavajuéi vrednosti za F(1),F(0
(8.3), dobijamo:

[z + Az, y + M) =

+ HEAcz

dx

Az + g?—.y-'ﬁ?})?fhr,y)-

w(A2)% +2f1, Az Ay + fI! (Ay)?

8 n—1 p
_'A n N ol

AY)" fl(zt+oaz,y+0ay)-

), F/(0), F*(0), ..., F(v=1)(0), F(=)(g)

f(_'rv :")") + (_éa?A'r =0 %Ay)ﬂ{m,y)

+ 2 AU iy F (8.4)

+ (AT + ZAYY 1 flpy + Bas

gde je
1
Ry =
Kako su prirastaji nezavisno promenl
8-
dez = Az,
(8.4) mozemo pisati u obliku

fle+de,y+dy) =

4 _’_( 1 dn—l

n—1)!

3

a8 + %ﬁy)nﬂ(ﬁam,ywaw-

jivih jednaki njihovim diferencijalima,

dy = Ay,

S y) +df (2, y) + Ld*f(z,y) + ...

flz,y)+ (n'—ﬁd“f(a: + Odz, y + 0dy).
(8.5)

2

T r—— ——

'_ZL:.—j je Bz = = =

9 —Ekstren
SOk S,
Definicija 9.1

strem u tackt | I,
Az i Ay ((.%

minimum 8 3

Teorema 9.1
strem u fack



0), F")(9) u

SR

T S 14 14
ferencijalima,

r.y + 8dy).

(8.5)

Kako je

Af(z,y)= f(z+0Dz,y+ 0Ay) — f(z,9),

onda za n = 3 (8.5) mozemo pisati u obliku:
1 ;
Af(e,y) = df(a,v) + 02 (2:0) + Ro. (3.6)

gde je Ra = Ld®f(z + Ode,y + fdy).
Ay - ToTPLL) PPIEASTAD

9/‘E§stremne vrednosti funkcija dve promenljive

J0ots ) AR =4 [ Xt A 03\—4“.{1}[/0

efinicija 9.1 Funkcijo 2 = f(z,y) definisana oblasti D C R? ima ek-
strem u tacki (z,y) ako je Af(z,y) istog snaka za sve dovoljno male vrednosti
Az i Ay ((z,y),(%+ AT, Y+ Ay) € D), i to maksimum ako je Af <0, a
minimum za Af > 0.

Teorema 9.1 Potreban uslov da diferencijabilna Junkcija f(z,y) wma ek-
strem u tacki (zo,yo) € D jeste da je

[(eog0)=0 i fyzo10)=0.

PRs -
2t (g)zo v o e =0

*9

A



Dokaz.

Ako funkcija f(z,y) ima ekstrem u (o, %), onda i krive > — .
Hzo,y), 2 = 201 2 = f(z, %), v = y imaju ekstrem u taéki (Zo. o). )
Potreban uslov da diferencijabilna funkcija jedne promenljive ima ekstrem
u nekoj tacki jeste da Je u toj tacki prvi izvod Jednak nuli, tj.

2 (%0, 0) = Fi(ag, Yy=yo) = (20, 0) = 0,

(2o, y0) = f'(z, Y0)l(w=zs) = fo(20,70) = 0.0

-2 Ako su svi parcijalni izvodi treceg reda funkeije Sz, y) neprekidni
u nekoj oblasti D, Mo (zg. yp) unutrasnja tacka te oblas

ti, i ako je fl(xq, yy) =
0, fy(z0,%0) = 0, onda u tacki My funkcija f(z,y)

1) ima maksimum za rt — 2 > 0ir<o, i
2) ima minimum za ot — 2 >04ir>0, Kak
3) nema ekstrema =q rt —s2 < 0, v iy
4) potrebna su dalja ispitivanja za 7t — s2 = (). .
gde je =
"= fro(2o,90), s= foy(20,%0), t = Jow(Tos yo). (9.1) .
Dokaz. Kako je po pretpostavei u tacki My [ =0 i [y =0, to vazi -

df = fldz + fydy = 0,

pa se (8.6) ovom sluéaju svodi na ::;”“ b

1 . - . a

Af(xo,y0) = iffgf(i‘m Yo) + R3(zo + 0Az, 5 + OAy). Zadatak 8
Za dovoljno malo dz j dy ostatak R5 nema uticaja na znak od Af, pa se

’ Resenje. |
znak od Af poklapa sa znakom od d*f. Kako je sada

1 ’ .
Af(xo,y) = g—l(_f_;‘:,d;vz 4 2[:;(13;(59' - I‘;Ld.y‘z}]{;,_.n__y[,_) + R,

.
koristeci oznake (9.1), imamo

] Realna reser
1 ) .1
A f(wo, y0) = G_r{""‘r"-’”-") + 2sdzdy + tdy*) + Ry,
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2 1 krive z =
acki {.'I.U'!yl'_})-
ima ekstrem

Z.U) neprekidn;
f;' L, yﬂ} -~

(9.1)

D vazi

hf. pa se

1
= 5[{?‘253:.:2 + 2srdzdy + s*dy®) + (rt — s%)dy?] + Rs,
tj.
1 .
AJ(zo,y0) = 5-[(rdz + sdy)® + (rt — s*)dy®)] + Ry, (9.2)
Iz (9.2) se vidi da je
Af(zo,y0) >0 za rt—s >0 i r>0,
za svako (dz,dy) # (0,0) i tada f(z,y) ima minimum u My;
Af(zo,90) <0 za rt—s*>0 ir<0,
za svako (dz,dy) # (0,0) i tada f(z,y) ima maksimum u Mp;
Neka je
M—8"<0 i r#0.

Kako su r,t i s fiksni brojevi odredjeni sa (9.1), za neke pravee (da,dy) #
(0,0) izraz u srednjoj zagradi formule (9.2) je pozitivan a za neke negativan
bez obzira na znak od r, §to znati da za rt —s? < 0, Af(zo, yo) nema stalan
znak, tako da u tacki Mo(zo,yo) funkcija f(z,y) nema ekstrem.
Ako je
rt—82= 0,

onda (9.2) postaje

1
Af(zo,90) = g(rd:c + sdy)? + Rs.

Za pravac (dz,dy) = (—s,7) je Af(zo,90) = Rz, pa su potrebna dalja
ispitivanja treceg diferencijala (§to izlazi iz okvira ovog kursa). <

Zadatak 9.1 Nadi ckstremne vrednosti funkcije z = 22 -+ 3% — 3ay.

Resenje. Koordinate stacionarnih tataka zadovoljavaju jednaéine
2L =32 3y =0,

2, =8y -3 =0

Realna resenja datog sistema jednaéina su

I"fl(xlayl) - (1- 1) i ﬂﬁf?(xﬂsyZ) o] (Ur U}
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Kako je 1

1"

"=z, =6z, S:z:;y:—S, t:z;'y:ﬁy, r POHOEV\

to je u M, TET ye |
=6>0, rt~32=6-6~(—3)2:27>0, S ki

Pa u M funkcija z ima minimum (z,,;, = —1), dok je u M, ("E
FE =l el _

pa u M, funkcija z nema ekstrem.O

Zadatak 9.2 Nag ekstremne vrednost; funkcije
z:wd+y4~x2—2my—yz. ‘

Resenje. Koordinate stacionarnih tacaka nalazimo reSavajuéi sistem

Z=42% -2z 9y =

Zy =4 -2 9y =0,
tj.
223 = T4y - y3:>$:y
2° = z4y 2y ~ 2y=0 = y(y*-1) = 0.
Resenja ovog sistema su tacke M (1, 1), My(—1,-1), M5(0,0).

o Y

s wC S L ) 3:2&,:—-2, :f:z;"y'——l?yg—-?

iu tackama My i M,

r=10>0, rt—s?=96>(,

Pa zu M; i M, ima minimum, z,,;, = —92.

U tacki My, rt — 42 — 0, pa ispitujemo dalje predznak funkeije z u okolinj
Mjs. Na primer, na PTavi y = 0 je z negativno:

e s | 1P 0<z<1 i -1<a<o,

dok je na pravi Y = —x z pozitivno:

z=2z%> Zza z > (.

— e

Kako je z(M3) = 0 i u okolini tacke M, menja znak

» U to] tacki nema
ekstrema.
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Teorema 10.

CislT



PC'I\C%L/\.
ToT- WE

()
(%

ucl sistem

-z 1 okolini

e 0,

tacki nema

-

LIRS S

-

ija vise promenljivih

10 Ekstremne vrednosti funkc

Posmatramo funkciju n promenljivih f(z1, T2y z,) definisanu na nekoj

oblasti D € R™. Neka tacke

(z1,%2, wny) 1 (Tt Azy, Ty + ATz, Tnt Azy)
pripadaju oblasti D. Parcijalni izvodi fr., 1 = 1,2, .57 80 definisani sa
(3.3) 1 (3.4).

Moze se dokazati, sli¢no kao i za funkcije dve promenljive, da vazi

Teorema 10.1 Ako su funkcija fu svi njeni parcijalni izvodi do zakljuéno m-
tog reda neprekidne funkcije u nekoj okolini tacke Mo(z1,22, ey p) i M (214
Azy, Ty + ATy Tt Az,) €U (U pripada oblasti definisanosti funkcije

f), onda vazi Tejlorova [Taylor] formula:

d* f(M, dm-1 f(Mo) | d™f(M
) - 100 = & = )+ ) .4 TG | T

gde je MM je tacka na duzi Mo i

d d 0 ;
dkf[Mg) = (b_..’;zdml + -5;;(1562 + ...t -é-x——d&':n)kf(Mo). ,

a 10.2 Potreban uslov da diferencijabilna funkcija f(z1,22, s i)

Teorem
., Ty) ima ekstrem je da vazi

u nekoj tacki Mo(z1,%2; -

fi.(Mo) =0, fr,(Mo) =0, ey fi.(Mo) =0, -.

tj. da je
df(Mo) = fr,(Mo)de1 + fr,(Mo)dea + - F f;ﬂ(MD)dxn =0.

e promenljive.

Dokaz je slican dokazu teoreme za funkcije dv
tacionarna tatka funkcije

Tatka My za koju vaze ove jednakosti zove se 8
f.

oot
Teorema 10.3 Funkcija f(z1, 22, vy Tp), Cif SU svi parcijalnt izvodi do za-
kljuéno treceg reda neprekidni u okolini neke stacionarne tacke My, ée u toj

tacki irmati:

37






