




7 Totalni diferencijali viSeg reda
IVeka funkcija z - f (r,y) ima neprekidne parcijal,e izvode

u nekoj okolini tacke (*,y). Drugi totalni diferencijal funkcije
d2 f ilt d2 z) je totalni diferencijal prvog totalnog diferencijala
tj.:

d, f _ d,(,tf) _ *(df)dr + &(df)d.y

= *t#a. + ffay1a" + f,(Ha" + ffailay
_ #or, + ffia*dy + #*a*ao * #orr,

drugog reda

/ (" ozr.aci
(vidi (4.e)),

I Tejloror-a

^\cka srt i'-: ,.

:.tprckidnc ['::' ''
ly) priPada.:': -

Posmatra.:: : :

koja je deflrL:

\faklorenor' 
-]

Zat*1

Kako je

I'I

to vaZi

(ut, - Lr -

(jer je z(0 t =

Jer Je
a

Ez\
Tako imamo

d'f -
Sto formalno zapisujemo

Slicno se dobija

o, *@o) - o.
ua

arf , ,-;;d?J-,
oy'

fi{.,)-0, firoo-

#o**rffidrdy*
u obliku:

d:f- f*a,**ar),ror dy

(d*, * (dr)2,,1y, _ (dy)r).
Kada su funkciia f i svi njeni parcijalni izvodi do zakiju6no tre6eg redaneprekidne funkcije u okolini tacke (*,a), onda je u toj taaki tre6i totalni

diferencijal odredjen sa:

ct3Y - #ou +sffid,r2dy +r##ctrdy2 + 
ffiau,,

odnosno formalno u obliku binomne formule:

d3 f(*,y) - t*0. * 
horr3 fl6,,s.

d" f(*, y) - r*0" * *orrn f11,,y7.
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rgog reda
I il ozrlaci
di r.l.e)),

ls reda
tot alrri

8 Tejlorova formula za funkcije dve promenljive

Neka su funkclj" f i svi njeni parcijalni izvodi do zakljudno n-tog reda
neprekidne funkcije u nekoj oblasti D CRe i neka tacke (*,y) i (r+ Lr,y*
Ag) pripadaju toj oblasti.

Posmatramo pomo6nu funkciju

F(t)-f(rrtLr,u+tLy)
koja je definisatLa za svako , € [0,1] i

r(0) : f(*,y), l,(1) - f(* * Lr,U * Ay).

Maklorenov [Maclaurin] obrazac za funkciju f(t) glasi:

F(t)- r(o) + f r'10 ) **r"(o) + ...

* 'n-' ,.p(,-r)(o) + L.p@)1et1'(n-7)
0<d<1.

Zat- 1(8.2)postaje

( 8.1)

(8.2)

(8.3 )F(1) -r'(o) .ry*nrlo' *

.##+*@
Kako je

to vazi
Ft(t) -

(u', - Lr, at, - Ly) i

l,,(0) - ft,Lr

(jer je 
"(0) - tr, o(0) - y).

F(t) - f(u(t),r(r)) , u(t) -rttL,r,, a(t)-y+tLu,

fi,"| + fi,ri : fi,Ar * fi,ty

+ f'oty - t*o, * *^il16*1
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Dalje je

F"(t) : fru@), + fil,a,rui + f,u,r, + fi,ri, + .f[,u!ra,, + fij,@,r),
Kako ju u,l - 0 i ,{ :0, to imamo

F" (t) = f',(L"), + 2fl,LrLu + f:,(1'il,

F" (0) = fi"(Lr)' + 2f{a\r Ly + f{o(Ly),

(*n* + &tr)2f16,y1.
Slicno se dobija da.je

P(n-t) (o) : f*o" * *^r),-, f l(,,a),

f (*,y) + (f;n* + *tr)fl@*)

+(*L. + f, Lu), fl@,y) * ...

:,nda zz rt =

ede je ft: =

9 -flkstreu\
. ')o(\ '.'
\,€flilf"ija e-1

strem u tai':t l-,

-\r i -\y ;-;
minimut'll :d -\

Teorema 9- 1

strem u taii:t

F" (0) -
Uvr5t avajuii vrednosti
(8.3), dobijamo:

f (" + L*,,y + Ay)

r*^" * *or)'f |1,+,dr,v!oLs)-

za F(1), f(0) ,F,(0), F,,(0), ...,, F(,-r)(0), p@1e t

+

+

(8.4)

gde je

R^ - lrln at"n - A.\ a*z:r * ay\y)" fl61r.l,",o+0ail'
Kako su priras taji nezavisno promenljivih jednaki njihovim diferencijalima,tj.

4* - A,r, dy _ Ly,
(8.4) moZemo pisati u obliku

f(* +dr,y+ dy) _ f (*,y)+ d,f (r,y)+ {,arf@,y)+...

+ +ffia"-l f(*,u) + ar-l,o f(* * 0rlr,u * ud,y).

(8.5)

32



'. t'

,, . 1.( ")(0) t

Kako je

onda za n =

f/(r,u) = f(* + 0Lr,a * 0La) - f(*'Y)'

3 (8.5) moZemo Pisati u obliku:

tf (,,e) = d'f (*, Y) + ,!rO'""'Y) 
+ Rz'

gd.e je Rz = *ra'f (" * \elr,u * ?dy) 
d, T,rth , ,4:t '-So rkuu i f ? l 8As 7-A l

j --Ekstremrre vrednosti funkcija dve promenljive

a.-^,.) d?={iu+ax'1+^S) {cx'q) L"V

!ffi#ra e.1 Funkci,ja, - f(*,E) d,efinisana-u oblasti D cR2 ima ek-

st,em u taiki(r", 9) ako je L f 6 ,'il. istog znaka zct' sue d"ouoljno male urednosti

Lr i Lv ((q,ti,('-* ^.';;'iil 
€ D)' i to maksimum ako i' Lf .-0' a

minimum za Lf > 0'

(8.6)

(8.4)

rl

Teorema 9.1

strem u taiki

Slika 7

Potreban uslou d'a d'iferenci'jabilna

(ro,9o) € D jeste da je

0 'i fL(ro, Eo)

funkcr,ja f (*,Y) ima ek-

=0.

L*u., ar) : o
rt rly) .

(8.5)

f''(tr,Yo) =

E (*nu
t* t") ;u ^t l-I\t

I

z = f (x,y)

+M,y+Ay)

(x,y)



Dokaz' Ako funkcija f(*,u) ima ekstrem u (xo,yo),onda i krive z -f(*r,y), r = *? i: - t@,no)t U = ys imaju ekstrem u tatki (ro,yo),.Potreban uslov da diferer,.r:uuil"u i,rrt.iju ;.ar. promenljive ima ekstremu nekoj tacki jeste da je u toj tacki prri ilrrod jednak nuri, tj.

I

Jr

z'o@o,uo) - fl@o,u)l1r=Eo) - f;(*r,yo) _ 0,,

"',(*o,ao) - fl@, uo)l@_,o) = f,,(*o,yo)- 0.o

s/t
Iz r 9.2 ) se ridi r

za srako t dz-d1

za srako (,dt-d1

Neka je

hako su r.t i s
(0.0\izraz u sr
bez obzira na zI

znak. tako da r
Ako je

onda (9,2 t posl

Za prarac idr'
ispitivanja tnec

'l,l
Zadatah 9

ReSenje. I

Realna reienja

reoremarg.2 Ako su sui parc,ijarni izuod"i treieg red,a funkcije f (r,y) neprekidni

1,";!;{::::;':X' !:?:'y::)i"::*:'j:,\uk:,te obtasti, i ako j" il@,,uo) -,vv vvawDot, t, uh;U Je Jr\fOtUO) _0, f{(ro,yo) = 0, ond,o u irit t Ms funkcija f (r,y)
rt-s2>0ir{0,

rt-s2>0ir)0,

ltsz

1) ima malcsimum za

2) ima minimum za

3) nenza, ekstrema za

/) potrebna su dalja

gde je

rt - s2 < 0,

ispitiuanja za rt - s2 - 0,

' = f{,(ro,uo), t - f{o(*o,,go), 1 - f{o(ro,yo). (e.1)
Dokaz. Kako je po pretpostavci u ta(ki Ms fl = O i fi = 0, to

df - fld*-t f{dy * s,

pa se (8.6) ovom slucaju svodi na

Lf (*o,uo) - *o'r(*r,,yo) -r Rr(*o * 0A,r,uo * 0Lu).

za dovoljno malo d,r i d,y ostatak ft3 nema uticaja na znak od A/, pa seznak od A/ poklapa sa znakom od * y. Xuto je sada

Lf (*o,ao) - j{t';,0*2 + zfloaxd,y * f{odyr)l(,o,no) * Rz,

koriste6i oznake (g.1), imamo

Lf (*o,ao) - fr?or' * 2sd,r4u * tdy2)* fis
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aikrivez=
;acki ( x o, yo) .
rma ekstrem

z. y) neprekidni
f'rt ro, ao) =

(e.1)

o vaZi

l/. pa se

1

- ;l(r2 dr2 * 2srd,rd,y I s2 d,y') + (rt - t')d,y'l + lir,

Lf (*o,yo): jKro. * sd,y)2 * (rt - ,2)d,yr)l + a..

(9.2) se vidi da je

(e.2)

Iz

Lf (*o,yo) > o

za svako (dr,dy) + (0,,0) i tada

Lf (rr,vr) < o

za svako (dr,,dy) + (0,0) i tada
Neka je

rt-s2<0 i rl0.
Kako su r,f i s fiksni brojevi odredjeni sa (g.l), za neke pravce (d,r,d,y) I
(0,0) izraz u srednjo j zagradi formule (9.2)je pozitivan a za neke negativan
bez obzira na znak od r, Sto znaii da za rt - s2 ( 0 , Lf (ro,uo) nema stalan
znak, tako da u tacki Mo(*o,,go) funkclja f (r,y) nema ekstrem.

Ako je
rt - s2 :0,

onda (9.2) postaje

Lf (*o,yo) : j?0" * sdy)2 * Bs.

Za pravac (dr,dy) - (-r,r) je Lf(*o,,yo) - Rs, pa su potrebna dalja
ispitivanja tre6eg diferencijala (sto izlazi iz okvira ovog kursa). O

1@p
Zadatak 9.1 Nadi ekstremne vrednosti funkcije z : 13 -t y3 - Jry.

Re5enje. Koordinate stacionarnih tacaka zadovoljavaju jednacine

"', 
:3r2 - 3Y - 0,

'L:3Y'-3r-o'
Realna re5enja datog sistema jednacina su

Mr(*t,Ut) : (1, 1) i M2(rz,yz)- (0,0).

za rt-s2>0 i r>0,

f (",y) ima minimum a Moi

za rt-s2>0 ir(0,

f (*,y) ima maksimum r Moi

I
I
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;
Bl[ t

I

z'j, = 6r,, - ",Jo- 
_3, t = r,Jo : 6U,,

6 ) 0, rt - s2 - 6.6 - (_3)2 * 2T ) 0,
ima minimum (r*rn - _1), dok je u M2
: 0, rt - s2 - 0.0-(-A)r- _g ( 0,

nema ekstrem. n

Zadatak g.2 1va6i ekstremne vrednosti funkcije

z=14*yn-12-2ry*y2.
Resenje' Koordinate stacionarnih tacaka nalazimo resavaju6i sistem

,'":4r3-2r-2y_o
,L = 4y' - 2r - 2y - o,

tj.
2rs = r*A
2y' = r*u :+

Re5enja ovog sistema su tacke

,-rl,*7212-2,
i u tackama M1 i Mz

r-10)0, rt_sz _96)0,
pa z ,J Mt i Mz ima minimum, zmin _ _2.
u tacki M3'rt - s2 = 0, pa ispitujemo dalje predznak funkc ije zu okoli,iMs. N. primer, na pravi U : 1je z negativno:

z=24-12=r2(r2_1)<0 za 0<r<1 i _1<r<0,
dok je na pravi g = *r z pozitivno:

z=2ra>0 za r)0.

[:f:"#. 
r(M) * 0 i u okotini tacke M3 menja znak, u toj tacki nema

Kako je

tojetMt
T

pa u M1 funkcija

pa u M2 funkcija

-t

pono | -,.
Tet. Itr

Ekst ri r_.t

7

r

7

T3 _ y3 _+ lt:y
2v' 2y*o:+ i@r*1)=0.

ur(7, 7) ,, Mz(_1 , _ 1) , M3(o , o) .

" - z'Ju - -2, t : r,Jn _ l2y2 _ 2
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10 Ekstremne vrednosti funkcija vi.e promenljivih

Posmatramo funkciju ?? promenljivih f ("'12' "''rn) d'ef nisanu na nekoj

oblasti D C71"' Neka taLke

(*'' *'' "''rn) i (''-

pripad.aju oblast\ D' Parcijalni

(3.3) i (3.4) 
1,' \[oZ" se dokazati, sliLno kao r

* Arr ,fi2 * Lrzr "'rrn+ Ar')

\zvodt fl,, i - 7,2,"',rz su definisani sa

za funkcije dve promenljive' da vaZi

:Q.

udi sistem

| : u okolini

r<0.

t aiki nema

Teorema 10.1 Ako su funkcija f i, sai njeni, parci,jalni, izuodi, do zakljuino m-

tog red,a neprekielne funkciie y n"*oi okoiini ta-ike-Mo(rt''r?':"'rn) r' M(rt*

Lrt,rz * Lrz, "',nn + L-y).; i" (I pri'pad'o obla'ii' d'efinisanosti' Junkci'ie

71,';n;* uaii' ieiloroua [Tavtor] formula:

f(M) - 71Mo) : Lf - df(Mo) * tly+ + wP . r#

gd,e je NI M' i" taika na d'uZi' Mo i "1

dr f(Mo) = f*ort * ffa.'+ "' + *0"-'n 71Mo)'

Teorema 10.2 potreban usrou d,a d,iferencijabi,rna funkci,ja f (rt,n2t "',rn)

u nekoj taikt, Mo(rr,T2,.",rn) i'ma ekstrem je da uazi

7;,1Mo)- o, f;,(Mo) = or "'r t;-1Mo) - o'

z&-

toj

t

I

I

tj. da je

df (Mo) - f',,(Ms)d"r1+ f'"(Mo)drz *

Dokaz je sliLan dokazu teoreme za funkcije

TaLka Ms zakoju val'e ove jednakosti zove

f

...+f'"^(Ms)d"r*-o'

dve promenljive'
se stacionarna ta[ka funkcije

t-.'r (f\ \ ;.'^'; oot c,,li rn.rci,ialni
Teorema l-0.3 Funkci'ja f (*''12' "1'rn)' ilj'; 

su suz Parciiah'

kljuino treieg ,"d,o n"preki,d,',ni,'u Jkotini neke stacionarne taike

taiki imati,:

i,zuodi, do

Mg, ie u

i
til

I

l

pctro C,."..

rcT.\\E

6ffi
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