VEKTORI U PROSTORU

Velicine za cije je odredivanje potreban samo jedan broj, kao na primer uda-
ljenost, povrsina ili zapremina, zovu se skalarne velicine. Medutim, postoje i
veli¢ine koje se ne mogu potpuno odrediti brojem, ve¢ je potrebno jos zadati
njihov pravac i smer. Na primer brzina, ubrzanje, strujanje, sila, elektricna
i magnetna polja. Takve veli¢ine nazivamo vektorskim velicinama.

Slobodni vektori su klase ekvivalencije na skupu uredenih parova tacaka
prostora, u odnosu na relaciju ekvivalencije p definisanu sa

(A, B)p(C, D) <= duz AB je paralelna, podudarna i isto orijentisana
kao duz C'D.

Dakle, jedan vektor je skup svih orijentisanih duzi koje imaju isti pravac
(paralelne su), duzinu i smer. Kao glavnog predstavnika, najéesée uzimamo
vektor ¢ija je pocetna tacka u koordinatnom pocetku. Vektor je odreden
svojim pravcem, smerom i intenzitetom.

Skup svih slobodnih vektora oznacavacemo sa V.
Vektor ¢iji je predstavnik (A, B) oznacava¢emo sa f@ , ili krace sa a.

B

e Intenzitet vektora AB je merni broj duzi AB i oznacava se sa |1@|

e Pravac vektora 1@ je pravac odreden tackama A i B.

e Smer vektora 1@, (A # B) je od tacke A do tacke B.



Dakle, vektor je klasa ekvivalencije usmerenih duzi. Kazemo da su dve
usmerene duzi ekvivalentne, tj. predstavljaju isti vektor, ako imaju
isti pravac, smer i intenzitet.

Ugao izmedu dva vektora je nenegativan realan broj iz intervala [0, 7.
Ugao izmedu vektora a i b se oznacava sa Z(a, 5) Ova mera ugla je definisana
na takav nacin da je Z(@,b) = Z(b, @), $to znaci znaci da kod vektora u 3D
prostoru nije definisana orijentacija ugla, ve¢ samo nenegativna veli¢ina tog
ugla. Pojmovi ortogonalnosti i paralelnosti vektora a i b se definisu na slededi

nacin:

Lzdvajamo:

e Vektor ¢iji je intenzitet jednak 1 naziva se jedini¢ni vektor.

e Vektor kod kojeg je A = B zva¢emo nula vektor i oznacavati sa 0 ili
0. Intenzitet nula vektora je 0, a pravac i smer se ne definisu.

e Vektor koji ima isti pravac i intenzitet kao vektor xﬁ , a suprotan smer,
je vektor BA i naziva se suprotan vektor vektora AB.

Operacije sa vektorima:

U skupu V definiSemo operaciju sabiranja vektora na sledeéi nacin:

AB+CD = AF
gdejeﬁ:@.



Mnozenje vektora @ € V realnim brojem a € R (skalarom), u oznaci
ad, kao rezultat daje nula vektor 0 ako je « = 0 ili @ = 0, a inace vektor koji
ima

a) isti pravac kao vektor a,
b) intenzitet |«||d|

¢) isti smer kao i vektor @ ako je a > 0, a suprotan ako je o < 0.
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Vektor

§':a1é'1—|—...—|—anc_in,
gde su aq,...,qa, € R skalari, se naziva linearna kombinacija vektora
aiy ..., 0.

Dva vektora @ i b su kolinearna ako i samo ako imaju isti pravac, tj.
ako postoji skalar a € R\ {0} takav da je

a = ab.

Vektori @ 1 b su nekolinearni ako i1 samo ako

ao?—l—ﬁgzﬁ = (a=0A g=0).



Za tri nenula vektora kazemo da su komplanarni ako i samo ako su
paralelni sa jednom ravni tj. ako postoje skalari a,, § € R\ {0} takvi
da je

@ =ab+ B¢

Vektori @, b i ¢ su nekomplanarni ako i samo ako

ad+pb+1=0 = (a=0AB=0A~v=0)

Koordinate vektora u prostoru i osnovne operacije

Dekartov (pravougli) koordinatni sistem u prostoru je odreden, ako su

- Date tri prave koje se obi¢no nazivaju x, y i z i svake dve se seku pod
pravim uglom u tacki O(0,0,0).

- Na svakoj od datih pravih izabran je jedan smer i nazvan pozitivan.

- Na pozitivnim smerovima pravih z, y i z izabrane su tacke F;(1,0,0),
E»(0,1,0) 1 E5(0,0,1) redom.

Prava x se naziva z-osa ili apscisa. Prava y se naziva y-osa ili ordi-
nata. Prava z se naziva z-osa ili aplikata. Tacka O se naziva koordinatni
pocetak.



Uvedimo oznake

|

7= OFE, = (1,0,0)
j:O—E;:(OaLO)
E:O—Egz(oaoal)

Vektori 7, 7, k zajedno sa koordinatnim pocetkom O, ¢ine desni sistem vek-
tora, sto znaci da rotacija vektora 7, ka vektoru 7, oko tacke O, u ravni
odredenoj vektorima 71 7, ima najkra¢i put u smeru suprotnom kretanju
kazaljke na satu, gledano sa krajnje tacke vektora k.

Vektori 7,71 k ¢ine sandardnu bazu trodimenzionalnog prostora, sto znaci
da se svaki vektor iz R?® moZe na jedinstven nacin prikazati kao linearna
kombinacija ova tri vektora.
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Svakoj tacki A(a,,a,,a,) u prostoru odgovara vektor OA = @ koji se zove
vektor polozaja tacke A i on ima oblik

a = a;t'+ ay7+ a.k.
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Intenzitet (duzina) vektora a je dat sa

|@| = /a2 + a2 + a2

U daljem tekstu vektor polozaja tacke A oznacavacemo sa OA = (ay, ay, a,)

—
ili jednostavnije samo OA = (z,y, 2).

Vektori ¢, j i k su jedini¢ni uzajamno normalni vektori i zovu se jos i ortovi.



Primer: Vektor polozaja tacke V(2,3,1) je vektor v = 20+ 37+ k.

Koriste¢i ovakav nacin predstavljanja vektora, mogu se izvesti formule za
sabiranje i oduzimanje vektora ¥, = (x1,y1,21) 1 Vs = (T2,¥2,22), kao i
mnozenje v, = (x1,y1, 21) skalarom:

171 :f:’(72 = (11}1 :f:l’g,yl + Y2, 21 + 2’2)

ath = (axy, oy, az).

Jednakost vektora vy = (z1,y1,21) 1 Vo = (T2, Y2, 22):

V] =V <= T1 =1T2, Y1 =1Y2, 21 = 22

Primer: Dati su vektori @ = (2,1, —1) i b= (0, —1,3). Odrediti |¢], gde je
¢ = —2d + 3b.

(—4,-5,11), |¢] = V162

¢



Vektor koji spaja dve tacke i podela duzi u datoj razmeri

Vektor @, odreden tackama P(x1,y1,21) 1 Q(x2,ya, 22) ima oblik

@20‘65—0‘}%:($2—$1,y2—y1>2’2—zl)'

Q = (2,92, 22)

o

P = (1]1,y1,21)

v

Rastojanje izmedu tacaka P i () jednako je duzini vektora Pﬁ :

PG| = /(@2 — 212 + (2 — 912 + (22 — 21)2.

Pomoc¢u mnozenja vektora skalarom mozemo odrediti koordinate tacke koja
duz P( deli u datoj razmeri m : n.

Primer: Date su tacke P(3,0,5) i Q(—2,5,0). Treba odrediti vektor P‘é
kao i tacku T'(z,y, z) koja duz PQ deli u odnosu PT : TQ =2 : 3.

Trazeni vektor je PG = (—2,5,0) — (3,0,5) = (—5,5, —5).



Tacka T se dobija iz uslova

2 2
]?T:g]@ = (¢-3,9,2=5) = =(=5,5,-5)

— (r—3,y,2—5)=(-2,2,-2).
Dakle, sledi # — 3= —2, y =2, 2 — 5 = —2, tj. T(1,2,3).

U opstem slucaju, ako su P(xy,y1,21) 1 Q(x2, 92, 22), a duz PQ treba
podeliti tackom T'(x,y, z) u odnosu PT : TQ = m : n, onda vazi

5o ™ 5

m-+n

, sledi

Ako uvedemo oznaku \ =
m-+n

ﬁ:/\f@ <~ (x—xl,y—?h,z_zﬂ:/\(952—$17?J2—y1,z2—2’1>-

Resavanjem jednacina

r— T = )\(5U2 - 901)> Yy—uy = A(yz - yl), 2 -z = )\(22 - 21)7

dolazimo do koordinata trazene tacke T'(x,y, 2):

[ =X o+ (1 =Nz, y=App+ {1 =Ny, z=2Az+(1—-X)z. ]

U specijalnom slucaju, za A = %, dobijamo sredinu duzi PQ:

x:$1+$2 Y1t Y Z_Z1+Z2
2 YT T 2

Primer: Odrediti sredinu duzi AB gde su A(1,—5,3)1 B(—1,3,-7).
S(0,—1,—2)



Pojam i osobine skalarnog proizvoda

Skalarni proizvod

Skalarni proizvod vektora @i b je skalar (realan broj), u oznaci

a- l;, koji je definisan je sa

a@-b=|a||b| cos £(@,b).

Osobine skalarnog proizvoda:

a) G-d=|d?

=3

—,

VaeR  a(@-b)=(ad) -b=a- (ab),

o

)
)
c) dlbea-b=0, (uslov normalnosti, ortogonalnosti),
)
) @

€

Na osnovu definicije skalarnog proizvoda imamo da se ugao izmedu
vektora @ 1 b moze racunati na sledeé¢i nacin

. i-b .
Z(d,b) = arccos Ci —, 0 < Z(a,b) <
@i
Za ortove vazi

Neka su dati vektori @ = (z1,y1,21) 1 b = (22, Y2, 22). Na osnovu distribu-
tivnosti operacije skalarnog mnozenja prema operaciji sabiranja vektora (os-
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obina e)) i osobine komutativnosti skalarnog mnozenja (osobina b)) sledi
@ b= (210 +y1] + 21k) - (291 + o] + 20k)

= 21290 - 1 + Zﬁlyzz' j+ T1290 - k + yleZ' j+ ylyzj j
+ ylzgf- E—F 2133'2;' l; + Zlygj' l; + 212212 . l;

= T1X2 + Y1Y2 + 21%9.

Dakle, za vektore @ = (1,91, 21) i b = (22, Y2, 22), skalarni proizvod se
racuna na slede¢i nac¢in

i-b=xzs + Y1Y2 + 2122.

Primer: Odrediti ugao izmedu vektora d = (4, —3,0) i b= (1,2,2).

Skalarna projekcija vektora @ na vektor b # () definisana sa:

projzd = |d| cos Z(d,b).

!
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Takode vazi .
., a-b
pTOjga = —.

Vektorska projekcija vektora a na vektor 53& 0 je vektor

=,

Projya = |d| cos Z(d,b)

=i o

¢iji je
e intenzitet projyd

e pravac jednak pravcu vektora b

=,

e smer jednak smeru vektora b ako je Z(d,b) < —, a suprotan ako je

b

PTOjga = — = = = g
o] o] (b
A
-’
=
H « M _
o B N B

Primer: Naéi vektorsku projekciju @ = (0,1, —3) na b= (2,-1,2).

)

©|R
ol

L 7
Projya = (— VG —
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Vektorski proizvod i njegove osobine

Vektorski proizvod

Vektorski proizvod vektora @ i l;je vektor, u oznaci @ X g, Ciji je

a) intenzitet: |@ x b = |a] |b| sin £(a, b),

ol
Il
2
X
S

=T

Osobine vektorskog proizvoda:

N
&
ST
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=T}
S
RN
ST
X
S
I
=1
ST
—
S
921
=
-
o
=
=
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&
=
E.
<
@
=
=+
Q
=.

¢) @x (b+@) = (@xb)+(axa),

Intenzitet vektorskog proizvoda dva nekolinearna vektora jednak je
povrsini paralelograma koji je konstruisan nad tim vektorima.
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Na osnovu definicije vektorskog proizvoda sledi:

X ]

JXi=—

Tako da se vektorski proizvod vektora d@ = (x1,y1,21) i b

= (332, Y2, 22)
izracunava na sledeéi nacin:

a x g: (131;4- ’ylj—l- lez> X (.132;4- yzj—l- Zzl;)

= (y122 - Zl?ﬁ)f_ (-73122 - 21372)f+ (x1y2 - nyl)E

L P I S N LY g
Ya 22 To 22 T2 Y2
T 7k
=T 1o~
Ty Y2 z2
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Dakle, za vektore @ = (x1,41,21) 1 b = (22, ya, 22), vektorski proizvod
se racuna na slede¢i nacin

; ro7 ok .
axb= |z y1 2z | = @Whee—2y)t— (122 —2102) ]+ (192 — Y221 ) k.
T2 Y2 22

Primer: Odrediti vektorski proizvod vektora @ = (1,0,1) i b= (0,1,-1).

axb=(-1,1,1)

Mesoviti proizvod i njegove osobine

Mesoviti proizvod

Mesoviti proizvod vektora @, b i ¢, u oznaci [@,b,é] je skalarni
proizvod vektora @ i b x ¢, tj.

—

[@0,d =a- (bx o).

Osobine meSovitog proizvoda:

b) Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda tri nekomplanarna vektora
jednaka je zapremini paralelopipeda koji je konstruisan nad vektorima

a, b i ckao ivicama

V=la-(bxa)|.
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¢) Vektori @, b i &su komplanarni < @- (b x &) = 0.

Mesoviti proizvod vektora @ = (x1,y1,21),b = (22,Y2,22) 1 C =
(x3, Y3, 23) se racuna na slededi nac¢in

. T Y1z
a- (b X 5) = | T2 Y2 29
T3 Ys Zz3

= T1Y223 + ToY321 + T3Y122 — T3Y221 — T1Y322 — T2Y123.

Primer: Izracunati zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad vektorima
a=(1,0,1),b=(0,1,-1)ic=(2,1,0).

V=1
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