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Uvodni primjeri

Diferencijalna jednadzba ona je jednadzba koja nepozuakcfjuy povezuje s njezinim derivaci-
jamay’, y”, .... Problem postavljanja i rjeSavanja diferencijalmitinadzbi¢ije nepoznate funkcije
opisuju veze mau fizikalnim vel€inama koje nas zanimaju, jedan je odGeggih problema mate-
matickog modeliranja u prirodnim znanostima i tehnici. U uvoanpoglavlju ilustrirattemo ga
s nekoliko jednostavnijih primjera, a potooemo se sustavno pozabaviti striktno matethan
problemom rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi.

Najjednostavnije diferencijalne jednadzbe oblika

dy
%—f(x)

rjeSavamo neposrednom integracijom

y = /f(x)dm +C.

Zbog toga i rjeSavanje mnogo sloZenijih diferencijalnitijadZbicesto zovemo integracijom tih
jednadzbi.

Osim ovih najjednostavnijih diferencijalnih jednadZbéxgjatno poznajete i neke slozZenije. Ako
je brzina rasta veliney, koja ovisi o vel€ini ¢, proporcionalna samoj véini y, onda ona zadovo-
ljava diferencijalnu jednadzbu

dy
dt
Lako se provjerava da je rjeSenje te jednadzbe

ky. (1.1)

y =y(t)e"t=t) ili  y=y(0)e akoje ty=0. (1.2)
Primijetimo da za svaku vdinu y, koja eksponencijalno ovisiq vrijedi

pits) pOH L s ()

y(t) y(0)er y(t)  y(0)

To zn&i da postotak porasta (ili pada) v@he y na intervalu duljines ne ovisi o p@etku tog
intervalat. Taj tip rasta zovemo uniformnim, pa slijedi da je svaki eksgncijalni rast ujedno i
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UVODNI PRIMJERI

uniformni. Vrijedi i obratno: svaki uniformni rast nuzno jeeksponencijalni. Naime, iz uvjeta
uniformnostiy(t + s)/y(t) = y(s)/y(0) nakon deriviranja pe slijedi

y(t)y'(s)
y(0)

pa uvrStavanjem = 0 i uvodenjem pokraté = 3/(0)/y(0), dobivamo

y'(t+s)=

Sto zn&i day eksponencijalno ovisi &

Mnoge fizikalne veliney zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu (1.1), stoga ekgncijalno
(uniformno) rastu u odnosu naako jek > 0, odnosno eksponencijalno (uniformno) padaju u
odnosu na ako jek < 0. S nekim fenomenima opisanim ovom diferencijalnom jedbadz
vjerojatno ste se susreli. Jedan od njih koji se tetsvodi na rieSavanje diferencijalne jednadzbe
(1.1), obralujemo u slijedéem primjeru.

(A) Jednadzba strujnog kruga

Najjednostavniji strujni krug sadrzi izvor elekirie energije, npr. generator ili bateriju te ot-
pornik koji se koristi tom energijom, npr. zarulju.

o .
Izvor ~ Otpornik
°

N

Sklopka

Zatvorimo li sklopku, struja/ poteti e otpornikom, St@e uzrokovati pad napona (tj. elek-
tricni potencijali na krajevima otpornika bite razltiti). Eksperimentalno se pokazuje da
vrijedi Ohmov zakon:

Ur=RJ,
tj. pad napona duz otpornika proporcionalan je trenutmajisf. Konstanta proporcionalnosti
R zove se otporom otpornika.

Vazan element strujnog kruga moze biti induktor. On se gmioenjeni struje, analogno masi
koja se opire promjeni gibanja. Eksperimentom se pokazaigedi slied€i zakon:

dJ

dt’

tji. pad napona duz induktora proporcionalan je trenutnojpbpromjene struje/. Konstanta
proporcionalnostl. zove se indukcijom induktora.

U,=1L
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Drugi Kirchhoffov zakon (o naponima) ustwije da je ukupni pad napona duz zatvorenog
strujnog kruga jednak nuli, tj. da je napon izvora kojim seaja strujni krug jednak zbroju
padova napona po ostalim elementima strujnoga kruga. Du@iKestruje.J u strujnom krugu

s otporomR, indukcijom L i izvorom konstantnog naporia odreden je diferencijalnom jed-
nadzbom

dJ
U=L— + RJ.
at "
R
R ——
o]
o]
o ———
L

Ta se diferencijalna jednadzba razlikuje od diferencggkdnadzbe (1.1), ali uz supstituciju
h = RJ — U onace, zbog% = RC;—‘Z, prijeCi u jednadzbu

dh _ R

dt L’

koja je oblika (1.1), uz = —%. Njezino je rjeSenje oblika (1.2)

h = h(0)e L.
Ako strujni krug prikljucujemo na izvor u trenutkt = 0, onda jeJ(0) = 0, tj. A(0) = —U,
paje

_ _ Ry - _ _ Ry . :g _—Et
h=—Ue ', RI—U=—Ue i t. J R(1 eL>.

Graf funkcije J(t) prikazan je na slici:

A
J

O

\4
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Ako je strujni krug prikljuiten na izvor izmjerinog napond’ = U, cos wt, onda.J(t) zadovo-
ljava diferencijalnu jednadzbu

L% + RJ = Uy cos wt.

Ona je nesto sloZenija, ali se moZze rijeSiti upotrebom keksgiih funkcija realnoga argu-
menta. Naime, stvarni napdih, cos wt mozemo shvatiti kao realni dio kompleksnoga “na-
pona”

U = Upe™*t = U, cos wt + iUy sin wt,

a stvarnu strujw kao realni dio kompleksne struje
J=J+iH.

Ako je J rjeSenje kompleksne diferencijalne jednadzbe

L—+RJ]=U
dt + ’
onda je
d H
L% + R(J +iH) = Uy cos wt + iUy sin wt,
d dH
L—J +RJ|+i|L—+ RH | = Uycoswt + iUy sin wt,
dt dt
odakle slijedi
dJ
L% + RJ = Uy cos wt.

Realni dio rjeSenja kompleksne diferencijalne jednadzberjeSenje nase getne realne di-

ferencijalne jednadzbe. Dakle, rijeSimo li kompleksnietghcijalnu jednadzbu, rijeSili smo
nas problem. No, lako vidimo da je funkcija= Jye“**? (s jos neodr@enim realnim para-

metrima.J, i 5) jedno rjeSenje naSe kompleksne diferencijalne jednadkbge

LiwJ+ RJ=U, tj.akoje J = ————.
s > - ako] R+ ilw

To €e biti ispunjeno ako je

- U U _ U

= t. Jp= ———
R+ iLw |R+ iLw|’ - Jo VR?2 + L2w?
i ako je

_ 7 _
arg J = arg —— =argU — arg(R + iLw),

R+ 1Lw
tj.

t+ 3 = wt — arctg —, [ = —arctg —
w w arc arc .
gR’ gR
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Dakle, jedno kompleksno rjeSenje naSe kompleksne difgedme jednadzbe je

7 _ UO ei(wt—arctg %) ’
VvV R? + L2w?
odakle slijedi da je i jedno rjeSenje polazne realne difeijaime jednadzbe njegov realni dio
J % cos( t — arct Lw>
= — wt — arctg — | .
VRt [0 ®R

Sva ostala rjeSenja te diferencijalne jednadzhi@ camo sustavnim postupkom u sljégen
poglavlju. Ovdje smo samo Zeljeli prikazati prijelaz u kdeksno podraje kao znaajnu
tehniku za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi. S njoemo se sustavno koristiti u jednom
od sljedé&ih poglavlja.

(B) Jednazba kosog hica

Newtonov drugi zakon gibanja
.

F =ma,
koji matemattki modelira gibanjeestice u polju sile?, sustav je triju diferencijalnih jed-
H
nadzbi. Naime, razlozimo li vektor silé' na njegove Kartezijeve komponente

F:c? Fy> F27
a vektor akceleracije na njegove Kartezijeve komponente

d*x d*y d*z
Ay = 775, Ay = 75 A = —/7,
dt? Y dt?

ondaizF =ma dobijemo tri diferencijalne jednadzbe

d*x d?y d*z
e =t e = h

Y mW:Fm

koje opisuju kako polozajestice((x(t), y(t), z(t)) ovisi o vremenu u polju sile(F,, F, F).
—_

RijeSiti problem gibanj&estice u zadanom polju sile' = (F,, F,, F.), zn&i rijesiti gornji

sustav od tri diferencijalne jednadzbe.

JednadZba kosog hica je dobro poznat primjer. Smjestimodiuetni sustav tako da je os
y paralelna sa silom tezeg, dok je osz vodoravna i s 0siy tvori ravninu u kojoj se ispa-
ljuje projektil. Ako se on ispaljuje pod kutom i s pacetnom brzinomy, (zat = 0), onda
diferencijalne jednadzbe njegova gibanja izgledaju ovako

d*x 0 d*y i d*x 0 d*y
m-—— = m—m = —mMm . —_ = — = —(.
dt? ' dt? g4 dt? T dt? g
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\{

RjeSenije tih jednadzbi
. 1, .
T =vgtcosa | y:—ggt + vot sin av,

koje zadovoljava uvjete:(0) = 0, @(0) = vgcosa, y(0) = 0, y(0) = vysina, opisuje
gibanje projektila. Njegova putanja parametarski je ddre tim jednadZbama. |Znanamo li
parametat iz prve jednadzbe i uvrstimo ga u drugu, dat®mo eksplicitnu jednadZbu putanje

9

2
—————1" + (tga)z,
202 cos? a (tga)

y:

koja je oblikay = az?* + b, dakle parabola.

TreCa diferencijalna jednadzba zaije se pojavila u prethodnom @laiju jer je gibanje ravnin-
sko, pa smo koordinatne asjy i z mogli postaviti tako da se ravnina poklapa s ravninom
gibanja, Sto zn@ da jez(t) = 0. Ako istrazujemo pravocrtno gibanje, onda koordinatnu 0s
mozZemo postaviti u pravac gibanja, pa u tontaiu samo jedna diferencijalna jednadzba
d*z

e
opisuje gibanje jer je tada(t) = z(t) = 0. Ako intenzitet kojim sila djeluje n&esticu
ovisi samo o poloZajgesticer, a ne ovisi 0 vrement, onda jeF' funkcija jedne varijable:.
Jednostavan staj, u kojem jeF’ = —kx (k > 0), dobro je poznat:

(C) Jednadzba harmonijskog oscilatora
Gibanje harmonijskog oscilatora (npr. opruge) jest gibggd utjecajem sile koja je propor-
cionalna otklonu od ravnoteznog polozaja- 0, a usmjerena je prema tom polozaju.

k>0 F=Fkx

-

X, x

Harmonijske oscilacije opisane su stoga jednadzbom

d*x
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ili, uz uobiCajenu pokratw = \/ﬁ, jednazbom
m

A’z
w = —CUZQT. (13)

Poznato je da svako rjeSenje ove jednadZbe ima oblik
r = Acoswt + Bsinwt, (1.4)
gdje suA i B proizvoljne konstante. RjeSenja se mogu zapisati i u obliku
x = acos(wt — 1), (1.5)

gdje su(a, ) polarne koordinate oflA, B):

Bf-----mmmmm e .
i A = cosf
i B =sinf
0’ |
0 |
A
. . . dx . - e
Uz pcCetne uvjete:(0) = g | E(O) = 1o imamo jedinstveno rjeSenje
Vo .
r = xocoswt + — sinwt. (1.6)
w

FiziCari oCekuju da je gibanj€estice u zadanom polju sile potpuno determinirano ako su
odredeni pa&etni polozaj i péetna brzinaestice. Jedinstvenost rieSenja (1.6) pokazuje da je
taj zahtjev zadovoljen.

Diferencijalnu jednadzbu harmonijskog oscilatora mozeijesiti i na sljede&i naCin. Napi-
Semo li jednadzbu (1.3) u obliku

d2
md—tf +mw?z =0
. .. . dx .
i pomnozimo je SE dobitcemo
dr d*x 4 dr 0
Tatar T e T
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Uzmemo li u obzir da je

d (de\® _dedx d dx
— =) =2 | —a°=2r—,
dt \ dt dt dt? dt dt
slijedi
d (1 [(dz\® 1
i <§m ( T ) " §m“’2x2) =0,
tj.
1 [dz\? 1
3™ (d—f> —|—§mw2x2:E, (1.7)

gdje je E (kao zbroj kvadrata) pozitivna konstanta. Jednadzbu (kaju smo izveli iz jed-
nadZbe harmonijskog oscilatora (1.3), zovemo jednadzbmergge harmonijskog oscilatora.

Naime, .

B, = va2 I B, = §mw2x
jesu kinet€ka i potencijalna energija harmonijskog oscilatora, p@slzba (1.7) zitada se
ukupna energija harmonijskog oscilatora ne mijeja,+ £, = E = konstanta. Zapam-

timo da se jednadZba energije (1.7) izvodi iz Newtonove geldbe gibanja (1.3) mnozenjem

2

sa@ te da se gledano matenizi radi o svalenju jednadZbe drugog reda (u kojoj se pojav-
ljuje druga derivacija) na jednostavniju jednadzbu prvedgr (U kojoj se pojavljuje samo prva
derivacija). Jednadzbu prvoga reda (1.7) lako je rijekitnje slijedi:

2
d_:r :@—uﬂﬁ:wz 2F — 22,
dt m w?m

dx 2K )
— =w —x
dt w?m ’
dt 1 1 9 2F
— = , uz a° =
dr  w+/q2 — 32 w?m
Dakle,
1 / dx 1 o
t=— | ————= = — arcsin — + ¢,
w a2 — ZL‘2 w a

.
w(t — ¢) = arcsin —,
a

T
— = gj t —
” sin(wt — we),
xr = asin(wt — ),

. 2K . L T " .
uzvy = wcia” = ——. Naravno, to je poznato riesenje (1.5),yz o — 5 UoCimo da je

w*m

kvadrat amplitude oscilacije? proporcionalan energiji harmonijskog oscilatdra

Na slican n&in mogli bismo istraZiti gibanjéestice pod utjecajem siléiji je iznos proporci-
onalan otklonu od ravnoteznog polozaja- 0, a koja je usmjerena nasuprot tom polozaju.
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E>0 F=kx

Gibanje je opisano jednadzbom

i
dt?

=kx (k>0)
. o [k . .
ili, uz uobiCajenu pokratw = / —, jednadzbom

m

m—e — mw?x = 0.

dt?

Jednadzba (1.8) razlikuje se od jednadzbe harmonijskaatzsa samo u predznaku uz drugi

g . . e . . . dx .,
¢lan i moze se rljeSItl na Istl . Mnozenjem SCE dobitcemo:

2 dt 2
de\?> 2B, ., L[(2E
($> —E—l—wx:w w2m+$ ’
dz 2F e
— =w x
dt w?m ’
a1 1 . 2E
= uz d’= :
dr  w+/a? + 22 w?m
1 dz
t=— | ——— = Arsh— +¢,
o) Ve
w(t —c¢) = Arsh f)
a
— = sh(wt — we),
r=ash(wt—7), UZ v=wc | a

(D) Linearizirana jednadzba gibanja u toCki stabilne ravnoteze

(1.8)

(1.9)

Opti slucaj pravocrtnog gibanja, u polju si@#i intenzitet ne ovisi 0 vremenu, matenizki se

modelira diferencijalnom jednadzbom

d2
md—tf = f(x).

(1.10)

| 9
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Ako funkcija sile f(z) iSCezava u toki zy, f(xo) = 0, onda tu téku zovemoaravnoteznim
poloZajemgibanja. Naime, tada konstantna funkcija= =, zadovoljava jednadzZbu gibanja,
pa u takvom polju sil€estica moZe mirovati u poloZajty. Ako je k tomef’(zy) < 0 (f pada

u o), radi se ostabilnom ravnoteznom polozajujer je sila pozitivna za: blizu xy 1 x < x,
dok je negativna za blizu z¢ i x > zy. Stoga sila gur&esticu prema polozaju,, ¢im je
Cestica u blizini tog poloZaja:

A

’

/
l+
'

Ako je f'(x¢) > 0 (f raste uzxg), radi se onestabilnom polozaju ravnoteze jer sila u tom
slucaju guratesticu od polozaja, €im se ona imalo odmakne od tog polozaja:

A

s

/ﬁL‘O x Z, x

Ove dvije moge@nosti lijepo ilustriratestica na dnu udoline i na vrhu brijega, u polju sile teZe.

Jednadzbu (1.10) u épm sli€aju nije lako rijesiti. Aproksimativno se rieSenje mozeéirtako
da funkciju f(x), u ravnoteznom poloZaju,, zamijenimo njezinom linearnom aproksimaci-
jom f(xo)+ f'(zo)(x — o), §j. Njezinim Taylorovim polinomom prvoga reda. U ravnatiem
je poloZajuf’(x¢) = 0, pa iz jednadzbe (1.10) dobijamo jednadZbu

d’x

mos = f'(@o)(x — o). (1.11)

koju zovemo linearnom aproksimacijom jednadzbe (1.10)rakooteZznog polozaja,. Ako
je x poloZaj stabilne ravnoteze, ondafjéx,) < 0, pa uvrStavanjeny = x — xy uz pokratu
k = —f'(x¢) > 0, dobijamo poznatu jednadzbu harmonijskih oscilacija

d?y

10 |
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Dakle, u onoj mjeri u kojoj je tona linearna aproksimacija siléestica harmonijski oscilira
oko poloZaja stabilne ravnoteZze, u skladu s rieSenjem l{heBrizirane jednadzbe. Vremenski

. . . .. . - . ™ > . . . -
period jedne linearizirane oscilacije iznosi—————. Cestica koja se giba po &oom

vV —f"(xo)/m

zakonu (1.10) takder oscilira oko polozaja stabilne ravnotezg ali s vremenskim periodom
koji ovisi o amplitudi oscilacija (kao $toemo vidjeti na primjeru njihala). Kako amplitude
postaju sve manje i teze prema nuli, tako i period tezi preemeggu lineariziranih oscilacija.

U slucaju da je ravnoteZni poloZaj, nestabilan, tj.f'(xo) > 0, uvrStavanjeny = = — xy Uz
pokratuk = f'(z,) > 0, dobivamo jednadzbu

de

— =k E>0
mdt2 y? >7

Cije je rjeSenje (usp. (1.9))

y=1x—1x9=ash (W(t—c)) . (1.12)

Za vetinu paetnih uvjeta bitea # 0 i rjeSenje (1.12) teZzite k+oo, zat — oo. To pokazuje
nestabilnost ravnoteznog polozaja= x, (tj. y = 0). Dakle, linearizacija u skaju nestabilne
ravnoteze nije naKoto korisna jer gotovo sva rieSenja (1.12) na kraju nappstiLLje okox
u kojem je linearna aproksimacija valjana.

Ova ofta razmatranja ilustrirdtemo na primjeru jednostavnog njihala.

(E) Linearizirana jednadzba njihala

Pretpostavimo da na klatnu duljingi zanemarive mase) visiestica mase:. GibajLti se po
kruznici radijusal, Cestica prevaljuje put = (v . Tangencijalna komponenta sile teze, koja
jedina utj&€e na gibanje po kruznoj putanji, iznosig sin 4, pa iz Newtonovog zakona slijedi
diferencijalna jednadzba njihala

d> d?
me 2 = ml—ﬁ = —mgsinv (1.13)

| 11
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(minus zbog suprotne usmjerenosti tangencijalne kompgeridwta)). Funkcija silef () =
—myg sin ¥ odreduje ravnotezni polozaj = 0, jer je f(0) = 0. Radi se o poloZaju stabilne
ravnoteze jer jef’'(0) = —mg < 0. Linearizirana jednadzba njihala glasi

&0 _ g

ez 17
a njezino je rjeSenje oblika (1.6)

[
¥ = ¢ cos \/Et + vo\/jsin \/gt,
[ g l

gdje je ), pocetni otklon njihala, ayy njegova p@etna brzina. (Ukoliko je ptetna brzina
vy = 0, tj. ukoliko je klatno slobodno ispusteno iz g&tnog polozajal = v, gibanje je

opisano funkcijomy = ¥, cos \/%t.) Dakle, vremenski period jednog punog lineariziranog

TO =27 l
g

Gornje jednadzbe zd i T, dobro opisuju gibanje njihala i periode njihovih oscilagipko
je otklon od ravnoteZnog poloZaja malen. Stari zidni satoklatnom imaju male otklone
klatna upravo zato da bi periodi oscilacija koji su vremenske jedinice, bili priblizno jednaki
(konstantil; dakle i m&lusobno). Ukratko, uz male otklone njihalo moze poslu&b klobar
mehantki sat.

titraja iznosi

Primijetimo da funkcija silef (J) = —mgsin 9 ima joS jedan ravnotezni polozéj= =. Radi
se 0 poloZaju nestabilne ravnoteze jerfjer) = mg > 0. Linearizirana jednadzba njihala
oko nestabilnog polozaja ravnoteze na vrhu glasi

cW-7) g

o A U

a njezina su rjeSenja oblika (1.12)

ﬁ—W:aSh\/%(t—C), tj.
19:7T+ash\/§(t—c).

Za vetinu pcetnih uvjeta bitea # 0, pace njihalo napustiti poloZaj nestabilne ravnoteze na
vrhu (¢ = 7), odlaze&i u podri€je u kojem ova aproksimacija nije valjana.

(F) Jednadzba njihala
PokuSatemo rijesiti (nelineariziranu) jednadzbu njihala (1.13)

m% = —m% sin 4.

12 |
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Primijenit cemo standardni postupak mnoienj%gskojim snizujemo red diferencijalne jed-
nadzbe, izvoda odgovarajéu jednadzbu energije njihala (prvoga reda):
dv d*9 mg . .dvY

Tarar Tl dt’
d (1 AN mg
a <§m (E) — T COS ﬁ) O,
1 dd\? mg
5 (E) — T cos E

Prvi Clan lijeve strane kinetka je energija kruznoga gibanja njihala, dok je drtlgh njegova
potencijalna energija. Pretpostavimo li da je njihalo skbfio ispusteno iz getnog poloZzaja

¥ bez p&etne brzine, slijedi daj%?(ﬁo) =0, pajek = —? cos Y.
Dakle,

2
2
(%) = Tg(cosf} — cosy),

2
@ = i\/Tg\/cosﬂ—cosﬁo,

d
l
dt Tz

dd Vecosd — cos gy’
l/ dv
t =4y — .
29 J +/cost — cos

Neodreleni integral podintegralne funkcijeos ¢ — cos 190)‘% nije mogLEe izraziti uz pomo
elementarnih funkcija, paéemo se pri izréaunavanju posluziti beskobaim redovima. Ogra-
ni¢imo se pritom na iz@unavanjeetvrtine perioda jedne pune oscilacije koja je jednaka
vremenu potrebnom da njihalo iz @etnog poloZaja = v, dode u ravnoteZzni polozaj = 0:

T ]l /190 dv)
4\l 2¢ o Vcostd —costy
Iz poznatih identiteta
cost¥ =1 —2sin® —,
2

9
cos¥g = 1 — 2sin? ?O,

T |1 /190 v
4 292 Jo \/sin2192—0—sin2g

slijedi
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Provedemo li supstituciju
vV Jo

sin — = sin — sin ¢
2 2 ’

tj.
0
sin — = ksinp, k= sin—o7
2 2

lako nalazimo da je

1 Y di

i 5@ = kcos g,

%
= 228
COS bl

2k cos ¢

V1 —k2sin® o

4 = dp.

pa nas integral postaje
T [ 1 /72T 1 2k cos ¢ p
_— = _— ()0 =
4 29v2Jo K2 —k2sin p /1 — k2sin® o
2 /’; 1 k cos ¢ p
29v2.Jo kcosp /1 — k2sin? @
l /’; dy .o
— /= , k=sin—.
9 Jo 1 — k2sin? ¢ 2

Primjenom Newtonove binomne formule nalazimo

1 1 1-3
(1—k?*sin? )72 =1+ Jk*sin® o+ —— k" sin’ ¢ + 2.4.6k68in6<p+...
Taj red konvergira za?sin® ¢ < 1, dakle za svakip € [0,27], jer je k* < 1. Integracijom

nalazimo:

21.3.5
kS sin® o d
—l—/o 5. 1-6 sin” @ dy +

B L lpelm 103,137 1.3:5,1-3.57
“Vygl2"2722 724" 2042 T2.4.67 2-4.62

14 |




UVODNI PRIMJERI

zato Sto je
LR 1-3-...-(2n—1)7
dp = -
/0 S ey 2. 4-...-on 2
Dakle
1 1-3 1-3-5

9 2.4 2.4.6

f()( )i | )]

To je taCna vrijednost vremenskog perioda njihala, odnosno jedirremena zidnog sata s

klathom. Vidimo da ona ovisi @ = sin;o , §. 0 amplitudi njihala’,. Kako se smanjuje
amplituda, smanjuje se i jedinica vremena, StoCkmka sat nije savrSeno precizan. Ako je
maksimalni otklon njihalay, onda je njegov maksimalni period upravo gore @znaati’” uz

k = sin§. Minimalni period jest grarini period, koji se realizira kada otklon njihala tezi

o .. : o . - . [
prema nuli, tj. kada tezi prema nuli. On je jednak lineariziranom periofiu = 274/ — .
g

To zndi da je razlika najvee i najmanje jedinice vremena, koju realizira njihalo s sadal-
nim otklonoma, jednakal, — T,. Maksimalna relativha promjena, u odnosu na standardnu
lineariziranu jediniculy, iznosi:

l

g

T,—T) 27T\/H1+(§)2k2+(§)2k4+...] —on

Ty Qﬁ\ﬁ
g
om JE{ () K+ (33) K+ (332)" ke + ..
27 é
1\’ 1-3\° 1-3-5\°
(=) # et S <
(3) () # (s) v
1\’ 1\? 1\’ 1j2
<(z) B+ (=) K+(z) P+ =2 =
() () () -
_ Tsin® g :lSiDQ%ZEthQ
1—sin*g  4dcos?§ 4 2’

Mozemo zaklj@iti da zidni sat s klatnom duljine 2 m, koje se odmiod ravnoteznog polozaja
za+4 cm, Sto priblizno odgovara vrijednos@'% = 0.01 (vidi sliku), ima relativhu pogresku

- 1 o,a 1 2 " S - .
koja |zn05|l—l tg 5 = 7% = 40000.lTo zn&i da je njegova pogreSka u toku 1 sata, tj.
3600 sekundi, manja 4000 = — sekunde.

0000 10
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0,02
o 0.02
oS =222 g1
85 7

(G) Jednadzba gibanja u polju sile teZe (po zadanoj krivulji)
Gibanje Cestice njihala po kruznoj putanji samo je jedan posebriaglgibanjacestice po
zadanoj krivulji u polju sile teze. Mjerimo li duljinu lukarkulje s tako da jes > 0 zaxz > 0,
opcu jednadzbu gibanja izvodimo ovako:

d*s ) dy
= —mgsina = —mg—

(1.14)

m@ ds’

\4

ds d?*s dy ds dy

Maar T "asar T e

i 1 @ 2_|_ —()
a\2" \ mgy | =

1 [ds\®
-m <—S> +mgy = E.
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Prvi je Clan kinettka energija dok je drugilan potencijalna energija u polju sile tege Iz

. . N , . L d 2F .
jednadzbe energije lakoemo izr&unati brzinucestice,v = d_j =4/ — —2gy. Ako je
m

e . . . ds ") .
Cestica ispustena s visingg bez pa&etne brzme% (yo) = 0, onda je— = gyo, paje
m

ds
o = /29V Yo — ¥. (1.15)

Primijetimo da brzin&estice ne ovisi 0 putanji nego samo o visinskoj razjici- y. Daljnje
rieSavanje jednadzbe (1.15) ovisi 0 zadanoj krivuh y(x).

U sluCaju njihala vrijedis = i¥ i o = ¢, paimamo jednadZbu njihala (1.13) kao posebriaju
opce jednadzbe (1.14).

(H) JednadZba tautohrone
Njihalo mozemo koristiti kao sat zato Sto je jednadZba gég@o kruznoj putanii

d?s

m— = —mgsin
dt2 g )

za maled, dobro aproksimirana jednadZbom harmonijskih oscilacija

d?s g g
mw = —milﬁ = —ij,

koja ima konstantne vremenske periode, neovisne o amptitieilacija. Za razliku od kruzne
putanje koja imapriblizno jednake vremenske periode, putagja= y(x) imat ¢e uistinu

jednake periode ako se njena jednadzba

d*s dy
m——s = —mg——
ar? Tds
tocno poklapa s jednadzbom harmonijskog oscilatora
d*s )
m-— = —w'S.
dt?

Takva se putanja zove tautohronaddlisto vrijeme") i usporedbom gornjih jednadzbi vidimo
da je to svaka krivulja = y(x) koja zadovoljava jednadzbu
@ 1

= -5
ds a

2 2
za neku pozitivhu konstantil. Zbog (j—x) + (%) = 1, iz te jednadzbe slijedi i odgova-
a S S

rajuca jednadzba za:

dx dy\ > s2 1
1= (22) =412 2 = 22— &2
ds (ds) “o
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Integriramo li jednadZbe zai y po s, dobitcemo
1 1 /s a® s
r=— [ Va2 —-s%2ds=—-|=vVa?—s2+ —arcsin— | +¢; =
a a \ 2 2 a
as s\?2 «a .S
=——1/1- (—) + —arcsin — + ¢4,
2a a 2 a
_ L2
Y 2@8 + Co.

To su parametarske jednadzbe tautohrone (s paramejrdaredemo li na novi parametat,

.8 .U .,
supstitucijom— = sin BL dobitéemo
a

Uin L eos Y+ 2V 1ol = Y sing + 9) +
Xr — — Sl — COS — —— C1 = —(8Sth C
927797 Tog T Ty b
)
y:gsin2—+02:9(1—cosz9)+cg,

2 2 4

iar i v sin19i .o 1—cos?
S1INl — COS — = Ssing”T — = —.
Jerjesm 5 cos 5 == 5 5

Uvedemo li pokratuR = Z i postavimo t@ku s parametrond = 0 u ishodiSte (tako da je
¢1 = co = 0, vidimo da je tautohrona zapravo cikloida (usp. sliku ):

r =Ry + Rsind, y=R— Rcos?.

RO pravac kotrljanja kruga

Dakle, teorijski savrSen sat realizira se gibanfastice po cikloidi. Zanimljiva je Huygensova
konstrukcija njihalagiji se uteg giba tono po cikloidi. Uteg pigvrstimo na kraj uzice duljine
4R, a nju objesimo o spojnicu dvaju krutih cikloidg kao na donjoj slici. Dok se njihalo klati
lijevo-desno, uzicae se priljubljivati uz lijevu i desnu cikloidu. Huygens jekazao da se
uteg pritom giba po ti@j cikloidi, pa takvo cikloidno njihalo predstavlja tefsii savrSen sat.
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(I) Jednadzba brahistohrone

Pretpostavimo déesticu ispustimo u fki O te da ona pod utjecajem sile teze klizi po zadanoj
krivulji od tocke O do taCke A. Kakva mora biti zadana krivulja daestica najbrze stigne od
toCke O do tacke A? TraZzenu krivulju zovemo brahistohronaggtmajkrece vrijeme”).

O

\/

Prva je misao da bi to trebala biti najkeakrivulja koja spaja) i A, dakle duzinaDA. Me-
dutim, mi Zelimo postii najkreCe vrijeme, a mogie je da se najkize vrijeme ne postiZze na
najkra&cem putu. Naime, upotrijebimo li put koji kte iz O strmije od spojnice) A, Cestica
¢e zbog visinske razlike posétivetu brzinu (usp. (1.15)) od one na spojni¢id, barem u
pocetku, pate mozda zakrivljeni put prife brze no kr&i nezakrivljeni.

Razmotrimo dakle putanju ad do A. Odabrali smo koordinatni sustav s ishodiStem tgte
noj tocki gibanjaO i sa osiy u smjeru sile teze. 1z (1.15) slijedi da je brzibestice u toki s
koordinatamd, y)

= = V20vy. (1.16)

jer jeyo = 0, ay mijenja predznak u odnosu na (1.15) zbog suprotne usm;jstieosi v .
To vrijedi za svaku krivulju. Sto je karakteristika bralistone, vremenski najkte krivulje?
BrzinaCestice mijenja se na svakoj razimprema zakonu (1.16). No poznato je (Snellov zakon
loma) dacestica koja na oddenoj razini promijeni brzinw, u v, ide vremenski najki@om
putanjom ako je

simoy SNy

bl
U1 U2
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sina; sina,

Vi V)

. . sina N . . .. .

tj. ako se omjer—— ne promijeni s promjenom brzinei kuta «. To zn&i da na vremenski
v

najkracoj putaniji, brahistohroni, vrijedi

0
SIN ¢« _ k}, x>
v
a
ds
dy
A
dx
Ty
gdje jek neka konstanta. Bududa je
. i ds
sma=—1v=—
ds dt

slijedi da brahistohrona zadovoljava diferencijalnu jedirbu

dx ds . 1 ds
=k—, ftj. —k—
s Var v
[dx? + dy? /
Iz (1.16) iCinjenice daje— * + T 1+ S|Ijedl
= k\/29\/y,
L+ (%)
Sto uz pokratus = ! daje
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RijeSimo li jednadZbu p%f, dobitéemo
Y

dr Yy
dy K-y
Integracijom pay lako nalazimo kaka: ovisi 0 y:
xr = / VY dy.
VE—y
Taj cemo integral najlakSe rijesiti supstitucijom
y = K sin®u.
Tada je
s
T = VK sinu 2K sinu cosudu =

= /2K sin® udu = /2[(%(1 — cos2u)du =
= K/(l — cos2u)du = §(2U, — sin 2u) + c.
Budwi da jex = 0 zay = 0 (tj. zau = 0), slijedi da jec = 0, paje

xr = E(Qu — sin 2u),
uz %
y = Ksin®u = 3(1 — cos 2u).
To su parametarske jednadzbe trazene krivulje. d&in® li na novi parametat = 2u, uz
pokratuE = R, vidimo da je brahistohrona zapravo cikloida (usp. sliku)

r =RV — Rsind, y=R— Rcost.
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Konstantak odradena je tdkom A. Naime, ako syz,, y;) koordinate od4, onda je

1 = R(Y; —siny),
y1 = R(1 — cosv)

za neki parametat,. Ove dvije jednadzbe oddeju kako parametat,, tako i konstantu?.
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