Separabilna i linearna jednadzba prvog
reda

U prethodnom poglavlju pokazali smo da su matet@katmodeli mnogih fizikalnih sustava dife-
rencijalne jednadzbe. RjeSavéjih, ustanovili smo kako se ponaSaju ti sustavi. U ovom aadgi
posvetittemo se striktnije matemakom problemu nalaZenja 6jn metoda za rjeSavanje nekih
jednostavnijih diferencijalnih jednadZzbi prvoga reda.

Redom diferencijalne jednadzbe zovemo red najviSe dejgv&oja se pojavljuje u jednadzbi.
Dakle, diferencijalna jednadzba prvoga reda, uz poznatcije odx i nepoznatu funkcijy, koja
ovisi 0z, sadrzi samo njezinu prvu derivacify pa se moze zapisati u obliku

F(z,y,y") =0, (2.1)

a katkada i u jednostavnijem obliku

y/ - f(l‘, y)
RjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.1) na interyalw) svaka je funkcijay = h(z) koja je deri-
vabilna na tom intervalu i koja zadovoljava jednadzbu (2d svakiz € (a,b). To zn&i da (2.1)
postaje identitet na interval, b) ako nepoznanicy zamijenimo sai(x), ay’ sah/(z). RjeSenje
mozZe biti zadano i implicitno, jednadzbom(z, y) = 0, koju tada zovemo implicitnim rjeSenjem
diferencijalne jednadzbe (2.1) (za razliku od eksplicitaojeSenja(z)).

Primjer 2.1.
a) Provjerimo da je = 2° rjeSenje jednadzbey’ = 3y nacitavom podrgju realnih brojeva.
b) Provjerimo da jer? + y* = 1 implicitno rjeSenje jednadzbg,/ = —z na intervalu(—1, 1).
RjeSenje :

a) Uvrstavanjeny = 2* i iy = 322 u jednadzbury’ = 3y dobijamo identiteBz® = 323 na
cijelom podr&ju R.

b) Jednadzba? + y? = 1 implicitno definira dvije neprekinute funkcijg(x) na intervalu
(—1,1). Implicitnim deriviranjem nalazimo

2x + 2yy =0,

23




SEPARABILNA | LINEARNA JEDNADZBA PRVOG REDA

tj.

yy = —x zasvakiz € (—1,1).
Slijedi da obje funkcijey(x), implicitno zadane $*+y* = 1, zadovoljavaju diferencijalnu
jednadZzbyy’ = —z naintervalu(—1, 1) §to zn&i da jez? + y* = 1 implicitno rjeSenje te
jednadzbe na tom intervalu.

]

Primjer 2.2.
Nadimo sva rjeSenja diferencijalne jednadzpbe- cos z naR.

RjeSenje :
Sve antiderivacije funkcijeos z razlikuju se za konstantu, pa je svako rjeSenje nase jeteadz
oblikay = sin z+c¢. Za svakic € R dobivamo po jedno rjeSenje, a time su ujedno obabxa
i sva rjeSenja nase jednadzbe. O

Prethodni primjer tigian je za véinu diferencijalnih jednadzbi prvoga reda. Sva rjeSealxe
jednadzbeine jednoparametarski skup funkcija koji se moze predsjadinstvenom formulom
koja sadrzi proizvoljnu konstantu UvrStavanjem raznih vrijednosti zadobijamo razna rjeSe-
nja diferencijalne jednadzbe. Udieno je da se takav jednoparametarski skup funkcija,reada
jedinstvenom formulom s jednim parametregrzoveopcim rjeSenjem diferencijalne jednadzbe
¢ak i onda ako ne obuhg@a sva njezina rjeSenja. OprjeSenje koje obuhga sva rjeSenja zovemo
potpunim opcim rjeSenjem.

Ona rjeSenja koja nisu obuha@na ogim rjeSenjem zovu ssingularna rjeSenja. Pojedini pri-
mjerci ofteg rjeSenja, koji se dobivaju uvrStavanjem konkretnifednosti zac, zovu separtiku-
larna rjeSenja. Dakle,sin x + ¢ opce je rjeSenje jednadzhg = cos x, koje je i potpuno. Neka
njezina partikularna rjeSenja jesin z + 2, sinz — 10 i sinz + 5 dok singularnih rjeSenja nema.
Ako je uz diferencijalnu jednadzbu zadan i tzwoCetni ili, ovisno o interpretacijirubni uvjet
y(xo) = yo, ONda je njime odm@ena konstanta, tj. njime je odr&leno partikularno rjeSenje koje
zadovoljava jednadzbu i getni (rubni) uvijet.

Primjer 2.3. Provjerimo uvrstavanjem da je= cz — ¢ opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe
(v —a2y +y=0tedajey = %2 njezino singularno rjeSenje. Mo partikularno rjesSenje koje
zadovoljava poetni uvjety(1) = 0.

RjeSenje : 1z y = cx — ¢* slijediy’ = ¢ pa uvrdtavanjem u jednadZbu dobivame- zc + cx —
c? = 0, $to je identitet) = 0 za svakiz € R i svakic. Dakle,y = cz — ¢? opce je rjieSenje
zadane jednadzbe.

2
UvrStavanjemy = ‘% i iz njega dobivenog/ = g dobivamo
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2
ti. 0 = 0, Sto dokazuje da jey = T rieSenje zadane diferencijalne jednadzbe. Buda
se ono ni za jednu vrijednost adne moZze dobiti kao partikularno rjeSenjeceg rieSenja
y = cx — 2, radi se o singularnom rjeSenju. 4z1) = 0 slijedi0 = c- 1 — 2, tj. ¢ = 0 li
¢ = 1. Dakle,y = 0iy = x — 1 partikularna su rjeSenja koja zadovoljavajltptni uvjet
y(1) = 0.
Uocimo da op;re rieSenjey = cx — c¢? predstavlja skup pravaca tangencijalnih na singularno

rieSenjey = % Naime, pravag = cx — ¢ sijee (zapravo, pokazaemo, dodiruje) parabolu

2 2 2
y = xz u totki Cija je = koordinata odrdena jednadzbon — ¢* = % tj. % —cx+c®=0.
+ Ve — 2 . oy . .
Dakle,z, 5 = CENVE T g Nagib parabole u toj tki y'(2c) = /2, = cjednak je

1/2
2
nagibu pravca, $to zn&i da pravag, = cx — ¢? tangira paraboly = % u dodirnoj taki.

A
y

\/

]

Najjednostavnije diferencijalne jednadzbe prvoga régaopca rieSenja nemaju singularnih rje-
Senja, a mozemo ih Baneposrednom integracijom, jesu tzv. separabilne difgjane jednadzbe
oblika

gy = f(x). (2.2)

Iz jednakosti lijeve i desne strane slijedi da se integij@Vvé | desne strane porazlikuju samo za
konstantu

/g(y)y’dx = /f(:p)d:v + c.
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Upotrebom pravila za supstituciju u lijevom integralu rzatao da je

/g(y)dy = /f(x)dx + c.

Ova jednadzba nakon Sto izianamo integrale daje implicitnu vezui y, tj. implicitno zadajey
kao funkciju odz. Ona je implicitno rjeSenje jednadzbe (2.2). RijeSimo li gey(ako je mogae),
dobitéemo i eksplicitno rjeSenje jednadzbe (2.2).

UobiCajeno je da se jednadZba (2.2) odmah napiSe u obliku

dy
907 = f(@),
pa se mnozenjemdr “separiraju varijable”
9(y)dy = f(z)dx
te integriranjem dde do rjeSenja
/g(y)dy = /f(l’)dl’ +c.

NaSe obrazlozenje uz pomgravila supstitucije dokazuje da je taj postupak korektan

SEPARABILNA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA
Separabilnu jednadzbu oblika

rieSavamo na slje@enacin:
1. Separiramo (razdvojimo) varijable:

9(y)dy = f(x)da.
2. Integriramo obje strane jednadzbe:

/g(y)dy = /f(x)dx + c.

3. RijeSimo dobivenu jednadzbu poi tako nalemo eksplicitno ope rieSenje. Ako to nije
mogLte, 2. daje implicitno ope rjeSenje.

=

4. Partikularno rieSenje, koje zadovoljavaCptni uvjety(z,) = vy, nalazimo uvrStavanjen
toga uvjeta u ope rjeSenje.

Primjer 2.4. Nadimo ofte rieSenje diferencijalne jednadzbe
y + 52ty? =0

te partikularno rjeSenje koje zadovoljavatetni uvjety(0) = 1.
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RjeSenje :

1. Separiramo varijable

2. integriramo

d 1
—g:—/5x4dx+c, —~ =2+
Y Y

3. terijeSimo pq,
1

xd—c

y =
To je ofte rjeSenje zadane jednadzbe.
4. UvrStavanjem petnog uvjetay(0) = 1 nalazimo

Graf te funkcije skiciran je na sljedej slici.

\/

Primjer 2.5. Rijesimo diferencijalnu jednadz®yy’ + 4z = 0.
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C v : . . , . .9 .z
Rjesenje : Iz 9ydy = —4xdx integracijom nalazimo o rjesenjeiy2 = —22° + ¢, 1. % +

2
yz = ¢ (uz pokratuc = ¢/18). OpCe rjeSenje predstavlja familiju (konfokalnih) elipsa. [

Primjer 2.6. Rijesimo jednadzby’ = 1 + 3.

RjeSenje : Iz dy/(1 + y)? = dx integracijom nalazimo afe rjesenje
arctgy = x + c.

Odavde lako nalazimo
y =tg(z +0).

(Primijetimo koliko je vazno odmah pri integraciji uvestitkstantue. Da smo to Ginili kas-
nije, dobili bismopogresnoy = tgx + ¢.) O
Primjer 2.7. Rijesimo
a) yy = cos2z, y(0)=1;

dy  z
dr — y+ya?’

c)y =2*y* +a2*—y*—1, y(0)=0.

RjeSenje :
2
1
a) ydy = cos2xdx, %zﬁsirﬂx%—a y=*+vsin2z+c (c=2¢);
y(0) =vsin0+c=1, Ve=1, c¢=1, y=+/sin2z+ 1.

1

b) yder=-—— —:§ln(1+x2)+6, y==+vIn(l+22)+c (c=20);

x

y(0) = —VInl+c=—1, —Ve=-1, c¢=1, y=—y/In(l+2?)+1,

= (2* — 1)dw, arctgy=— —1+c,
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Neke od diferencijalnih jednadzbi koje smo ranije razmagapravo su separabilne. Takva je
npr. jednadZzba eksponencijalnoga rasta

y = ky.
Dakle, mozemo je rijeSiti ovako:

d
Y~ kdr, Inly| = ke +7,
Y
’y| _ ekarE — eker, y = Cekz’
gdje jec = +e“zay > 0ic = —e° zay < 0. MoZemo dopustiti c = 0 jer to daje trivijalno

rjieSenje jednadzbe eksponencijalnoga rastao.
Jednadzba strujnoga kruga s konstantnim naponom (primigpfethodnog poglavlja)

47
1Y py—vu
ar

takader je separabilna, pa je mozemo rijeSiti ovako:

dJ
LE—U—RJ, U_RJdJ—dt,
LdJ L
= ——1 — e
/U—RJ /dt+c, RHlU RJ|=t+c,
R R,

U—RJ|=e 19 U —-RJ = Ae 1!,

gdje jeA = +e 1% AkO je J = Jy u pccetnom trenutku = 0, onda jeA = U — RJ,, pa nakon
uvrStavanja te vrijednosti i stievanja dobivenoga izraza nalazimo rjeSenje jednadzZbdikuob

J:%+(%—%>a?.

U sljedeim primjerima pozabavi€emo se s joS nekoliko problentgi je matemattki model
separabilna diferencijalna jednadzba.

Primjer 2.8. Olovna kugla malih dimenzija zagrijana je na 1UD. U trenutkut = 0 uronimo
je u vodenu kupku velikih dimenzijéiju temperaturu konstantno odrzavamo na @0 Toplinska
vodljivost olova izuzetno je velika, pa mozemo pretpodiada je temperatura kugle jednaka u
svim njezinim t&kama u svakom pojedinom trenutku. Prema Newtonovom zalkiadenja brzina
promjene temperature uronjene kugle proporcionalna jerégmperatura kugle i vodene kupke u
kojoj se ona hladi. Na kraju tée minute hldenja temperatura kugle smanjena je ndZ0Koliko

ce vremena pr@ dok se ona smaniji na 3C?

RjeSenje : Matemattki model procesa héenja prema Newtonovom zakonu predstavlja sepa-
rabilna diferencijalna jednadzba

ar
— = k(T — 30).
o (T — 30)
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Separacija varijabli i neposredna integracija dovode wagjezinoga opeg rieSenja
dT

T —30

T(t) = ce™ + 30,

= kdt, In|T—30|=kt—¢,

gdje jec = +¢€° (jer jeT > 0). Iz patetnog uvjetdl'(0) = 100 odreditéemo vrijednost
nepoznatog parametra

T(0) = ce® + 30 = 100, ¢ = 70.

Dakle,
T(t) = 70" + 30.

Konstantuk odredittemo iz poznatog podatka daj&3) = 70:

1. 70—-30
T(3) =70e*3 +30=70, k=-In — —0.1865.

3 70

Dakle,
T(t) = 70e 01865 4 30.
Odavde lako slijedi odgovor na naSe pitanje:
T(t) = 70e” %1805 4 30 = 31,
—0.1865t = In(1/70), t = 22.78.

Temperatur&e se smanjiti na 31C za neSto manje od 23 minute. O

Primjer 2.9. Padobranac otvara svoj padobran u trenutksd 0, kada je dosegao brzinu,.
Njegovu masu, zajedno s opremom, aana sm. Otpor kojim se zrak opire njegovom padu
proporcionalan je kvadratu brziné,,, = kv* (konstantak ovisi o veliini i obliku padobrana).
Kako se mijenja brzina padobranca ovisno o vremenu pratekiakon otvaranja padobrana?

RjeSenje : Prema drugom Newtonovom zakonu

dv

dt’

No, ukupna silaF’ koja djeluje na padobranca jednaka je razlici sile tezirge njoj suprotno
usmijerene sile otpora,;, = kv?. Dakle,

F=ma=m

mg — kv* = m—

dt’
odnosno, nakon dijeljenjars i uz pokratub® = mg/k,

dv E, 5
— = ——(v* = b%).
dt m(v )
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Ova separabilna diferencijalna jednadZba matdikiajie model naSega problema. RijeSimo
je.

dv k
B m®

Tk
-0  m “

Iz poznatog nam rastava na parcijalne razlomke

ot/ 1
w2 —02 20\v—b w+b

lako nalazimo

/L:lln v_b‘ = ——t+¢c
v2—=02 20 |v+b m
Uz pokratup = 2kb/m slijedi
v—>b
v+ b = ce s
gdje jec = +e?*¢ili ¢ = —e?*© ovisno o tome je li gornji razlomak pozitivan ili negativan.

UvrStavanjem péetnog uvjetav(0) = vy u gornju jednadzbu, nalazimo da je= (vy —
b)/(vo + b). RijeSimo li gornju jednadzbu pe, neti cemo

14 ce Pt

1 — ce—rt’

gdje jeb = \/mg/k, p = 2/kg/mic = (vo — \/mg/k)/(vo + /mg/k) . Primijetimo da

je tlim v(t) = b = v/mg/k. To zn&i da se brzina padobranca nakon otvaranja padobrana

v(t) =05

smanjuje, tez@ prema grarénoj vrijednostiy/mg/k koja ne ovisi (!) o brziniv, pri kojoj je
otvoren padobran. Dva tigna grafa brzine(t), zavy > /mg/ki vy < \/mg/k, prikazana
su na sljedeo; slici
A
w(f)

b<v,

b= \mglk F--------mmmmmm e

b>v,
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Primjer 2.10. Odredimo ravnotezni oblik koji u polju sile teZze poprima ne draja obje3eni
lanac specifine duljinske mase: ( za koji pretpostavljamo da je idealno savitljiv). Krivulfoga
oblika zovemo latanicom.

RjeSenje : Lanac d@ito leZi u vertikalnoj ravnini i osno je simeéian u odnosu na vertikalu koja
prolazi njegovom najnizom tikom. Promotrimo desnu polovicu léanice:

A
y

T'sinO

\

Sila napetosti lanc& mora izbalansirati horizontalnu silu napetasti vertikalnu tezinu lanca
mgs, gdje jes duljina lanca od najnize tke, u kojoj djelujeH, do take u kojoj djelujeT’.
Dakle,

T cosv = H,
T siny = mgs,
odakle dijeljenjem dobivamo
T sinv mg
=tgv = —=s.
Tcosd  ° H°

o : d - -
S druge strane gy nagib je laanicey = y(x), tj. tgv = d—y Slijedi da laitanica zadovo-
T
ljava jednadZbu
dy _ mg

de  H

b _ [wrag
dx da? dx

slijedi da lartanicay = y(z) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

BudLti da je

Py _mgds _mg |, (dy)’
de2  Hdr H '

- dx
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To je diferencijalna jednadZba drugoga reda zali prvoga reda (i to separabilna) za= ;l—y:
X

Cije je rjeSenje
Arshu = %x + c.

. : . d y Lo
LanCanica je horizontalna za= 0, tj. d—y(o) = u(0) = 0, §to znd&i da jec = 0. Dakle,
Xz
Arshu = %x, u = sh @x,

H

dy mg H Mg
—= = —ch—=x.
dx g mg H

LanCanica je graf dobro nam poznatog kosinusa hiperbolnog. Il

Neke diferencijalne jednadzbe, iako nisu separabilne,urtogostati primjenom jednostavnih
supstitucija. Takve su sve jednadzbe oblika

slijedi da je
vy = u+ xu,

pa naSa polazna jednadzba prelazi u separabilnu jednadzbu

u+au' = f(u),
du  dx
fw)—u x

Nju rjeSavamo na poznati tim, a kada ndemo funkcijuu, uvrstimo je u jednadzbu naSe supstitu-
cije, y = xu, i tako nalemo trazenu funkcijy. Evo jednog konkretnog primjera.

Primjer 2.11. Rijesimo jednadzb@zyy’ — 3> + 2% = 0.

RjeSenje : Dijeljenjem sz? dobijemo

2
22y — (4) +1=0,
xXr
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Uz supstitucijuy = xu, ¥y = u + xu’ jednadzba prelazi u separabilnu jednadzbu
2u(u+ zu') —u? +1=0.
RijeSimo je zau:

d 2ud d
2xu—u+u2—|—1:07 wa :__$7
dx 14+ u? T

In(l+v?)=—Inz+e  In(l+u?) :1115,
T

gdje jec = ¢°. UvrStavanjem; = % dolazimo do (implicitno zadanog) 6pg rjeSenja polazne

jednadzbe:
2
1+y_2:£> :E2+y2:cx,
T T
(r=5) =1
r— = = —.
2) TV T

Opce rieSenje predstavlja familiju kruZnica kojima je sréeliSa osiz, a sve prolaze ishodi-
Stem.

[

Oblik diferencijalne jednadzbe katkada sugerira nekuajadgnostavnu supstituciju, Sto ilustrira
sljedeti primjer.

Primjer 2.12. Rijesimo jednadzbu

(2x —4y+5)y +x — 2y +3=0.
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RjeSenje : Supstituiramo liz — 2y = v, slijediy = %(1 — ¢'), §to dovodi do separabilne
jednadzbe koju lako rjeSavamo:

1
(20+5)§(1—v’)+v+3:0,

dv+11 = (20 + 5)V,
20+ 5 4v + 10

do = de. 2T gy =24
L+l T rnn o

1
1— =2
( 411—1—11) dv az,

1
U—Zln|4v—|—11| =2r+¢e

UvrStavanjemv = = — 2y nalazimo oge (implicitno) rjeSenje polazne jednadzbe,
dr + 8y + In |4z — 8y + 11| = c.

]

Separabilne diferencijalne jednadZbe uspijevamo rjeBitinom integracijom. RjeSavanje nekih
drugih tipova diferencijalnih jednadzbi moze se svesti bi&mu integraciju upotrebom odgovara-
jucih transformacija. Sad@emo se pozabaviti takvim tipom jednadzbi.

Diferencijalnu jednadZbu zovemo linearnom ako predsadiiearnu vezu nepoznate funkcije
I njezinih derivacija, s koeficijentima koji su zadane fupgod z. Dakle, linearna diferencijalna
jednadzba prvoga reda ima oblik

y' + p(x)y = q(x), (2.3)

gdje sup(z) i ¢(x) zadane funkcije.
PomnoZzimo jednadzbu (2.3) zasad joS neddnem funkcijom: = z(z):

y'z+plx)yz = q(x)z.

Lijeva strana dobivene jednadZbe &é integrabilna ako je

"2+ yp(x)z = i( 2)=y'z+y
) yp = dr Yyz) =y Yz,
tj. ako jep(z)z = 2/. No ta je jednadZba separabilna, pa lako nalazimo jedanw iakegrirajLLi
faktor z:

dz dz

Ir = p(z)z, ~ = p(z)dz,
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gdje je P(z) = [ p(z)dz. Uvrstimo li integriraji&i faktor z = ¢”® u potetnu jednadzbu, dobi-
vamo

y'e"® 4 yp(a)e” = g(z)e™
d P
A P@)Y _ () P@)
- (ye™™) = (@)™,

yel@ = ¢ 4 /q(:)s)ep(x)da;,

y=e @ (c + /q(m)ep(““")dx) )

gdje jec proizvoljna konstanta integracije.

LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA

Linearnu jednadZzbu oblika
y' +p(e)y = q(x)
rjeSavamo na slje@enatin:

1. Izra€unamo integrirajci faktor z
z=e"@  P2) = /p(w)dx.

2. Pomnozimo jednadzbu s tim faktorom i zatim integriramariteci se Cinjenicom da je
integral lijeve stranevijek ye?®).
Dobiveno je ope rjeSenje

y=e '@ (c + /q(x)ep(z)dx> :

3. Partikularno rjeSenje, koje zadovoljavatptni uvjety(xy) = o, Nnalazimo uvrStavanjen
toga uvjeta u ope rjeSenje.

=)

Primjer 2.13. Rijesimo linearnu diferencijalnu jednadzbu
Yy +ay =,

uz pcetni uvjety(0) = 3.
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RjeSenje :
1. Naimo integrirajwi faktor z:

Pl) /p(x)d:c _ /xdm _ ‘%2

2
y— ¥ /2.

2. Pomnozimo jednadZbu s tim faktorom:

y/€x2/2 + y$6x2/2 _ x€x2/27

pa zatim integriramo
yex2/2 = /azeﬁ/?da: =2 1o
Slijedi da je oge rjeSenje naSe jednadzbe

y=1+ ce™ /2,

3. Iz pc&etnog uvjetay(0) = 3, uvrStavanjem slijedi
y(0)=14+c=3, c¢=2,
pa je trazeno partikularno rjeSenje
y=1+ 2e /2,

]

Neke diferencijalne jednadzbe, koje smo rijesili drugimtodama, linearne su, pa ih sada mo-
Zemo rijesiti kao takve. Na primjer, jednadZBd.-strujnoga kruga s izmjeénim naponom (pri-
mjer A iz prethodnog poglavlja)

d
Ld_i + RJ = Uy cos wt,
linearna je. NapiSsemo li je u obliku
dJ R Uo
I + ZJ = fcoswt,

L

J = e’%t (c—i— % /cos wteftdt) :

vidimo da je u tom sl@ajup(t) = % tj. P(t) = Et iq(t) = % coswt, pa je njezino ope rieSenje
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Dvostrukom parcijalnom integracijom mozemo izuaati

Lett
/cos wteLldt = #EM(R coswt + Lwsinwt),
odakle slijedi
J = L(R coswt + Lwsinwt) + ce Lt

RQ + L2w2 ?

odnosno, uz = arctg Lw/R (prema pravilu za superponiranja oscilacije iste frekyiehc
Up R
J = ——c——cos(wt — V) +ce 1"
Vi e )

Vrijednost konstante odredena je jako8u strujeJ u trenutkut = 0. Primijetimo daJ sadrZi
oscilatorni, stacionarni didija je frekvencijaw jednaka frekvenciji izvora kojim se napaja strujni
krug (usp. primjer u prethodnom poglavlju) i prelazni, resbnarni dioce L koji s vremenom
nestaje.

Ako je ¢ = 0, dobivamo partikularno stacionarno rjeSenje, koje smé nggethodnom odjeljku,
prijelazom u kompleksno podgje. Oscilacija struje i napona liié u fazi ako je) = arctg Lw/R =
0, tj. ako jeL = 0.

Linearna diferencijalna jednadzba modelir&d@'-strujni krug, s otpornikom otpor& i konden-
zatorom kapacitet&'.

Uity ~ Y JO©

O X<
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Vet smo spomenuli da je pad napona duz otpornika proporcioredautnoj struji/ (Ohmov
zakon)
Ur = RJ,

a eksperimentalno se tatker pokazuje da je pad napona na kondenzatoru proporciotnataitnom

naboju@ kondenzatora

1

UC = 6@7

dQ

gdje jeC kapacitet kondenzatora. Butia je J(t) = e to mozemo zapisati i u obliku

1
= — t)dt
pa iz drugog Kirchhoffovog zakona (o naponima) slijedi
1
U=RJ+ —= [ J(t)dt.
5 [

Nakon deriviranja lijeve i desne strane dobivamo lineanferencijalnu jednadzbikC - kruga:

dU dJ 1
w Pttt
dJ 1 1dU

dt  RC® R dt
u kojoj jep(t) = 1/RC, tj. P(t) = t/RCi q(t) = (1/R)dU/dt.

Njezino ofte rjeSenje je
t 1 t d

Konstantu integracije 0zigdi smo s K da je razlikujemo od kapacitetd. Ako je strujni krug

o . . dU . . .
priklju€en na izvor konstantnog napanondaje% = 0, pa je jakost struje u tom staju

J(t) = Ke 7o,

\4
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Ako je strujni krug prikljiEen na izvor izmjerinog napond/(t) = U, sinwt, onda jeaﬁl—[tj =
wUy coswt, pa je jakost struje u tom staju
ot wlUyC
JWU) = Keme + 7 apace

_ bt WU()C
— RC i —
Ke R 4+ mcos(wt—i—ﬁ),

gdje jev = arctgw RC (prema pravilu za superponiranje oscilacija). Jakosjestfopet se sastoji
od stacionarnog dijela frekvencijei nestacionarnog dijelﬁ(e‘%, koji s viemenom nestaje.

RLC' - strujni krugovi koji sadrze sve tri komponente, otpornikguktor i kondenzator, ma-
temattki se modeliraju linearnom diferencijalnom jednadZzbomgiga reda. Naime, iz drugog
Kirchhoffova zakona (o0 naponima) slijedi

(coswt + wRC'sinwt) =

RJ—I—L——i——/ t)dt =

pa deriviranjem dobivamo linearnu jednadZbu drugog reda

d>J dJ 1 au
Ve " e =
Takvetemo jednadzbe rjeSavati u slj@den poglavlju.
U primjerima 2.14, 2.15 i 2.16 pozabaviémo se s joS nekoliko problenggi je matemattki

model linearna diferencijalna jednadzba prvoga reda.

Primjer 2.14. Sila teze, koja djeluje na tijelo mase 3to slobodno pada kroz zrak, iznesy,
gdje jeg gravitacijska konstanta. Pretpostasmo da je sila kojom se zrak opire padu proporci-
onalnad brzini tijela, yv, gdje jey konstanta proporcionalnosti. Nieno ovisnost brzine tijela o
vremenu (prije no Sto tijelo udari u tlo).

RjeSenje : Iz drugog Newtonovog zakona slijedi

dv
ma=m— =mg — yv
dt g ’YJ
dv vy
- Tt—v=yg,

Sto je linearna jednadzbap$t) = v/m, P(t) = vt/m i q(t) = g, pa je njezino rjieSenje

v(t) = e MM (K + /ge”t/mdt) =

— e—wt/m <K+ ge'yt/m) )

/‘)/
Ako je v = 0 u trenutku ispuStanja= 0, onda jeK = —mg/v, paje
o(t) = (1 = emtim),
Y

Zat — oo, e "™ — 0, §to zndi da je brzina tijela om@ena grariinom brzinommg /7.
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(brzina u vakuumu)

Za malet vrijedi e"*/™ ~ 1 —~t/m. Tada jev(t) ~ gt, §to je iznos brzine u vakuumu (dakle,
bez otpora zraka). Kakoraste, otpor zraka usporava rast brzine tijela do grambrzine
mg/y. O
Nesto oggenitiji od prethodnog problema jest problem kosoga hicadiju koji se opire gibanju
projektila (npr. u zraku).

Primjer 2.15. Nadimo parametarske jednadzbe gibanja projektila u polpiteite (kroz zrak
koji se opire gibanju silom koja je proporcionalna brzirthanja).

RjeSenje : Projektil se giba u vertikalnoj ravniniy. Pretpostavimo da je iz fetnog poloZaja
(0,0) ispaljen brzinomy, pod kutoma.

A
Y

\/

U horizontalnom smjeru: na projektil djeluje samo sila ztaoga otpora, koja je proporci-
onalna brzini, pa je prema drugom Newtonovom zakonu

mi =—-Ki, &=—ki, (k=K/m).
U vertikalnom smjery, na projektil djeluje sila teze i sila otpora, pa je

mij=-mg— Ky, §j=—-g—ky (k=K/m).

(minusmyg, jer jey 0S usmjerengore, u smjeru suprotnom sili teze).
Prva,z-jednadzba, linearna je za = = (v, = —kwv,) i njezino nam je rjeSenje dobro poznato:

i =wv, = Ce ",
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|z poCetnog uvjeta, (0) = v, cos « slijedi C' = vy cos a, pa je

i = v, = vgcosae M.

Integracijom nalazimo
VpCoSQv _

rT=—— ¢ + D,
a iz paetnog uvjetar(0) = 0 slijedi D = vy cos a/k, 1.
g =20 C]jsa(l —e M) (2)
Druga,y-jednadzba, linearna je Ze= v,, v, + kv, = —g i njezino je rjesenje
1

=1, = E(C’e_kt —9g).

Iz poCetnog uvjeta, (0) = vy sin « slijedi C' = kvgsina + g pa je

. . - g _ 9
Y = vy = vpsinae Mo ekt _ 2

k k-
Integracijom nalazimo

vosina _,, g _p gt
= — et ——=e " —=—+D.
Y z 2 B

|z poCetnog uvjetay(0) = 0 slijedi
D = (vgsina/k) + (g/k?),

gt Vg Sin & g kit B
y:—z+( 2 +ﬁ>(1—e ) (ZZ)

Graf putanje projektila, koji je odden parametarskim jednadzbama putarnje (i7), dan je
na sljedéoj slici. Radi usporedbe dan je i graf parabok putanje u vakuumu (usp. primjer B
u prethodnom poglavlju).

g.

A
y
putanja
u vakuumu
putanja
u zraku
NQ
a
\ . >
\ | X
\ |
\ 1
I
\ |
v
V) COs a
\ : X= ——
\ | k
(R
v
1
1
(]
'
Ol
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U prvom dijelu putanja u zraku polozenija je od putanje u waku, dok je u drugom dijelu
strmija od one u vakuumu. Projektil udara u zemlju pod astrkutom i s manjom brzinom
od one pod kojom je ispaljen. Variranjem kuta ispaljivarged bismo ustanovili da se uz
zadanu poGetnu brzinu maksimalni doseg projektila postize uz kualipganja manji od 45
(Sto je kut maksimalnog dosega u vakuumu). H

Primjer 2.16. Bure pdetno sadrzi 100 | vode u kojoj je otopljeno 50 dag soli. U ajegzinom
od 10 I/min utj€e slana voda s koncentracijom 2 dag/l, ali voda iz njeggtisjednakom brzinom.
(MijeSanjem se odrZava jednolika koncentracija soli u wujeNadimo kako se koncentracija soli
u buretu mijenja s vr.emenom.

RjeSenje : Trenutnu kol€inu soli u buretu ozriamo sy(t). Brzina kojom se ona mijenja jed-
naka je brzini ulaza solil0 - 2 = 20 dag/min, umanjenoj za brzinu izlaza saliy/100)y =
0.1y dag/min { je ukupna kol€ina soli u buretu, a 10/100 dio je slane vode koji izlazi irdta
u jednoj minuti). Dakle,

y = 20— 0.1y,

uz pcetni uvjet
y(0) = 50.

Opce rjeSenje linearne jednadzbe koja modelira nas problesi: gl

y=e Ot (C + /eo'thOdt> =

20
_ 0.1t 0.1t _
e (C + —0.16 )

= Ce "M +200.
UvrStavanjem poéetnog uvjeta nalazimo
y(0) = C' +200 = 50, C = —150,
pa je trenutna kotiina soli u buretu
y(t) = 200 — 150e"'* dag.
Koncentracijuy(¢) dobijemo dijeljenjem sa 100 (kdlina je vode u buretu 100 I):
v(t) = 2 — 1.5¢~ % dagll

Vidimo da koncentracija soli u buretu monotono raste premackntraciji soli u vodi koja
ulazi u bure, Sto i 6ekujemo. O

Neke nelinearne diferencijalne jednadzbe mogu se svelstigaane. Najpoznatija je ndel njima
Bernoullijeva jednadzba
Y =plx)y +qlz)y", (2.4)
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gdje je eksponent bilo koji realan broj. Ako jex = 0ili a = 1, jednadzba je linearna. Ako nije,
uvodimo supstituciju
u =y

Deriviranjem i uvrStavanjerny’ iz (2.4) dolazimo do linearne jednadzbewza
u=(1-a)y™ "y =(1—-a)y "(py+aqy") =

=1 —-a)(py' " +q) = (1—a)(pu+q),
v = (1—a)pu+ (1-a)g.

Ovu jednadzbu rijeSimo na udtgjeni n&in, pa kada smo nasli, lako nalazimo iy iz u = y' .

BERNOULLIJEVA JEDNADZBA

Bernoullijeva jednadzba, oblika
y = plx)y +q(z)y",
svodi se supstitucijom = »'~¢ na linearnu jednadzbu za

Primjer 2.17. Rijesimo Bernoullijevu jednadzbu

v =y+y’

RjeSenje : Supstitucijau = 3'~2 = y~! daje

=y Py )=y 1= —u— 1,

u =
v =—-u—1

RjeSenje je ove linearne jednadzbe

u=ce* <C—/€xd$) =Ce " —1.

Izu =y !slijediy = u=! = 1/u, paje trazeno oge rieSenje zadane Bernoullijeve jednadzbe
B 1
Y =1 "Ce=
O

Primjer 2.18. Mnoge populacije rastu po tzv. logiskiom zakonu; brzina rasta populacije pro-
porcionalna je veliini same populacije (npr. zbog razmnozZavanja), dok jenlarmjezinoga opada-
nja proporcionalna kvadratu njezine \@fie (npr. zbog smrtnosti uvjetovane ogi@@mim koli-
nama hrane). Dakle,

y' = Ay — By?,

Sto je Bernoullijeva jednadzba. IZnanajmo kakav je rast populacije po logistbm zakonu.
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RjeSenje : Uvedemo li supstituciju: = y'~? = y~', Bernoullijeva jednadzba zasvodi se na
linearnu zau:

W =—y 7y =—y *(Ay— By*) =B — Ay,
u = —Au + B.

Njezino je ofte rieSenje
u=e(C+ /BeA""”dx =e O+ EeAx _5 + Ce™ ",
A A
pa je ofte rjeSenje zadane Bernoullijeve jednadzbe

1 1

Y= U T (BJA) 1 CeAe’

To nam rjeSenje pokazuje dageino male populacijéy(0) < A/B) monotono rastu prema
A/ B, dok paetno velike populacijéy(0) > A/B) monotono padaju prema istom ravnotez-
nom stanju.

AJBl e

\/
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Opcenito o diferencijalnim
jednadzbama prvoga reda

Diferencijalna jednadzba prvoga reda

F(z,y,y")=0

najce&e nije ni separabilna ni linearna niti se moZze svesti nag@danadzbe. Zato je ne mozemo
eksplicitno rijesiti, osim u ponekom posebnoméslju (poput separabilnog ili linearnog). Gmito,
moramo se posluziti numeékim ili kakvim drugim aproksimativnim metodama. Pritorkjerisno
imati jasnu sliku o geometrijskom zéenju diferencijalne jednadzZbe prvoga reda.

Pretpostavimo da je zadana jednadZla, y,y') = 0 rjeSiva poy’. Tada je mozemo napisati u
obliku v/ = f(x,y) koji nam kaze koliki je nagib/ trazenoga rjeSenja = y(x), u svakoj t@ki
(z,y). Zamislimo stoga da je u svakojdki (z,y) povitena mala crtica nagibA(z,y). Dobit
cemopolje smjerovazadano jednadzbomi = f(z,y).

Rijesiti tu jednadzbu, zr@apronai put kroz zadanolje smjerova, koji ide krivuljom tangen-
cijalnom na zadani smjer u svakojcki. Takvu krivulju, koja je graf rjeSenja nase diferentig
jednadzbe, zovemiategralnom krivuljom te jednadzbe.
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