Linearna jednadzba drugoga reda s
konstantnim koeficijentima

Diferencijalnu jednadZbu drugoga reda zovemo linearnomj@kinearna uy i njezinim derivaci-
jama, tj. ako je oblika
a(z)y” +b(z)y" + c(x)y = f(z).

Ako su koeficijenti uz,”, v i y konstante, onda jednadzbu zovemo linearnom s konstantméit k
cijentima. Pretpostavljamo da je+ 0, jer se in&e radi o linearnoj jednadzbi prvoga reda kojom
smo se ve bavili. Ako je f(x) = 0, linearnu jednadZbu zovemo homogenom.

Najprije cemo progiti homogenu:

ay’ + by + cy =0. (4.1)
PotraZzimo njezina rjeSenja koja su oblika
y = e, zakonstantnk.

UvrStavanjem takve funkcije u jednadzbu (4.1) vidimo darna aadovoljava ako je

ak?et® 4+ bkek® 4 cet® = 0,
(ak? + bk + c)e™ =0

Sto je, zbog:** # 0, ekvivalentno sa
ak?® + bk +c = 0.

Ovu algebarsku jednadzbu zovekarakteristi cnom jednadZbomdiferencijalne jednadzbe (4.1),
a njezine korijene,

i —b+Vb? — 4dac
1,2 — )
' 2a

karakteristtnim korijenima te diferencijalne jednadzbe. Dakle, jedfitai (4.1) zadovoljavaju
funkcijey, = "% iy, = e*, gdje suk, i k, karakteristEni korijeni te jednadzbe.
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LINEARNA JEDNADZBA DRUGOGA REDA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

Homogene linearne jednadzbe imaju svojstvo daujgerpozicija Cyy; + Cyy» njihovih rjeSenja
Y1, y2 takader njihovo rjeSenje tj. vrijedi princip superpozicije$gnja. To je lako provjeriti:

a(Cryr + Coyz)" + b(Chrys + Caya)' + ¢(Crys + Coys) =
= Ci(ay) + by, + cyn) + Caolayy + by, + cyz) = 0.

(Uocite da to vrijedi i ako koeficijenti, b, ¢ nisu konstante.) Dakle,
Yy = Clek”” + Cgek”
opce je rjeSenje diferencijalne jednadzbe (4.1).
Ako je k; # ko, onda su konstanté, i C;, jednozn&no odrélene pdetnim uvjetimay(zo) = vo,
y'(zo) = y1, jer je tada sustav

CreM ™0 4+ Coef™ = yo,  CrkeM™ + Cokpe™™ =y

jednozné&no rjeSiv poCy, Cs. (U sljede€em poglavlju dajemo dokaz da jednadzba (4.1) nema
drugih rjeSenja, ako j&; # k,.)

Primjer 4.1. Nadimo opte rje3enje jednadzbg — ' — 6y = 0, te partikularno riedenje koje
zadovoljava poetne uvjetg/(0) = 0, /'(0) = 5.
RjeSenje : Karakteristéna je jednadzba
E—k—6=0, (k—-3)(k+2) =0,
pa su njezini korijenk;, = 3, ks = —2, 5to daje ope rjeSenje
y = C1e3® 4+ Che .
PcCetni uvjetiy(0) = 01 4/(0) = 5 jednozn&no odreluju Cy i Cs:
y(0)=Ci+Cy =0, ¢(0)=3C;—2C, =5,
Sto dajeC; = 1, C; = —1. Trazeno je partikularno rjeSenje
y=e% —e 2,

]

Ako su korijeni karakteristine jednadZzbe kompleksni, @p rieSenje mozemo izraziti poitwo
sinusa i kosinusa, koristese Eulerovom formulom¢® = cosz + isinz. U tom sli&aju ne

nalazimo samo realna rjeSenja jednadzbe (4.1) nego i mjé&@mmpleksna rjeSenja. Naravno, kada
nademo sva rjeSenja, uvijek se mozemo ogtansamo na realna.

Primjer 4.2. Nadimo ogte rjeSenje jednadzhg + 2y’ + 2y = 0.
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RjeSenje : Karakteristéna je jednadzba® + 2k + 2 = 0, a njezini su korijeni

2448
s

Fi2 =—1=+u1.

Dakle, sva su kompleksna rjeSenja naSe jednadzbe dana sa

y = Cel1H07 4 Cpel-1-e
= Cie e 4 Che e ™ =
=e “(Ci(cosz +isinz) + Cy(cosx — isinx)) =
=e “(Acosz + Bsinz),
gdiejeA=C, +Cyi B=1i(C; — Cy).
Zelimo li se ograriiti na realna rieSenjad i B moraju biti realni brojevi (tj.C; i C, moraju
biti medusobno konjugirani kompleksni broje%(A + Bi)). O

Primjer 4.3. Rijesimo jednadzbu harmonijskog oscilatora

7+ wlr = 0.

RjeSenje : Karakteristéna jednadzba diferencijalne jednadzbe harmonijskogateca glasi
k* + w? = 0 i njezina su rieSenj&, , = +iw. Zato je njezino ope rieSenje

y = Ce™" + Che ™" = Acoswr + Bsinwe,

Sto nam je (za realnd i B) dobro poznato. O

Ako su karakteristini korijeni jednadzbe (4.1) ndisobno jednaki (tj.b*> — 4ac = 0, pa je
k = —b/2a), onda nam opisani postupak daje reduciranc&pjesenjey = Ce**. Potpuno ope
rjeSenje nalazimo tzv. varijacijom paramefra

Svako rjeSenjg jednadzbe (4.1) moZe se napisati u obliku

y = C(x)e",

gdje jeC(x) zasada nepoznata funkcija.
Buduti da rjeSenje) mora zadovoljavati jednadzbu (4.1) i builda je

y/ _ Clekx + k,cvek:x7
y// _ C«Ilekx + chlekac + k?cveka:,

uvrStavanjem u (4.1) nalazimo

[a(C” + 2kC" + K*C) + b(C' + kC) + cC] ¥ = 0,
[(ak? 4 bk + ¢)C + (2ak + b)C’ + aC"] ¥ = 0,
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odakle slijediaC” = 0. Naime,ak? + bk + ¢ = 0 (jer je k rjeSenje karakteristhe jednadzbe) i
2ak+b =0 (jerjek = —b/2a). To zn&i da jeC(z) = C; + Cyx. Dakle, svako rjeSenje jednadzbe

(4.1), u slktaju jednog (tzv. dvostrukog) korijerka ima oblik
y = (Cy + Cyz)er™.

Opet se lako vidi da su konstantg, C, jednozn&no odré&lene pgetnim uvjetimay(zo) = o,
y' (o) = y1-

Primjer 4.4. Nadimo ofte riedenje jednadzbg + 4y’ + 4y = 0 i njezino partikularno rie3enje

koje zadovoljava peetne uvjete;(0) = 1, ¢'(0) = 0.

RjeSenje : Karakteristtna jednadzba® + 4k + 4 = (k + 2)? = 0 ima samo jedno (dvostruko)

rieSenjek = —2. Dakle, ofte je rjeSenje zadane jednadzbe
y = (Cy + Cox)e 2.
Konstante(; i (s jednozn&no su odrdene p@etnim uvjetima:
y(0) =C1 =1,
y'(0) = Cy — 2C, =0,
iz kojih slijedi da jeC; = 11 Cy = 2. TraZeno je partikularno rjeSenje

y = (1 +2x)e %,

O
HOMOGENA JEDNADZBA
Homogenu jednadzbu s konstantnim koeficijentimai c,
ay’ +by +cy=0, (4.1)

rjeSavamo na slje@enatin.
Ako karakteristtna jednadzbak? + bk + ¢ = 0 ima razltite korijenek; i k,, onda je ope
rjieSenje jednadzbe (4.1)

Yy = CLeM 4 Chel®,

Ako su korijeni karakteristine jednadzbe konjugirano komplekshi, = A + Bi, onda se to
opte rjeSenje moze zapisati u obliku

y = e (C} cosbr + Cysinbx).
Ako karakteristtna jednadZba ima samo jedno rjeSénjenda je ope rieSenje jednadzbe (4.1
y = (Cy + Caw)e®™.

KonstanteC; i C5 u svim su sléajevima jednozriano odrélene pdetnim uvjetimay(xg) = yo,

y'(zo) = y1. JednadZba nema singularnih rjeSenja.
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LINEARNA JEDNADZBA DRUGOGA REDA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

Koristeti se gornjim postupkom, prdit cemo gibanje harmonijskog oscilatora s prigusenjem.
Razmatramo dakle uteg, koji se giba pod utjecajem élastsile opruge, u viskoznom mediju koji
se opire gibanju.

priguSenje I::' opruga (k)
; neistegnuta
0 opruga
_ masa (m)
x=0 (u ravnotezi)
mg=ki,
X
v
Sila opruge proporcionalna je i suprotno usmjerena otklonu, = —kzx, (k > 0). Konstantu

oprugek mozemo odrediti iz vrijednostj za koju masan istegne oprugu (usp. desni dio sl. ). Sila
priguSenja, kojom se viskozni medij opire gibanju, propamalna je i suprotno usmjerena brzini
gibanjaF, = —cd—x(c > 0 je konstanta prigusenja). Dakle, jednadzba slobodnih (iyezaja
vanjskih sila) prigusenih oscilacija glasi

d? dt’
tj.
d*x  dx
To je homogena linearna jednadZba s konstantnim koefigij@n€iji su karakteristtni korijeni
—c+ 24
ey = ct e km:—aﬂ:ﬁ,
2m
uz pokrate
. V2 — 4k
o = i | ﬁ = —C m. (43)
2m 2m

RjeSenja jednadzbe (4.2) ovisi 0 priguSeajpa imamo tri mogoa sli€aja:
| ¢ > 4km. Dva realna korijena. JAKO (NADKRITENO) PRIGUSENJE.
Il ¢ = 4km. Jedan dvostruki korijen. GRAKINO (KRITICNO) PRIGUSENJE.
Il ¢* < 4km. Konjugirano kompleksni korijeni. SLABO (POTKRI@NO) PRIGUSENJE.
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| JAKO PRIGUSENJE

Konstanta prigusenjatako je velika da je* > 4km. Korijeni k; i k, razliciti su i realni,
pa je oge rjeSenje jednadzbe (4.2):

z(t) = Cre~ @At 4 Cye= (@A), (1)

Masa u tom sldaju ne oscilira. Za > 0 oba su eksponenta u gornjem izrazuiZa)
negativni, jer je (usp. (4.3)y > 0,8 > 0i % = o®> — k/m < o?, paz(t) — 0 zat —

oo. Prakttno to zn&i dace se masa nakon dovoljno dugo vremena umiriti u ravnoteznom
poloZajux = 0, Sto i aekujemo kod jakog prigusenja.

\4

\

I GRANICNO PRIGUSENJE

Ako je ¢? = 4km,ondajes = 0i k; = ky = —a, pa je ofte rieSenje jednadzbe (4.2)

z(t) = (Cy + Cat)e*". (1

Masa i u ovom sldaju ne oscilira, a graf funkcije pomakat) kvalitativno izgleda kao i u
prethodnom sléaju.

Il SLABO PRIGUSENJE

imaginaran broj /4km — ¢2/(2m) = iw, pa Suk; » = —a =+ iw konjugirano kompleksni
korijeni. RjeSenje je jednadzbe (4.2)
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x(t) = e_at(01 coswt + Cysinwt) =

= Ce * cos(wt — 1), (1
c k c \2
“Tom YT Vm (%) ’

gdje jeC? = C? + C2 i tg = Cy/C,. To rjeSenje predstavlja prigusene oscilacije. Biidu
dacos(wt—1) prima vrijednostiizmdu -1 1, krivulja rjeSenja lezi izm@ eksponencijalnih
krivuliay = Ce iy = —Ce~*, dodirujiti ih kada jewt —1 viSekratnik odr. Frekvencija
oscilacija jest = w/(27). 1zw = /(k/m) — (c/2m)? slijedi da je frekvencija oscilacija
to veta Sto je konstanta priguSenjamanja. Grarina frekvencijav, = wy/(27), koju
dobijemo zac — 0, poklapa se s frekvencijom (neprigusenih i slobodnih) raarijskih
oscilacijavy = wy/(27) = \/k/m/(27) (usp. pogl. 1 C).

A
X

Cefat

\ 4

—Ce ot

Primjer 4.5. Kugla masen = 9.082 kg rastegneelitnu oprugu za 10 cm. Ako kuglu po-
krenemo iz ravnoteznog poloZaja, kojore ona frekvencijom oscilirati oko tog polozaja (bez
priguSenja)? OpiSimo njezino gibanje nakon 5to je istegnerema dolje za 15 cm i potom je
ispustimo iz mirujieg poloZaja. Kako se mijenja frekvencija i gibanje kugle gkono priguSeno
viskoznim medijem s konstantom prigusenja

(i) ¢=200kgls,

(i) ¢ =100 kg/s?

RjeSenje : Konstanta opruge ima vrijednost

mg . 9.082-9.8

k=2 = = 890N/m.
io 0.1
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To daje frekvenciju harmonijskih oscilacija

wo _ Vk/m B 1/890/9.082 B 9.899
2T

27 21 s

= 1.576Hz,

Sto je 94.6 ciklusa u minuti.

Gibanje kugle dano je @im rjeSenjem jednadZbe harmonijskog oscilatora wix = 7 +
98.067x =0
z(t) = Acos9.903t + B sin 9.903t

i pocetnim uvjetimay(0) = A = 0.151 3/(0) = 9.903B = 0. Ono je, dakle,
x(t) = 0.15c0s9.903t (metara).
(i) U slucaju priguSenja = 200 kg/s problem je modeliran sa
9.0827% + 200% + 891z = 0, x(0) = 0.15, &(0) = 0.
Karakterist€na jednadzba ima korijene
kio=—a£(=11.014+4.814 = —6.197, —15.82.
Opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe ima oblik
l’(t) — 01676.1977& + 026715.8215.

Iz poCetnih uvjeta slijediC; + Cy = 0.15 1 k1Cy + koCy = 0, tj. C7 = 0.2466 i
Cy = —0.0966. Dakle, jako priguseno gibanje kugle opisano je sa

z(t) = 0.2466¢ 5197 — 0.0966¢ 175,

Nakon par sekundi(¢) prakticki je nula, tj. kugla se smiri u ravnoteznom polozZaju.
(i) U slu€aju priguSenja = 100 kg/s problem je modeliran sa

0.082# + 100 + 891 = 0, x(0) =0.15, &(0) = 0.

Karakteristcni korijeni suk; » = —a +iw = —5.505 £ 8.2317. OpcCe rjeSenje diferenci-
jalne jednadzbe ima oblik

x(t) = e > (A cos 8.231t + Bsin 8.231¢).

Iz poCetnih uvjeta slijedid = 0.151 —5.505A + 8.231B = 0, tj. B = 0.1003.
Dakle, slabo priguSeno gibanje kugle opisano je sa

o(t) = e >"1(0.15 cos 8.231¢ + 0.1003 sin 8.231¢).

PriguSene su oscilacije za oko% &porije od nepriguSenih harmonijskih oscilacija jer
jew/wy = 8.231/9.899 = 0.83. []
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| mnogi drugi fizikalni sustavi modelirani su homogenom tifecijalnom jednadzbom (4.1). U
mehanici to su male oscilacije njihala (usp. pogl.1 E),itore oscilacije elasthe niti itd. Istu jed-
nadzbu susi@Emo i u teoriji strujnih krugova. Razmotrimo npr. problerafmjenja kondenzatora
kapacitetaC, duz strujnog kruga s otporof i samoindukcijomZ. Prema drugom Kirchhoffovom
zakonu o naponima (usp. pogl. 1A) vrijedi

Ry

pa zbogJ = dQ/dt, tj. Q = [ J(t)dt, jednadzba koja opisuje praznjenje kondenzatora glasi

’Q | ,dQ
gz T T _Q =0

Ono Sto su masa, otpor viskoznog medija i elasttnost opruge: za mehariiki sustav, to
su indukcijaL, otpor R i recipracna vrijednost kapaciteta kondenzataya za elektrcki sustav.
Slucaj jakog prigus$enja nastupa kadaijé > 4L/C i tada se kondenzator jednosmjerno prazni
do potpunoga ispraznjenja. $hj slabog prigusenja nastupa kaddfe< 4L/C' i tada dolazi do
oscilacija naboja u krugu, tj. u krugu se pojavljuje izm{ara struja koja polako nestaje kako se
kondenzator prazni. Kritho priguSenje gratni je slitaj izmelu ova dva.

U svim dosadasSnjim primjenama bavili smo se problemima umi@je partikularno rieSenje,
koje rjeSava problem, izdvojeno iz opg pom@u pdetnih uvjeta, koji odréuju vrijednosti ne-
poznate funkcijey i njezine derivacijey’ na jednoj vrijednosti argumenta= x,. U mnogim se
problemima partikularno rjeSenje izdvaja izo@g pomau tzv. rubnih uvjeta, koji odi@uju vrijed-
nosti nepoznate funkcijg na dvije vrijednosti argumenta = x, i + = x;. Tim zahtjevima, me-
dutim, rjeSenje nije uvijek jednozbrao odreleno, Sto ilustrira problem stabilnosti el&sie grede
pod djelovanjem uzduzne sile.

Postavimo osc duz homogene elastie grede zanemarive mase. Pretpostavimo da je greda
stisnuta duz svoje osi djelovanjem sfieu tom smjeru (v. sl. ). Naraste li sil& do neke krittne
vrijednosti F},., gredace se saviti (v. sl. ). U okviru teorijévrstace dokazuje se da transverzalni
otkloni w(x) zadovoljavaju diferencijalnu jednadzZbu elésg linije

d2
Elﬁ + Fw =0,
gdje je £ modul elastnosti grede, & moment inercije njezinog popteog presjeka. Naravno,
otkloni w(x) zadovoljavaju i rubne uvjete

L—-

w(0) = w(l) = 0.
> A
/4
> F
x=0 ' x=I
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Opce rjeSenje jednadzbe eldste linije je
w(x) = Cycos\/F/Elx + Csiny/F/Elx

(zato Sto su njezini karakterigtii korijeni k, o = +i+/F/EI). UvrStavanjem rubnih uvjeta nala-
zimo:

UJ(O) = Cl = 0,
w(l) = Cycos\/F/EIl + Csiny/F/EIl = 0.

Odavde slijed(C; = C' = 0, ako jesin /F/EIl # 0, ili C; =01 C je bilo koja vrijednost, ako je

sin/F/FEIl =0, tj. ako je
T @y (=) ()
Er \1J '\t ) '\1r) "

F T 2

71 < (7)
problem ima samo jedno rjeSenje= 0 i tada nema savijanja. Kada, zbog porasta BiJgornja
nejednakost prijge u jednakost, tada problem osim rjeSepja= 0 ima i rjeSenja oblikay =
C'sin ?w gdje jeC proizvoljna konstanta. U tom se slaju greda ne moze zadrzati u ravhom
ravnoteznom poloZaju, nego jedvenajmaniji vanjski poticaj izbacuje iz tog poloZaja. To znda
ravni ravnotezni polozaj postaje nestabilan. |zraz zadkit silu, pri kojoj se to zbiva

6
nasao je Euler jo§ 1757. 1z naSe analize slijedtdase za silu v@au od kritcne F' > F},. greda
ponovno izravnati u stabilni ravni poloZaj Sto ipak nij€mo. Naime, jednadZba elaste linije
w"” + (F/EIw = 0 vrijedi samo za male otklone. ToCnije istraZzivanje dovelo bi do egzaktne
nelinearne jednadzbe koja opisuje proizvoljne otklaneNjezinim bi se rjieSenjem pokazalo da
se zal’ > Fy, pojavljuje novi, ovaj put zakrivljeni polozaj stabilne rasteze, koji koegzistira s
ravnim polozajem nestabilne ravnoteze. Zakrivljenostdolpzaja izuzetno brzo raste asto na
kraju dovodi do pucanja grede.

To zn&i da uz

Vratimo se sada denitoj (hehomogenoj) linearnoj jednadzbi s konstantni@ficijentima.
ay” + by +cy = f(x). (4.4)

Nademo li bar jedno partikularno rieSenje te jednadzhelako cemo odrediti njezino dge rjieSe-
nje. Naime, ako jg;, = Ciy; + Coys OpCe rjieSenje pripadafe homogene jednadzbe (4.1), koje
zovemo komplementarnim rjeSenjem jednadzbe (4.6), ondpde rjeSenje jednadzbe (4.6) zbroj
partikularnog i komplementarnog rieSenjes= v, + y,. Lako provjeravamo da je taj zbroj rjieSenje
nase jednadzbe:

a(yp +yn)" +b(yp +yn) + c(yp + yn) =
= (ay, + by, + cyp) + (ayy + by), + cyn) =

— f(@)+0 = f(a).
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Da je svako njezino rjeSenj€ toga oblika, slijedi iZinjenice Sto razlika dvaju rieSenja jednadzbe
(4.2),Y —y,, zadovoljava jednadzbu (4.1):

a(Y —yp)" +b(Y —yp) + (Y —y,) =
= (aY" +bY' +¢Y) — (ay, + by, + cy,) =
= f(x) = f(x) =0,

Sto zn&idajeY — y, = yp, 4. Y =y, + yp, kao Sto smo i tvrdili.

NEHOMOGENA JEDNADZBA

Ako je y, = Ciyr + Cays OpCe rieSenje homogene jednadzigé + by’ + cy = 0 i ako jey, bilo
koje partikularno rjeSenje nehomogene jednadéfdet by’ + cy = f(x), onda je

Y="Yp+Yn=yp+ Crin + Coyo
opce rjeSenje nehomogene jednadzbe

ay” +by' +cy = f(z).

JednadZzba nema singularnih rjeSenja.

Primjer 4.6. Nadimo ofte riesenje jednadzbe:
(@) v’ + 4y = 822,
(b) y" —y' — 6y = Te>?,
(€) v — 3y +2y = e,
(d) " —y — 6y =13 cos2x i

(e) y" — vy — 6y = 7€’ + 13 cos 2.

RjeSenje :

() RijeSimo najprije pripadaguw homogenu jednadziy+4y = 0. Njezini su karakteristini
korijeni k; » = £24, pa je komplementarno rjeSenje zadane jednadzbe

yp = C} cos 2z + Cy sin 2z

Da bismo nasli partikularno rjeSenje, zapitajmo se kojauttk€ija linearno kombinirana
sa svojim derivacijama daje polinom drugoga stupnja. T¢sswoimatte dobro odabrani
polinom drugoga stupnja. Potrazimo zato partikularncemngs u obliku

y, = Az®> + Bz + C.
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(b)

()

Tada jey, = 24, pa uvrStavanjem u zadanu jednadzbu dolazimo do jednadzbe
2A + 4(A2® + Br + C) = 827

koja nam omogéuje da odaberemo odgovarégukoeficijented, B i C. Naime, izjed-
natavanjem koeficijenata uz’, z! i 2° na lijevoj i desnoj strani jednadzbe dolazimo do
linearnoga sustava

4A=8, 4B=0, 24+4C =0,
CijejerjeSenjeA =2, B=0iC = —1.
Dakle, partikularno je rieSenje zadane jednadzbe 222 — 1, pa je njezino ope rjeSenje

Z/:yp+?/h=2$2—1+010052x+0281n2m.

Karakteristtni korijeni pripadajée homogene jednadzlg — i — 6y = 0 jesuk,» =
(1£+1+424)/2 =3,-2, pa je komplementarno rjeSenje zadane jednadzbe

yn = C1€*" + Coe ™.

Da bismo nasli partikularno rjeSenje, zapitajmo se kojauttk€ija linearno kombinirana
sa svojim derivacijama daje viSekratnik funkcif&. To je atito dobro odabrana funkcija
oblika Ae®®. Uvrstimo li nju i njezine derivacije u zadanu jednadZbu tivé@mo odabrati

odgovarajgi A:

(254 — 54 — 6A)e™ = Te™,

1
14A = A=—.
7, 5

Partikularno je rieSenje zadane jednadgpe- ¢°* /2, pa je njezino ope rieSenje
1
Y="1Yp+Yn= 56535 + 0163 + Coe2®.

Komplementarno je rjeSenje

Yn = C’lez + 0262I
jer karakteristtna jednadzba?® — 3k + 2 = 0 ima korijenek;, = 1i k, = 2. Poku$aj
s partikularnim rjeSenjem oblikde?* u ovom sli¢aju nema smisla jer jele?* posebni
slucaj komplementarnoga rjeSenja, koje zadovoljava homogainadzbu. PokuSajmo s
partikularnim rjeSenjem oblikg, = Aze**. Uvrstimo li tu funkciju, te njezine derivacije
y, = A(1 4 2z)e* iy, = A(4 4 2°x)e** u zadanu jednadzbu, dolgigmo:

A4+ 227)e* — 3A(1 + 22)e** + 2Aze™ = ™,
Aze*™ (2% — 32+ 2) + Ae* (4 — 3) = &>,
Ae®® =¥ A=1.

Clan (22 — 3 -2 + 2) ne i¥ezava sltajno, nego zato §to je = 2 korijen karakteristine
jednadzbei® — 3 - k + k = 0. (Iz istog bismo razloga uvrstavanjem= Ae** dobili
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Ae?® (22 —3-2+2) = e**,1j. 0 = €27, §to pokazuje dg = Ae? nije partikularno rjeSenje
ni za koji A. Naravno,y = Ae?® jest rieSenje pripadape homogene jednadzbe.) Dakle,
y, = ze** partikularno je rieSenje zadane jednadzbe, dok je

y=1yp+yp =z + Cre” + Cae™
njezino ofce rjeSenje.
(d) Komplementarno je rjeSenje kao i u&hju (b),
yn = C1e* + Coe™ .

Funkcija koja jednom ili dvaput derivirana daje viSekr&odcos 2 jest viSekratnik od
sin 2z, odnosnogos 2z. Potrazimo zato partikularno rjeSenje u obliku

yp = Acos2x + Bsin 2x.
Tada je

Yy, = 2B cos 2z — 2Asin 2z,
yg = —4Acos2x — 4B sin 2x,

pa uvrStavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo jednadzbu

(—4A — 2B — 6A) cos2x + (—4B +2A — 6B) sin 2z =
= (—10A — 2B) cos 2z + (2A — 10B) sin 2x = 13 cos 2z,
iz koje slijedi
—10A-2B=13, 1 2A-10B=0,

t. A= —-5/4i B = —1/4. Dakle,y, = —1/4(5cos 2z + sin2z), pa je ofge rieSenje
zadane jednadZzbe

1 .
Y =1+ Yy = —1(5 cos 2z + sin 2z) + O3 + Che 2.

(e) Komplementarno je rjeSenje, kao u (b) i (d),
yn = C1€* + Che™™".

Desna strana zadane jednadzbe, tzv. funkcija smétife+ 13 cos 2z, zbroj je funkcije
smetnje u (b) jednadzbfie®, i funkcije smetnje u (d) jednadzbl3 cos 2z, pa je nje-
zino partikularno rjeSenje zbroj partikularnih rjeSenfajednadzbi. (Lako provjeravamo
valjanost takve superpozicije rieSenja.) DakleC®je rjieSenje zadane jednadzbe

1

1
—eT 1(5 cos 22 + sin 2x) + C1e? 4 Coe™ .

y:2
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Postupak kojim smo pronasli partikularna rjeSenja u pmitioon primjeru zovemo metodom
neodrelenih koeficijenata.

METODA NEODREDENIH KOEFICIJENATA
Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe

ay”" + by’ +cy = f(x) (4.5)

mozemo nai na sljedéi natin.
OSNOVNO PRAVILO. Ako je f(x) jedna od funkcija u lijevome stupcu donje tablice, onda je
partikularno rjeSenjg, odgovarajéa funkcija u desnome stupcu, s koeficijentima koje odredimo
uvrStavanjem te funkcije i njezinih derivacija u (4.6).

MODIFICIRANO PRAVILO. Ako je, prema osnovnom pravilu, odabrano partikularndaige
ujedno i komplementarno rjeSenjg, onda ga trebamo pomnoZiti s&(ili sa > ako karakteris-
tiCna jednadzba ima samo jedan, tzv. dvostruki korijen).

PRAVILO ZBROJA . Ako je f(x) zbroj jedne ili viSe funkcija iz lijevoga stupca donje tadalj
onda je partikularno rjeSenje zbroj odgovagljufunkcija u desnome stupcu tablice.

f(z) Yp
aeke Ak
az", (n=0,1,...)| Az + Bz" ' +..-+Cx+ D
a Ccos wx

) Acoswz + Bsinwzx
asinwz

aer® coswzx

e (A coswzr + Bsinwr)
aek® sin wx

Metoda neodr@enih koeficijenata funkcionira kad god je funkcija smetfije) jednog od oblika

Postoji i druga metoda za nalazenje partikularnog rjeSeajf@omogene jednadzbe, koja nije
ograntena na te oblike. To je metoda varijacije parametara (kej@c svome tvorcu, zove i
Lagrangeovom metodom). Ako jg = Ciy; + Cyy» komplementarno rjeSenje nehomogene jed-
nadzbe (4.6), onda njezino partikularno rjeSenje trazirbliku

Yp = Cr(2)y1 + Co)ya,

gdje suCi(z) i Cy(z) zasada nepoznate funkcije. UvrStavanjgm njezinih derivacija u (4.6)
dobit cemo jednu jednadZbu s dvije nepoznanitéx) i Csy(z), koja cCito ima mnogo rjeSenja.
Nama je dostatno jedno jedino, pamo izbor rjeSenja suziti postavljanjem joS jednog uvigta
Ci(x) i Cy(x). Naime, prva derivacijay, = Ciy: + C1y; + Ciys + Cays, a time naravno i druga,
bit Ce jednostavnija ako zahtijevamo @ai C, zadovoljavaju jednadzbu:

Ciyr + Coya = 0. ()
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Tada su prva i druga derivacija dane sa

y, = Ciyy + Coyy
Y, = Ciyy + Cryff + Oy + Coys,

pa uvrstavanjenp,, v, i y, u (4.6) dolazimo do drugog uvjeta 2 (z) i Cy(x):
a(Clyy + Cry) + Coyy + Cayy) + b(Cryy + Cays) + c(Crys + Caya) = f(2).

Zbogcinjenice da sw; i y» rjeSenja homogene jednadzbe (4.1)atj; + by, + cy; = 0, zai = 1,2,
taj se uvjet svodi na
! ! ! ! f x H

Chur + gy = T2, (i)
RijeSimo li sustav (i), (ii) algebarski p©7 i C4, i integriramo potonC i CY, dobitéemo funkcije
Cy 1 Cy koje riesavaju nas problem, tj. daju partikularno rjeSergaomogene jednadzbe (4.6).
(Cak i ako dobivene integrale ne mozemo eksplicitno rijesispjeli smo nase rjeSenje izraziti
pomcau integralagime se problem dgenito drzi rijeSenim.)

METODA VARIJACIJE PARAMETRA
Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe

ay” + by +cy = f(x) (4.6)
dano je sa
yp = Ci(z)y1 + Ca(2)ye,
gdje jey, = Cyy, + Caya, uzCy i Cy konstantno, ope rieSenje pripadage homogene jednadzbe
i gdje se funkcijeC’; (z) i Cy(x), nalaze algebarskim rjeSenjem jednadzbi
Clyy + Chya = 0, (i)

! ] ! x H
Cry; + Coyy = 97 (i)

po 1, CY i potom integriranjem.

Primjer 4.7. RijeSimo diferencijalnu jednadzlyf + y = 1/ cos z.

RjeSenje : Komplementarno je rieSenje
yn = Chcosx + Cycos x,
pa partikularno trazimo (varijacijom parametara) u obliku
y = Ci(x)cosz + Cy(x)sinz
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iz uvjeta
Clcosx+ Chsine =0 i (i)

! (i)

cos T

—Cisinz + Chcosz =

PomnoZzimo li prvu jednadzbu sin x, a drugu saos = te ih potom zbrojimo, dobitemo

PomnoZzimo li prvu jednadZbu sas = a drugu sain x te ih potom oduzmemo, doldemo

_sinzd
C]=—tgx, C’lz/—tgxdx:/M:

COS T

:/M = In | cos z|.

COS ™

Dakle,
Y, =cosxIn|cosz| + rsinz,

pa je oge rjeSenje zadane jednadzbe
y =1y, +yn=(Cy+In|cosz|)cosz + (Cy + ) sinz.

[

Primjer 4.8. Ako na (neprigu3eni) harmonijski oscilator djeluje i va@ssila F(t), onda je
jednadzba oscilatora+ w?z = F'(t). Nadimo njezino rjeSenje.

RjeSenje : Komplementarno je rie3enje
xr, = Asinwt + B coswt,
pa partikularno trazimo varijacijom parametara u obliku

x, = A(t) sinwt + B(t) cos wt.

Iz uvjeta
Asinwt + Beoswt =0 i 0]
w(A coswt — Bsinwt) = F(t) (i)
slijedi
. F(t o F(t
A:Lcoswt I B=-— ()Sinwt.
w w
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Integracijom nalazimo partikularno rjeSenje

sin wt cos wt

[L‘p:

¢ ¢
/ F(7)coswrdr — / F(7)sinwrdr =

. /0 F(r) sin(w(t — 7))dr,

w

pa je ojte rjeSenje zadane jednazbe
1 t
r = Asinwt + B coswt + —/ F(r)sinw(t — 7)dr.
w Jo

]

Nehomogena linearna jednadzba modelira gibanje harnkogijescilatora koje je, osim nu-
tarnjim silama sustava, tj. silom oprugetz te silom priguSenja-ci, uzrokovano i vanjskom,
nametnutom silon#'(¢):

mi + ct + kx = F(t).

Ako se RC L-strujni krug napaja strujom iz vanjskog izvora, pod napané(t), onda je jakost
struje.J u tom krugu odrdena jednadzbom (usp. 2.)

ERpTREY prva

koja deriviranjem takder prelazi u nehomogenu jednadzbu

d*J dJ 1 au
Lae " e/ =ar
Posebno je vazan glaj u kojem su nametnuta sifé(¢) ili napon U(t) periodicni. U elektrt-
kom sustavu to odgovara izmjé&mnioj struji. U mehartikom sustavu periodne su sile uolgiajene,
npr. sile dobivene djelovanjem motora s unutarnjim sageaipjem ili djelovanjem elektromotora.
Naravno, najjednostavnije su periokié funkcije kosinus i sinus, a moZe se pokazati da se mnoge
periodtne funkcije mogu izraziti kao beskatra zbroj kosinusa i sinusa (tzv. Fourierov red). Zato
c¢emo na3 mehatki i elektriCki sustav razmatrati u posebno vaznimtslj@vima:

F(t) = FycosQt, U(t) = Uysin 2,

u kojima nase jednadzbe postaju

mi + ct + kx = Fycos Qt, 4.7)
. |
L]+ RJ+ EJ = Up§2 cos . (4.8)

Analogija meharikog i elektrtkog sustava saZeto je prikazana u sl{jeablici:
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ELEKTRICKI SUSTAV MEHANICKI SUSTAV
Indukcija L Masam
Otpor R Konstanta prigusenja
Recipra@ni kapacitetl /C' Konstanta oprugé
Derivacija nametnutog napomng«2 cos Qt Nametnuta sild cos Qt
Jakost struje/ Pomakz

Uz pokrate:

1
J=x, L=m, R=c, EZk’ Uo§2 = Fy,

jednadzba (4.8) svodi se na jednadzbu (4.7). Eléktiimehancki problem matematki su iden-
ticni, pa se oba mogu rjeSavati istovremeno:

Opce rjeSenje jednadzbe (4.7) zbroj jeceg rjeSenja homogene jednadzbe (4.2), koje je oblika
(), (iyili (1 i partikularnoga rieSenjay, jednadzbe (4.7), koje najlakSe nalazimo metodom neo-
dredenih koeficijenata. Dakle,

z, = AcosQt + Bsin Qt,

odakle slijedi

xp, = —QAsin Qt 4 QB cos (2t
i, = —Q%Acos Ot — Q°Bsin Q.

Uvrstavanjem u (4.7) nalazimo
(A(k — mQ?) + BcQ) cos Qt + (—AcQ + B(k — mQ?)) sin Qt = Fy cos Qt,
to jest

A(k — mQ?) + BeS) = Fy,
—AcQ + B(k —m©?) = 0.
Pomnozimo li prvu jednadzbu &, drugu sa’k — m$?) te ih potom zbrojimo, eliminiratemo
A i lako izratunati B. Pomnozimo li prvu jednadzbu $& — m?), a drugu sa-cf te ih potom
zbrojimo, eliminirattemoB i lako izraCunatiA. Dakle,
N 2
k — mS) . B-FR 2 ‘
(k —m&2)2 + 202 (k —m&Q2)2 + 2Q2

A:FO

Uvedemo li uobtajenu pokratu za prirodnu kutnu brzinu (slobodnih i negg&nih) oscilacija, =
\/k/m, to mozemo zapisati ovako:

m(wi — Q?) cQ

A= F B = F )
OmQ(wg — 022+ 202’ Omz(w(z) — 022 + 202

IzraCunato partikularno rjeSenje jednadzbe (4a7),= AcosQt + BsinQt, moze se napisati u
obliku z, = C cos(t — §), gdje jeC = VA2 + B2, tj. C = Fy/y/m?(w} — Q2)2 + 202 i tg§ =
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B/A, tj. tgd = (c9)/(m(wi — 2?)). Opce rjeSenje jednadzbe (4.7) zbroj je tog partikularnog
rieSenja i opeg rjeSenja jednadzbe (4.2), koje je oblika (1), (1) il

PRIGUSENE PRISILNE OSCILACIJE

RjeSenje jednadzbe
ma + cx + kx = Fycos Qt

jest
Fy
+
Vm?(wg — Q)2 + 202
gdje jewy = /k/m prirodna kutna brzina sustava, tj. brzina njegovih negrémnih oscilacija, a
tgd = (cQ)/(m(w? — Q?)). Komplementarno rieSenje,(¢) dano je sa (1), (I1) ili (111).

x = zp(t) cos(Qt — 9),

Razmotrimo naprije prisilne oscilacije bez priguSenja.alpd: = 0, pa je partikularno rjeSenje

Komplementarno rjeSenje (rjeSenje pripadajlhomogene jednadzbie+ wizr = 0) jestz;, =
A coswpt + Bsinwyt = C cos(wpt — 1), pa je ofge rieSenje

x = C cos(wot — ) + cos Qt, (4.9)

B
m(wg — )
gdje suC'i ¥ odredeni p&etnim uvjetima. Maksimalna je amplituda ogl

F
AOZ_OpJ uz p=

_
k (@)

Ona ovisi 0 nametnutoj frekvencif2/(2x) i o prirodnoj frekvenciji sustavay,/(27). Kada se
one poklope, tj. kad& — wy, ondaA, — oo. Taj fenomen pobdivanja velikih oscilacija
uskladivanjem nametnute i prirodne frekvencije sustava zoveamonancijom. Velicinap zove se
faktor rezonancije.
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3&)0

U slucaju rezonancije (bez prigusSenja) jednadzba (4.7) postaje
F
i+ wir = —2 cos wot
m

I njezino je partikularno rjeSenje, prema modificiranomvltametode neodm@enih koeficijenata,
oblika
x, = t(Acoswot + Bsinwpt),

odakle uvrStavanjem nalazimb= 0i B = Fy/(2mwy), j.

Fy
mwo

A

Ty = t sin wot.

xrp

Vidimo dax,(t) neogranteno raste. To zitada sustav bez prigusenja (ili s praitd vrlo malim
priguSenjem) moZze, ako mu se nametnu vibracije odgoveediekvencije, proizvesti ogromne
vibracije koje ga mogu razoriti.

Druga veoma znajna vrsta oscilacija dobiva se akofjeblizu wy. Uzmimo npr. ono rjeSenje
(4.9) koje zadovoljava gietne uvjeter(0) = 2(0) = 0. Tada jed =01 C = Fy/(m(wg — Q2)), tj.

Fy

T (e — )

(cos QU — coswyt).
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Upotrebom trigonometrijske formule produkta
2sin Rt sin St = cos(R — S)t — cos(R + S)t
to rjeSenje mozemo napisati u obliku

2F, L wo+ Q. wo—Q
T = 3 5y Sin tsin t.
m(wg — Q2?) 2 2

Kada je razlikaw, — 2 mala, to je umnoZzak relativho brzo osciliraguifunkcijesin(wy + Q)t/2
sa sporo oscilirajcom funkcijomsin(w, — 2)¢/2. Sporo oscilirajéa funkcija “modulira” brzo
oscilirajucu, kako to pokazuje donja slika. Spori rast i pad amplitudé#hloscilacija poznat je kao
fenomenudara. On se pojavljuje, na primjer, kada zajedno sviraju rakizinstrumenti koji nisu
tocno ugdeni (ili kada se prije nastupa udgu, pa jos nisu ftno ugaleni).

A 2Fy . wo— 9

Primjer 4.9. Nadimo rjeSenje jednadzhie+ 9z = 5 cos 2t uz paetne uvjeter(0) = #(0) = 0
I skicirajmo njegov graf.

RjeSenje : Jednadzba ne sadrj pa mozemo ni@ partikularno rieSenje oblika, = A cos 2t
(zaSto?). UvrStavanjem nalazimo
—4Acos2t +9Acos2t = 5cos2t, A=1.

S druge strane, @e rjeSenje homogene jednadzbe 9x = 0 jestx;, = C; cos 3t + C5 sin 3,
pa je ofte rjeSenje zadane jednadzbe

x = cos 2t + (' cos 3t + 'y sin 3t.
|z poCetnih uvjetar(0) = #(0) = 0 slijediC; = —11i Cy, = 0, pa je traZzeno rjeSenje
T = cos 2t — cos 3t.
Iz trigonometrijske formule produkta

2sin Rt sin St = cos(R — S)t — cos(R + 9S)t,

| 99




LINEARNA JEDNADZBA DRUGOGA REDA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

u nasem sléaju, slijedir — S =2i R+ S =3,t. R="5/2i S = 1/2. Dakle,
S |
T = 2sin =t sin —t.
2 2

Ovdje mozZzemo ain 5¢/2 misliti kao o brzoj oscilaciji s varijabilnom amplitudofsin /2,
Sto ilustrira donji graf. Oscilacije(t) imaju period27 s maksimumom ur, 37, 57 itd., gdje
Sucos 2t i — cos 3t simultano jednaki 1.

A
T

x = sinbt/2

ANVANVAT 7NN
IVEAVEVARVERVEE

xr = 2sint/2

e

\{

x = 2sint/2sin 5t/2
[

Razmotrimo sada prisilne oscilacije s priguSenjem. Tadaje) i oscilacije su opisane sa

Fy

T =xp+ T, =1(t) +
h p h() \/m2(w§—§22)2+0292

cos(2t — 0),

gdje jez,(t) oblika (1), (1), ili (I11). U sva tri slucajaprijelazni dio rjeSenjaz;(t) tezi k nuli
zat — oo (prakticno postaje nula nakon dovoljno dugo vremena), St&izdax(t) tezi prema
stacionarnom oscilatornom dijelu rjeSenjaz,(t). Dakle, nakon dovoljno dugo vremena sustav
na nametnute harmonijske oscilacljgcos (2t odgovara s prakiki harmonijskim oscilacijama iste
frekvencije(?, ali s modificiranom amplitudom i faznim pomakam

To je ono Sto se stvarno dodgm, zato Sto prakiki nema fiz€kog sustava bez priguSenja. Dok u
slu€aju neprigusenih prisilnih oscilacija amplitudeadt) teZze u beskor@aost, kadd tezi prema
wo, to se uz priguSenje ne dadm Amplitude su uvijek kortane, a ovisno @ mogu imati maksi-
mum za neki). To moZzemo zvatprakti Chom rezonancijom Ona je veoma vazna jer pokazuje
da pobulivanje sustava nekim nametnutim oscilacijama moze rieatilelikim amplitudama koje
mogu razoritiCitav sustav. Takvi su se dlajevi stvarno i dogdali, pogotovo dok se o fenomenu
rezonancije bas i nije mnogo znalo. Strojevi, brodovi, aimostovi itd. vibrirajiti su mehariki
sustavi za koje je vazno, a katkada nazalost i vrlo teSkoi kanstrukcije potpuno osloloene
nezeljenih rezonancija.
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Razmotrimo stoga problemprakti cne rezonancije Zanima nas za kojfte Q2 vrijednost ampli-
tude (stacionarnog oscilatornog stanja sustava)

Fy
IR
biti maksimalna. Iz uvjeta maksimalnostid /d2 = 0, slijedi
(—2m?(wi — ) + A2 =0,

Sto je, zbod # 0, ekvivalentno sa

A(Q)

2m2w — 2

=2m*(wg —Q%), . Q= 5

2m
Za dovoljno veliko prigusenje;? > 2m?wi = 2mk, nema realnih vrijednosti koje bi davale
maksimalnu amplitudu(2). To zn&i da amplitudaA(£2) monotono pada dok raste (usp. donju
sliku). Ako jec? < 2m?w? = 2mk, onda postoji realna vrijednost

2m2w3 — ¢?
Qmaac = 2m2 )

koja daje maksimalnu amplitudu
2mF0

c/Am2w? — 2¢2

Budwii da je dA(Qnaz)/de < 0 zac® < 2mk ($to je lako provijeriti), maksimalna amplituda
A(Qnar) raste kada: pada i @ito tezi u beskonénost kadac tezi prema nuli (u skladu s naSim
razmatranjima nepriguSenih oscilacija). Graf na donaj sliikazuje tzvamplifikaciju A(Q)/Fy
(omjer amplitude rezultirajtih oscilacija i amplitude nametnutih oscilacija, koje Buzazvale) za
m = 1, k = 1 irazne vrijednosti konstante prigusSenja

A(Qunaa) =

A

A/ Fy

c=1/4

4..

\/
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Evo sada i prijevoda prethodnih rezultata na jezik koji $® veelektrotehnici i koji uvodi neke
svoje specitne termine. U skladu s naSim ¢j@kom elektrénoga sustava, u kojem je = J,

=L, k=1/C (daklew? = k/m = 1/LC), c = Ri Fy, = Uy, priguSene prisilne oscilacije
izgledaju ovako:

Up(2
\/L2 _ Qz + R2Q)2

cos(§t — 0),

ili, nakon malo srdivanja,
Uo

Vi~ 1) + 2

J(t) = Ju(t) +

cos(Q2t — 9).

1
Elektrotehntari uvode vrijednost = ca - L2, koju zovureaktanca, nakontega se amplituda
stacionarnih oscilacija, koju ozéavaju sJ,, moze izraziti kao
Uo

Jo = ——o—.
Ve R

VeliCinu+/S? + R? elektrotehntari zovuimpendanca a nasSa formula pokazuje da je impendanca
jednaka omjeru/,/Jy, Sto je poopenje Ohmovog zakon& = U/.J koji vrijedi za konstantne
vrijednosti napond’/ i jakosti struje.J (usp. pogl. 1 A).

Reaktanca i impendanca prirodno se pojavljuju kada jednadzb

. .1
LJ+ RJ+ aJ = UpSd cos Qt

rjeSavamo eleganthom metodom prijelaza na kompleksneijenkisp. pogl. 1 A). Sadaemo se
upoznati i s tom metodom.

Zbog Cinjenice da jecos Qt realni dio ode*, namee se ideja da potrazimo kompleksno parti-
kularno rjesenje/, kompleksne jednadzbe

. | ‘

LI+ R+ ZJ = Up§e™™
te potom njegov realni dio odvojimo kao realno partikulamesenje polazne realne jednadzbe
(lako je provijeriti da je realni dio rjeSenja kompleksnerjadzbe realno rjeSenje odgovaigu

realne jednadzbe). Kompleksno partikularno rjesehjerirodno je, zbog oblika desne strane
kompleksne jednadZbe, potraZiti u obliku

Jp = Ke',

Uvrstavanjem u kompleksnu jednadzbu, zbbg= iQK e i J, = —Q?K e, dobivamo
( QL+ iQR + O) Ke®t = UpQe™.
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Podijelimo li jednadZbu s@¢** i rijeSimo li je potom poK, dobitcemo

UO U() o Ug(s — ZR)

K: = =
(g5 —LQ) +iR S+iR  S*+R?

u kojem se prirodno pojavljuje reaktanfa
Dakle, kompleksno je partikularno rjeSenje

Uo

J, = Ke™ = IR (S —iR)(cos Q2 + isin ).

Njegov je realni dio

Uo
S% + R?
o (j_OR2VS2 + R?cos(Q2t — 6) =

Uo
N

(ScosQt + Rsin Q) =

cos(§t — 0),

gdje jetgd = R/S.
Primjer 4.10. Koristeti se kompleksnom metodom, rijeimo jednadzbu

y" +vy + 3y =5cosx.

RjeSenje : Odgovarajéa je kompleksna jednadzba
y// +y/ + 3y _ 56“.
Uvrstavanjemy = Ke* nalazimo

(=1 +i+3)Ke™ = 5e™,
5  5(2—i)  10-5i

T2+i (2+0)(2-1) 5

K =2—1.

Dakle, partikularno je rjeSenje kompleksne jednadzbe
(2 —1i)e™ = (2 —i)(cosx + isinz),
a njegov realni dio i trazeno rjeSenje zadane jednadzbe

Yp = 2cosx + sin .
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Elektrotehn€ari uvode i tzvkompleksnu impendancu

. 1 4
Z=S+1R= (E_LQ)+ZR’

pomcu koje se vrijednosfy moZze zapisati u obliku< = U,/Z, pa kompleksna impendanca
7 = |Z|e'*sZ sadrzi sve informacije o partikularnom rieSenju komplekgunadzbe:

J = 2ttt — : iQt 0 i(Qt—arg Z)
=7 T zlemezZ T |z|"

i njegovom realnom dijelu, koji je partikularno rieSenjairee jednadzbe:

A
Im
Z - kompleksna
impedanca
P
S
2 X
R
% cos(Qt — arg 7)) \1\ R - otpor
arg Z=arctg R/S
Re

S - reaktanca

Primjer 4.11. Odredimo stacionarnu jakost strujg(t) u RC L-krugu koji je spojen na izmje-
nicni napon amplitudé/, = 200 volta i frekvencijer = Q /27 = 4/27 herza, ako je indukcija
L = 30 henrija, otpork = 50 ohma i kapacite€' = 0.025 farada.

RjeSenje : Reaktanca = (1/(CQ) — L) iznosi—110, pa je kompleksna impendanca

Z = —110 + 50: .

A
Im

--------------------- ~+ 50i

\/

Re
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Realna je impendang&| = v/50% 4+ 1102 = 10v/146 = 120.83, dok je fazni pomalk =
7 — arctg(50/110) = 2.715 . Dakle,

Jp, = % cos(Qt — §) =
= 1.655 cos(4t — 2.71).

O

Napominjemo da sve metode koje smo uveli za rjeSavanjerhieediferencijalne jednadzbe s
konstantnim koeficijentima drugoga reda jednako dobrodiorkraju i za jednadZbe iste vrste, ali
reda viSeg od dva. Zato demo ulaziti u detaljan opis metoda u tomcepitijem sltaju, nego
¢emo ih samo ilustrirati s par primjera.

Primjer 4.12. Nadimo ogte rjeSenje homogene jednad@istvrtog reda)¥) + a*y = 0.

RjeSenje : Karakteristéna jednadzba®* +a* = 0, k = a+v/—1 imacetiri korijena koji su, prema
De Moivreovoj formuli:

A
Im
k1 = a%, ko = a_\l/%'l ky k
. Re>
— =1zt — gl
ks =a o k4—a\/5
k, k,

To zn&i da je ofge rjeSenje zadane jednadzbe
y = Cle(a+ai):p + 026(7a+ai)33 + C3€(fa7ai)x + 046(047051')3:7
gdje jea = a/+/2. Primjenom Eulerove formule moZzemo ga zapisati u stanaeandobliku

y = e**(Acosaxr + Bsinax) + e **(C cosax + D sin ax).

Primjer 4.13. Rijesimo nehomogenu jednadzbetvrtog reda

y(4) o y// — ZEQ _ 6290.
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RjeSenje : Karakteristtna jednadzba* — k2 = (k* — k)(k*> + k) = k*(k — 1)(k + 1) ima
korijenek, » = 0 (dvostruki),ks = 1i ks = —1. Dvostrukom korijenu pripadaju rjeSenja
y1 = e’ = 11y, = 2" = x, dok jednostrukima pripadaju rieSenja = e!'* = e* i
ys = e % = ¢~%, Dakle, komplementarno je rijeSenje zadane jednadzbe
Ynh = Cl + 021' + Cgex + 04671.
Partikularno rjeSenje nalazimo, korisise metodom neoddenih koeficijenata, u obliku

y, = 22(Az® + Bx + C) + (De*").

Primijetimo da se nijedadlan ody, ne pojavljuje uy;, pa nije potrebno primijeniti modifici-
rano pravilo. UvrStavanjem u jednadzbu nalazimo

—12A2* — 6Bz + (24A — 2C) + 12De** = 2* — €**,
odakle slijedi
—124=1, —6B=0, 24A—2C=0, 12D = —1,

pajed=—-1/12,B=0,C=—1iD = —1/12.
Dakle ofte je rjeSenje zadane jednadzbe

1 1
Y =yn+yp=C1+ Cow+ Cse” + Che " — E(ﬁ + 122%) — Ee%.

Primjer 4.14. Nadimo ogte rjeSenje jednadzbe
y/// _ 3y// + 3yl _ y — 3061’

RjeSenje : Karakteristéna jednadzba® — 3k + 3k — 1 = 0, tj. (k — 1)® = 0 ima jedan jedini,
trostruki korijenk = 1. Trostrukom korijenus = 1 pripadaju tri rjeSenja, = %, y, = xe?,
y3 = x%e”, pa je komplementarno rieSenje zadane jednadzbe

Yn = C’le‘” -+ ngex -+ 03.T26x.

PokuSamo li partikularno rjeSenje (zbog desne stBang) nati u obliku Ae”, neemo uspjeti,
jer se ono vé pojavljuje uy,. Slicno vrijedi i zaAze® i Azx%e®, pa ga zato trazimo u obliku

y, = Az’e”.
UvrStavanjem u zadanu jednadZbu nalazimo
A(x® + 92 + 182 + 6)e” — 3A(z® 4 627 + 67)e” + 3A(2 + 32?)e” — Ax’e” = 30e”,

106 |




LINEARNA JEDNADZBA DRUGOGA REDA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

odakle slijedi
(A—3A+34— A2’ + (94 — 18A + 9A)2” + (184 — 18A)x + 64 = 30.
Kao Sto @ekujemo, u skladu s modificiranim pravilom metode neddnéh koeficijenata,
koeficijenti uza?, 22 i x iStezavaju, pa od cijele jednadzbe ostaje= 30, tj. A = 5. Dakle,
y =y, +yn = 51’ + (C + Coz + C32°)e”.
]

Neke se jednadZzbe mogu odgovataon supstitucijom svesti na linearne jednadZbe s konstant-
nim koeficijentima, koje smo obradili u ovom poglavlju. Nagmatija je Euler-Cauchyjeva homo-
gena linearna jednadzba

ant"y™ + an 2"y 4 agmy + agy = 0.

Ona se svodi na homogenu linearnu jednadzkarstantnim koeficijentima supstitucijomz =
Inz.

Primjer 4.15. Nadimo ogte rjeSenje Euler-Cauchyjeve jednadzbe
23y + 42y — 5xy’ — 15y = 0.

RjeSenje : Uz supstitucijuz = In 2 imamo
dy _dydz _ Ldy
dv  dzdr  xdz’
Py d (1d_y)_ ldy 1d*ydz

22dz  wd2dr
1 dy idzy_ 1 (de dy)

de? ~ dr \xdz) 2?dz ' xd2dr

dz?2  dz

22dz  x?dz? 2

d?’y_d 1 [(d*y dy B
d——@l—(d——d—ﬂ—
2 d*y  dy 1 (dPy &%y dz
——ﬁ(w—a)+ﬁ<@—@)@—
2dy 3 d%y 1d3y_
w3dz 23d? | a3d

1 (d3y d?y dy
=—|-—=-3-—5+2—]).
x3 (dz3 3d22 - dz>

UvrStavanjem u zadanu jednadzbu dobijemo homogenu lingadmadZbu s konstantnim ko-

eficijentima
P’y Py dy d’y dy dy
SY 38T o) gy (S ) 5T sy =
( e z>+ (d22 dz) 5dz oy =0,

dy
@4—@—7%—151;:0.
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Njezina karakteristina jednadZba
4+ k> =Tk —15= (k- 3)(k* + 4k +5) =0
ima korijenek; = 3, ko 3 = —2 £ 4, pa je njezino ope rjeSenje
y = C1e* + e #(Cycos z + Cysin 2).
ZamijenivSiz saln z, nalazimo ope rjeSenje zadane Euler-Cauchyjeve jednadzbe

y = Ce*"* 4 e 2%(Cy cos(Inz) + Cysin(Inz)) =
= O12° + 27 %(Cy cos(Inx) + Cysin(In ).
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