Fundamentalno resenje homogene linearne
diferencijalne jednacine

« Neka su pI q neprekldne funkcue na mtervalu | = (a ,B) k01|
moze biti 1 beskonacan. Za svaku funkciju y koja je dva puta
diferencijabilna na I, definiSemo diferencijalni operator L:

Llyl=y"+py'+ay
% L[y] Je funkcija na | koja daje izlaznu vrednost

LIylt) = y"@®)+ p() y'®) +a(t) y(t)

{ * Na primer,

p(t) =t*, q(t) =e*, y(t) =sin(t), I =(0,27)
L[y]t) = —sin(t) +t? cos(t) + 2e* sin(t)




leerencualnl operator

% Prvo éemo razmatrati linearnu homogenu dlferencu alnu

jednacinu drugog reda L[y](t) = 0, zajedno sa pocetnim
uslovima:

Lly]=y"+p@)y +a(t)y=0
Y(to) = Yo y,(to) =Y

% Prvo pitanje je da li postoji reSenje ovog pocetnog problema i
ako postoji, da li je ono jedinstveno.
% Dalje, zelimo da znamo da 1i se zna neSto o obliku 1 strukturi

resenja Sto bi bilo korisno za nalazenje reSenja konkretnih
problema.




Teorema 1 (Egmstenm Ja | Jedlnstvenost)

% Posmatramo pocetm problem

y'+p@)y' +q(t)y=f(t)
Y(to) = Yoo y’(to) e y(’)

gde su p, g I f neprekidne funkcije na otvorenom intervalu |
koji sadrzi t,. Tada postoji jedinstveno resenje y = ¢(t) ovog
problema na I.

»* Napomena: lako ova teorema govori o tome da reSenje
takvog pocetnog problema postoji, ¢esto ga nije moguce lako
naci. To je velika razlika u odnosu na linearne diferencijalne
jdenacine prvog reda.




y'+pt)y' +at)y=g(t)
P]"lmer 1 Y(to) = Yo yl(to) =Y

3 Dat Je pocetnl problem drugog reda
(t2-30y" +ty—~(t+3)y =0, y({1)=2, y'([1)=
* Napisan u obliku:
y* +p0)y+q(t)y = 1 (1)
2 p(t)=1/(t-3), q(t) =—(t+3)/(t(t-3) 1 f(t)=0

» Tacke u kojima koeficijenti imaju prekid sut=01t=3.
Dakle, najduzi otvoreni interval koji sadrzi poCetnu tacku
t =1 na kome su koeficijenti neprekidni je 0 <t <3

» Tako najduzi interval na kome Teorema 1 garantuje
jedinstvenost reSenjaje 0 <t < 3




Prlmer 2

-a Dat je hnearm pocetnl problem

y'+p(t)y +q(t)y =0, y(0)=0, y'(0)=0
gde su p i1 g neprekidne funkcije na otvorenom intervalu |
koji sadrz1 t,.

% Na osnovu pocetnih uslova moZe se zakljucitida jey =0
jedno resenje ovog homogenog problema.

» Kako su pretpostavke Teoreme 1 ispunjene, sledida jey =0
jedino resenje ovog problema.




Teorema 2 (Prmmp superpozmlje)

* Ako su 2L y2 resenja Jednacme

LIyl=y"+p®)y +q(t) y=0
onda je linearna kombinacija c,y; + Y,C, takode resenje ove
diferencijalne jednacine, za sve konstante c, I C,.

% Tako se sa bilo koja dva resenja y, 1 Y, moze konstruisati
beskonacna familija reSenja koja su sva oblikay = ¢;y; + C, V».

* Da li se sva reSenja mogu napisati na ovaj naCin ili neka
reSenja mozda imaju 1 drugaciji oblik? Za odgovor na ovo
pitanje koristi se determinanta VVronskog.




Determlnanta Vronskog

3 Neka su Yy, | y2 resenja dlferencualne Jednacme

Lyl=y"+p(®)y'+q(t)y=0
* Na osnovu Teoreme 2, znamo da jey = c,y; + C, Y, takode
reSenje ove diferencijalne jednacine.
% Sledeci korak je nacic, 1c, takoday =c,y, + c,y, zadovoljava
pocetni uslov
y(to) = Yo y’(to) = yc’)
{ = Da bi se to uradilo, treba resiti sledeéi sistem:
Clyl(to) +GC Y, (to) = Yo
Clyl’(tO) +C, y; (to) = y(’,




Clyl(to)+czy2(to) = Yo
C1Y1'(to)+czy;(to) N y(’)
Determinanta VVronskog
# Kadase sistem redi, dobijase
_ YoYallo) = VoY (t)
Y1 () Y2 (to) — Y1 (to) Y2 (t,)
_ = YoYalte) + Yoy (ty)
ACHZICI R AUINALS)

* |l Kramerovim pravilom:

1

2

yl (tO) yO
yi(t) Yo
Y (te) Y, (to)
yi(te)  Y5(t)

yO y2 (to)
Yo Ya(to)
Y, (L) Y, ()
yi(te) Y (to)

C, = RRNONTS




Determlnanta Vronskog

 Za Jedlnstvenost resenja ovog 31stema neophodno je da
determinanta W u imeniocu ne sme biti jednaka nuli:

Yo Yal(to) Yi(te) Yo
Yo Ya(t) AU R
Cl X W ) 200 W

) v(t)
Vilts) Yalto)

»* W se zove determinanta VVronskog, ili jednostavnije
Vronskijan reSenja y,1 Y,. Koristi se I notacija

W(y,, ¥, Xt )

o Y1(to)yg (to) = yll(to)yz (to)




Teorema 3

* Neka su yjL 1Y, resenja Jednacme
LIyl=y"+p() y'+q(t) y=0
sa pocetnim uslovima
Y(to) = Yo y’(to) T yc’)
Tada je uvek moguce pronaci konstante c,, C, tako da
y =CY; (1) +CzY, (1)

zadovoljava diferencijalnu jednacinu 1 pocetne uslove ako 1
samo ako je determinanta VVronskog

W=y,y, - V.Y,

razli¢ita od nule u t;




Primer 3

»* Moze se proveriti da su
Vi) =e i y,(t) =e™
resenja diferencijalne jednacine
y"+5y' +6y=0
* Determinanta VVronskog za ove funkcije:
e- 2t e- 3t
7 4 A e e

W =

:_e—St

% Kako je W razli¢ito od nule za sve t, funkcije Y, 1Y, se
mogu uzeti za konstrukciju reSenja diferencijalne jednacine
sa pocetnim uslovima za bilo koje t.




Teorema 4 (Fundamentalna resenj a)

* Neka su Yy, +| Y5 resenja Jednacme

LIy]=y"+ p(t) y'+q(t) y =0.
Tada familija resenja

Yy=Cy1 +CY;
sa proizvoljnim koeficijentima c,, ¢, predstavlja opste
resenje ove diferencijalne jednacine ako 1 samo ako postoji
taCka t,takva da vazi W(y,,y,)(t,) # 0, .

* Ako jey =c,y; + C, Y, opste reSenje ove diferencijalne
jednacine, onday, 1Y, prestavljaju fundamentalni skup
resenja diferencijalne jednacine.




Prlmer 4: Fundamentalna resenja

% Data Je dlferencu alna Jednacma
2t°y"+3ty' -y =0, t>0

» Pokazati da funkcije Y, = t

skup reSenja.
% Da bi se to pokazalo, potrebno je prvo y, zameniti u
jednacinu:

-3/2 -1/2
2t2(_t4 j+3t£t - j—t”z :(—%+g—1jt“2 =0

% Tako smo dokazali da je y, zaista njeno reSenje.

.Y, =t &ine fundamentalni

% Slicnoi1zay,:
2t2(2t2 )+ 3t (-t 2) -t = (4—3-1)t* =0



Prlmer 4: Fundamentalna resenja

y = t1/2 y2 t—l

% Da bi se pokazalo da y, 1y, formiraju fundamentalni skup
reSenja, treba izraCunati determinantu VVronskog za y, i Y,:
t1/2 t—l

Bl e

» KakojeW=0zat>0,y,,Y, prestavljaju fundamentalni
skup reSenja diferencijalne jednacine

= lt_llz _t_2 :_t—3/2_1t—3/2 3t—3/2 3

2t°y"+3ty'—y=0, t>0



Teorema 5: Egzistencija fundamentalnog
skupa reSenja
% Neka je data diferencijalna jednaina, &iji su koeficijentip i |
g neprekidne funkcije na nekom otvorenom intervalu I
LIyl=y"+p(t) y'+q(t) y=0

% Neka je tytacka iz I, 1 neka su y, 1Y, reSenja ove jednacine
gde y, zadovoljava pocetne uslove

Y1(to) =1 YI(to) =0
a Y, zadovoljava pocetne uslove
Y, (to) =0, y; (to) =1

% Taday, 1Y, ¢ine fundamentalni skup reSenja date
diferencijalne jednacine.



Prlmer B

= Naéi fundamentalm skup kor1stec1 Teoremu 5 za
diferencijalnu jednacinu i po¢etnu tacku
Y’ —y=0, t,=0
% Moze se pokazati da su dva reSenja ove jednacine
Y1 =¢', Y> =e"
Vronskijan ovih reSenja je W(yy, ¥,)(t;) = -2 # 0 tako da ove
funkcije ¢ine fundamentalni skup resenja.

* Al ove dve funkcije ne 1spunjavaju pocetne uslove 1z
Teoreme 5, tako da one ne ¢ine fundamentalni skup resenja
1Z te teoreme.

% Neka su y, 1Yy, fundamentalna reSenja iz Teoreme 5.

y;(0) =1, y;(0)=0; vy,(0)=0, y,(0)=1




Prlmer 5

* Kako Yyl y2 cine fundamentalm skup resenja onda vazi
y,=ce +c.e’, y,(0)=1yi(0)=0
Yo = dlet 3 dze_t’ Y4 (O) =0, y; (O) =1
% ReSavajuci svaku od ovih jednacina, dobija se
ys(t) = %et +%e_t = cosh(t), V,(t)= %e‘ —%e‘t =sinh(t)

= Determinanta Vronskog za y, iy, je

Y1 Y, |cosht sinht
y. yi| |[sinht cosht

% Tako y, 1Y, ¢ine fundamentalni skup reSenja iz Teoreme 5,
pa je opste reSenje u tom slucaju
y(t) =k, cosh(t) +k, sinh(t)

W = —cosh®t—sinh?t=1%0




Prlmer B

* Tako oba skupa
S, ={e',e"} i S,={cosht,sinht}
predstavljaju fundamentalni skup resenja diferencijalne
jednacine sa pocetnom taCkom
y'—y=0, t,=0
% (Generalno, diferencijalna jednacina ¢e imati beskona¢no

mnogo razlic¢itih fundamentalnih skupova reSenja. Biramo
onaj koji nam najviSe odgovara za datu svrhu.




Teorema 6 (Abelova teorema)

* Neka Suy; 1Y, resenja Jednacme
Lyl=y"+p(t)y'+a(t)y=0

gde su p i g neprekidne funkcije na nekom otvorenom
Intervalu I. Tada je W(y,,y,)(t) data sa

W(y,,y,)(0) =ce !
gde je c konstanta koja zavisi od y, 1y, ali ne od t.

% W(y.,Y,)(t) Je 1l nula za svako tiz I (za ¢ = 0) ili nije nigde
nulanal (zac #0).




Prlmer 6: prlmena Abelove teoreme

* Data Je dlferenC| jalna Jednacma
2 "

t°y"+3ty'—y=0, t>0 1njenareSenja Y,
Determinanta Vronskog za ove funkcije je data sa

y Fs 3
W(y11 yz)(t) 1 f =10y 3/2 _
Yi Y

1/2
=1

’ y2 :t_l

W
AK

2 S ORAY
Diferencijalna jednacina u opstem obliku:
y'+3/(2t) y'-1/(2t2) y =0, t >0

p(t) =3/(2t) i Vronskijan na osnovu Teoreme 6 je
W (y11 yZ)(t) :Ce_J‘?J/(Zt)dt

% Ovo je Vronskijan za bilo koji par fundamentalnih resenja.
Dakle, za reSenja Y, 1 Y, mora biti ¢ = -3/2

L
AK

L
AR

e Ce(—3/2 Int ) <t Ct_3/2

ol
A




Re2|me

x Za trazenje opsteg resenja dlferencu alne Jednacme

y'+p)y+q(t) y =0, a<t<p
prvo se moraju nac¢i dva njena resenja Yy, I Y.
% Zatim treba proveriti da 11 poCetna tacka t, pripada intervalu
na kom je W(y,, ¥,)(t,) # 0.
# Sledi day; 1Y, ¢ine fundamenatlni skup resenja
diferencijalne jednacine Cije je opste reSenje y = €y, + C, Yo.
% Ako su pocetni uslovi zadati u tacki t, intervala na kome je

W = 0, onda c, I ¢, mogu biti odredeni tako da zadovoljavaju
te uslove.




