Funkcije vise promenljivih

Uvod u funkcije vise promenljivih




Na ovom predavanju ¢emo govoriti o:

0 Oznakama za funkcije viSe promenljvih
0 Domenu funkcnja viSe promenljvih
o Graficima funkcija viSe promenljvih

0 Nivo linijama za funkcije vise promenljvih



Oznake za funkcije viSe promenljvih

Do sada smo proucavali funkcije jedne promenljive, U 0znaci

y = f(x) gde je x bila nezavisna promenljiva, a y zavisna
promenljiva. Prosirujemo ovu ideju na funkcije koje mogu imati
viSe od jedne nezavisne promenljive. Posmatrajmo, na primer,
ove funkcije:

f(x,y)=2x*+y?
g(x, y,7)=2xe”

N(X,, Xy, X, X, )= 2%, — X, + 4%, + X,



Kada se trazi vrednost funkcije vise promenljivih, umesto da zamenjujemo
samo vrednost za X, zameni¢emo vrednosti za svaku nezavisnu promenljivu.

Na primer, za funkciju f sa prethodnog slajda, izraCunati f(X, y) za (2, 3),
(4’ _3) I (51 y)

f(x,y)=2%"+y?

f(23)=2-22+3 =2.4+9=17

f(4,-3)=2-4*+(-3) =2.16+9=41

f(5y)=2-5+y* =225+ y* =50+ y’



Funkcija dve promenljive: Funkcija dve promenljive x 1y je pravilo koje
svakom paru (X, y) iz datog skupa D (koji se naziva domen) dodeljuje
ledinstvenu vrednost z=f (X, y).

Funkcije vise od dve promenljive se definiSu analogno.

Operacije koje mozemo izvesti na funkcijama jedne promenljive, mogu se
takode 1zvesti 1 na funkcijama viSe promenljivih.

Na primer, za funkcije dve promenljive fig:

(fxg)xy)=f(xy)xg(xy)

(f-g)xy)=f(xy)-g(xy)




Domen funkcija vise promenljivh

Osim u slu¢aju kada je domen dat, domenom ¢emo smatrati skup svih taCaka
za koje je data jednacina definisana.

Na primer, posmatrajmo funkcije

flxy)=3¢+y* i g(x,y)=ﬁ

Domen funkcije f(x,y) je cela xy-ravan. Za svaki par iz xy-ravni ¢emo dobiti
realnu vrednost za f.

Domen funkcije g(X, y) je skup svih tacaka (X, y) xy-ravni takvih da je
proizvod xy veéi od 0. To ¢e biti sve tacke prvog i trec¢eg kvadranta.



Primer 1: Odrediti domen funkcije  f (x, y) = \/25_ x> —y°

Resenje: Domen funkcije f(x, y) je skup svih tacaka (X, y) koje zadovoljavaju
nejednakosti:

25-x*—y* >0 §. 25> X° +y°




Primer 2: Odrediti domen funkcije

g(x,y,2)=x* +y?* + 2> ~16

Resenje:
g je funkcija tri promenljive, tako da domen NIJE povrSina u Xy-ravni. Domen
funkcije g je telo u 3-dimenzionalnom koordinatnom sistemu.

Izraz pod korenom mora biti nenegativan, tako da dobijamo sledece
nejednakosti:

X°+y°+2°-16>0 tj. X*+y°+2°>16

Iz ove nejednakosti sledi da domen ¢ine sve trojke 1zvan sfere poluprecnika 4 sa
centrom u koordinatnom pocetku.



Primer 3: Odrediti domen funkcije
h(x,y)=In(xy)

Resenje:
Znamo da argument logaritamske funkcije mora biti veci od nule, tako imamo

Xy >0

Ova nejednakost vazi za tacke u | i 111 kvadratnu. Napomenimo da X-0sa I y-0sa
NISU u domenu.
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Grafici funkcija viSe promenljivih

Grafik funkcije dve promenljive, z = f(X, y), je skup uredenih trojki (X, Y, z) za
koje su uredene dvojke (X, Yy) iz domena.

*Grafik funkcije z = (X, y) je povrs u 3-dimenzionalnom prostoru.

Grafik funkcije tri pormenljive w = f(X, vy, z) je skup svih tacaka (X, y, z, w) za
koje su uredene trojke (X, y, z) iz domena.

*Grafik funkcije w = f(x, y, z) je u 4 dimenzije.

Taj grafik ne mozemo nacrtati, kao ni grafik bilo kakve funkcije koja ima 3 1li
viSe nezavisnith promenljivih.



Primer 4: Na¢i domen 1 kodomen funkcije 1 skicirati njen grafik.

2=1(x,y)=25-x2 -y’

Resenje: Na osnovu Primeral znamo da domen ove funkcije ¢ine svi
uredeni parovi (X, ¥) na ili u unutrasnjosti kruznice sa centrom u
koordinatnom pocetku polupre¢nika 5.

Za svako (X, y) vazi nejednakost: X*+y° <25

Kodomen se sastoji od svih mogucih vrednosti za z.

Kodomen mora biti pozitivan broj jer je z jednako kvadratnom korenu, a
ograni¢enje za (X, y) nam daje: X*+y° <25,

tako da vrednost pod korenom moze varirati samo izmedu O | 25.

Dakle, kodomen je 0<z<5.



ReSenje Primera 4 - nastavak:
Skiciracemo funkciju: 7 — \/ 25 _y2 _ y2

Kvadriranjem obe strane dobijamo: °=25-x" -y’
X°+y°+17° =25

Ovo je sfera polupre¢nika 5 sa centrom u koordinatnom pocetku. Ovo nam
moze pomoci da skiciramo grafik funkcije, ali moramo biti oprezni!!!

Funkcija 7 = \/25_ X% — y2 i jednacina x% + y2 +7%2 =95

nisu iste. Jednacina ne predstavlja z kao funkciju od x 1 y — jer nemamo jednu
vrednost za z za svako (X, y). Imajuéi na umu da je kodomen funkcije 0<z<5
mozemo zakljuciti da ova funkcija predstavlja gornju polusferu.



Za skiciranje povrsi u 3-dimenzije, posmatranje preseka sa ravnima koje su
paralelne koordinatnim ravnima moze biti korisno.

1. Presek sa xy-ravni, z = 0, daje jednacinu:

O=\/25—x2—y2 ili x*+y°=25

2. Presek sa yz-ravni, X = 0, daje jednacinu:
2=+25-y° tj. y*+2°=25

3. Presek sa xz-ravni, y = 0, daje jednacinu :

2=25-%" tj. X’+2°=25



Mogu se posmatrati i preseci sa ravnima koje su paralelne koordinatnim
ravnima.

4. Nekajez=3: 3:\/25—x2—y2 tj. x*+y°=16

Tako da je presek povrsiiravni z = 3 (koja je paralelna sa xy-ravni) kruznica
sa centrom u (0,0,3) poluprecnika 4.

5. Nekajez=4: 4=425-x"—y* tj. x2+y?=9

Presek povrsi i ravni Z = 4, (koja je paralelna sa xy-ravni) kruznica sa centrom
u (0,0,4) poluprecnika 3.



Na slici je SKICA sa tri preseka, dva sa ravnima koje su
paralelna sa xy-ravni I jedan sa ravni koja je paralelna sa xz-
ravni.







Primer 5: Skicirati povr§ z=9-X"—-Vy°

Resenje: Domen je cela xy-ravan, a kodomen Z<9
1. Presek sa xy-ravni, z = 0, je dat jednacinom

x> +y* =9 kruznica

2. Presek sa yz-ravni, X = 0, je dat jedna¢inom :

z=-y°+9 parabola

3. Presek sa xz-ravni, y = 0, je dat jedna¢inom :

Z=—-X"+9 parabola



ReSenje Primera 5 - nastavak:

Preseci sa ravnima koje su paralelne xy-ravni:

4. Presek sa ravni z = 5 je dat jednacinom:

5=9-x°-y*

Kruznica sa centrom u (0, 0, 5) poluprec¢nika 2.

5. . Presek sa ravni z = -7 je dat jedna¢inom:

~7=9-x"-y°
tj
X° +y* =16

Kruznica sa centrom u (0, 0, -7) poluprecnika 44



zZ=-y*+9

x°+y*=9

Z=-Xx°+9



Grafik povrsi




Nivo linije

Preseci povrsi 1 ravni koje su paralelne Xy-ravni, 1j.
preseci dobijeni kada je z=C (f(x,y) =C) gde je C
Konstanta, nacrtani u Xy-ravni, zovu se Nivo linije
pPOVISI.




Primer 6: Skicirati nivo linije zac =5,4,3,2,1,0 za funkciju iz Primera 4,
z=f(x,y)=/25-x*—y2.

Resenje:

c=5: 5=4/25-x*—y? > x?+y?=0 — (0,0)

c=4: 4=\/25—x2—y2 — x*+y? =9 —» Kruznicasa r=3

c=3: 3:\/25—x2—y2 — X°+Yy* =16 — KruZnicasa r =4

c=2: 2=\/25—x2—y2 — X* +y? =21 —> KruZznicasa r =21

c=1: 1=+/25-x*—y? —>x?+y? =24 —> Kruznicasar = /24

c=0: O:\/25—x2—y2 — X° +y® =25 —> Kruznicasa r=5



Nivo linije sa tackom (0, 0) za ¢ = 5 i kruznicama dobijenim za razne vrednosti
C.

Uocimo: Vrednosti od ¢ su jednako
rasporedene, ali nivo linije nisu.

Tamo gde su nivo linije blizu jedna
druge, vrednosti funkcije se
postepeno menjaju.

Tamo gde se nivo linije skupljaju
(blizu ¢ = 5), tamo imamo naglu
promenu vrednosti funkcije.




Primer 7: Skicirati nivo linije za ¢c=0, 2, 4, 6, 8 za funkciju z= f(x, y): X*+2y°

Resenje: Stavimo da je funkcija jednaka konstanti.

c=0: 0=x*>+2y®> — (0,0)

c=2: 2=Xx"+2y° —>Elipsa:x—+y—:1
2 1
X2 y2
c=4: 4=x">+2y* — Elipsa: —+2-=1
4 2
X2 y2
C=6: 6=x"+2y° — Elipsa: —+2-=1
6 3
X2 y2
c=8: 8=x"+2y° —>Elipsa:?+7=1



Nivo linije sa tackom (0, 0) za ¢ = 0 1 elipse koje se povecavaju za ostale
vrednosti c.




Primer 7:

Ovo je grafik povrsi Z=f (X, y)= X*+2y°,

VA
WL L LA S
A Y




Uoc¢imo da je:

1. Skiciranje grafika funkcije dve promenljive u 3 dimenzije
izazovan zadatak 1 zahteva vestinu 1 vezbu. Upotreba nivo
linija moze biti od velike koristi.

2. Idejanivo linija se moze uopstiti za funkcije tr1 promenljive.
Ako je w =g(X, Y, z) funkcija tri promenljive i k konstanta,
onda je g(X, Y, z) = k nivo povrs funkcije g. Iako ¢emo
mozda bit1 u mogucnosti da nacrtamo nivo povrs, 1 dalje
nec¢emo moci da nacrtamo funkciju g u 4 dimenzije.



