2 Matematicka analiza I

4. Funkcije vise promenljivih
4.1. Osnovni pojmovi. Parcijalni izvodi.

Naveséemo osnovne osobine funkcija dve realne promenljive. Ova svojstva se jednostavno uopstavaju
za realne funkcije viSe realnih promenljivih.

Definicija 4.1. Broj A je grani¢na vrednost funkcije z = f(x,y) kada tacka M (z,y) tezi tacki My (zo, yo)
na bilo koji nac¢in (duz neke proizvoljne putanje), ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 takvo da iz d(M, My) <
0 sledi |f(z,y) — A| < e, $to se jos zapisuje

A= lim  fzy) = lim f(z,y)
(z,y)—(z0,y0) T — X0
Y — Yo

Funkcija z = f(z,y) je neprekidna u tacki My(zo,y0) ako je lim  f(z,y) = f(xo0,%0), gde je (zo,yo)
r —x
v~ 10

tacka nagomilavanja definicionog skupa.

Ako je (x,yo) izolovana tacka oblasti definisanosti funkcija je u njoj neprekidna.

Parcijalni izvod funkcije z = f(z,y) po promenljivoj z je

9z _ lim Baz lim flo+ 4w y) = f(z, 9)

0r  Az—0 Az Az>0 Az ’
a po promenljivoj y je

A Ay) —

ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Totalni diferencijal prvog reda funkcije z = f(z,y) je
0z 0z
dz=—d —d
¥4 9 x + 9 Y
. . o (of . . e - s
Ako postoji parcijalni izvod 7.\ 3 (M) njega zovemo drugim parcijalnim izvodom ili parcijalnim
T €T
izvodom drugog reda funkcije f u tacki M, po promenljivima x;, z; (tim redom) kojeg oznacavamo sa
0% f 0?

(M) ili fq; z;(M). U slucaju kada je i = j odgovarajudi parcijalni izvod oznacavamo sa a—];(M)
T

61‘,’833]‘
Ako je i # j, parcijalni izvod zovemo meSovitim.
0? 0?
Py
6$16Z‘J 8$j 833i

U opstem slucaju, mesoviti parcijalni izvodi (M), ako postoje, mogu imati razlicite

vrednosti.

, S L - O*f . .
Teorema 4.2. Ako postoje drugi mesoviti parcijalni izvodi (M) i (M) u nekoj okolini

1‘7(917] afﬂjal’i
tacke M(x,y) i ako su oni neprekidni u datoj tacki M, onda su oni i jednaki u ovoj tacki, to jest vaZi
0% f 0% f
jednakost ——— = M).
Jeanaros &czﬁxj( ) 8o:j8m,;( )
Totalni diferencijal drugog reda dobijamo na sledeéi nacin:
0z 0z
dPz=d(dz)=d|—dx+ d
? (dz) <8x v Jy y>
0 [0z 0z 0 [0z 0z
=—|=—d —dy | d — | =d —dy | d
Ox (8:10 x+8y y) x+8y <8x $+6y y> Y
9%z 82z 82z 9 o\’
= _——da®+2- dedy + — dy* = | ——dz + = d .

o2 + Oxdy xy+6y2 4 <8x x+8y y) *
Dalje, ispitiva¢emo funkcije dve i tri promenljive, z = f(z,y) i u = f(x,y,2), a analogno se definisu
parcijalni izvodi i za fukcije n promenljivih v = f(z1,22,...,2,). Za funkcije dve promenljive imamo

Cetiri parcijalna izvoda drugog reda, dok za funkciju tri promenljive imamo devet.
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Zadatak 4.3. Nadi parcijalne izvode prvog i drugog reda, kao i totalni diferencijal prvog i drugog reda

za sledeée funkcije:

Y 1 a2
a) flz,y) =ma+y% D) fla,y) =arctg—; ) flay) =2 e
Resenje.
a) Iz or _ 1 of = 2y sledi df = d:r+2 dy, a posto je 2f L 2 01 0°f 2, imamo
—_— =] = 1 = — = —— =01 —— =
Oz 1: 8 4 yay, ap J 822 12 Oxdy Oy? ’
d*z = ——2dx + 2dy?.
T
b) Parcijalni izvodi prvog reda:
of _ 1 (=L = Yy of 1 1_ =
Or 144 ° a? w2 +y? Oy 144 oz 2?4y?
Totalni diferencijal prvog reda: df = 2 3_ 7 2 iy2 dy.
Parcijalni izvodi drugog reda:
0% f B 2x B 2z y
or2 Y (x2—|—y2)2 - (a:2+y2)2’
0% f 2y 2z y
— = R A — = R A —
dy2 (22 + y2)2 (22 1 y2)2’
%f o0 ( _y \_ 2+y -y 2y y-a’
Oxdy Oy \ a®+y? (% +y?)? (% +y2)*
Totalni diferencijal drugog reda:
2z y y? — 2 2y
Ef =" de® + 2 drdy — dy?.
f (22 1 42)? @212 YT @2z
¢) Parcijalni izvodi prvog reda:
0 1 2 1 2 22
of _1 = (=22)- - = -2 7,
or y y oy
of 1 ,ﬁ_f_l . R
—_— = —— e y — - e Yy - — =8 Yy 5
oy P y y y?
totalni diferencijal prvog reda:
2 2 2 2
df———f~e‘7dx+ 3y e v dy.
Y
Parcijalni izvodi drugog reda:
2 2 2 2 _ 22
% = 7% (e_y +ze v (2z>) = 22z 3 y) Ty,
€z Y Y Yy
0% f 2 .21 22 2 2
Pf -y =3 —y) 2 2 2 2ty
ZJ e Y e v -
oy? Yo vy
_s? <y23x2y+3y2+x4x2y> _a? 4oty + 2y
= e Y 5 = € Yy y5
Yy
Totalni diferencijal drugog reda:
2
2(222% — z2 2 -5 22 —4 2
d2f<xy3y>.e—ydx2+2, x; 2y — 2)dudy + o xﬂ;#d 2
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Zadatak 4.4. Dokazati da je za funkciju z = arctg T az=u + v, y = u — v zadovoljena jednacina
Yy

0z 0z uU—v

ou v w402
Resenje. Iz uslova za x i y izrazavamo parcijalne izvode po u i v

O _ 020 0zoy 1 1., 1 I Y
Ou  dxdu  dyou 1+ZL y  1+Z \ 4P

Y z y—-T

22 + 92 7x2+y2 T2y

B 0zov  Gyov grZ y P+t
Ytz
x2_|_y2'

82_82%+8z@_ y? 1 ) y? .(_x).(_l)

Sabiranjem gornje dve jednakosti i koriste¢i da je
22 4 9% = u? 4 2uv 4+ v* + u? — 2uv + v? = 2(u? +v?)

dobijamo
0z 0z y—x r+y 2y 2(u—v) uU—v

ou ' v x21y? x2+y27x2+y2:2(u2+v2)7u2+v2'

Zadatak 4.5. Nadi parcijalne izvode funkcije

_ry
Z=f(x,y)={ 2y
0 (

)

#(0,0)
= (0,0

z,y)
) =(0,0)

T,y

Resenje. Za (z,y) # (0,0) imamo

0z _y(x2+y2)—2x-xy_ > — 23y

or (22 + y2)2 - (22 4+ y2)2’
0z _x(@®+y?) —2y-ay  2®—ay?
dy (z? +y?)? o (@)Y
U slucaju (z,y) = (0,0) parcijalne izvode ispitujemo po definiciji
Az-0
0z oy _ gy 204+ A2,0)=2(0,0) . @0 0
%(0’ 0) = Alalcgo Az - Alnlsgo Az =0,
Ay-0
Ay — Ay
92 0,0y = 1 A00FA9) =200 @ T
8y Ay—0 Ay Ay—0 Ay

dz . 0
Napomena: Funkcija z ima parcijalne izvode e i i u tacki (0,0), ali u toj tacki ima prekid.

oxr Oy

Zadatak 4.6. Pokazati da funkcija z(z,y) definisana implicitno z +y + z = In(2% + y? + 22) zadovoljava
jednacinu
0z 0z

(y—z)a—x—&—(z—x)-a—y:x—y.

Resenje. Najpre odredujemo parcijalni izvod po x implicitno zadate funkcije

0z 1 0z
_ 2 2 2 _
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Mnozenjem poslednje jednakosti sa 22 + y2 + 22 dobija se

0 0
x2+y2+22+(x2+y2+22)8—;:2:5—1—228—;,

pa sredivanjem dolazimo do prvog parcijalnog izvoda funkcije z po x

0z 2x— (22 + 9%+ 2?)

O 224 y2+22-2z

Analogno se dobija prvi parcijalni izvod funkcije z po y

0z 2y— (22 + 4%+ 2?)

Ay a2+ y?422-22

Konag¢no resenje dobijamo sabiranjem izraza

0z 0z 2xy—y(2® + 9%+ 2%) — 22z + 2(2? + y? + 2?)
=2+ (z-2)5- = 52 1 o2
ox dy 2+ y?+ 22 -2z
2yz — z(2® +y? + 22) — 2zy + 2(2? + 32 + 2?)
+
2+ y?+ 22— 2z
_ @4y 4+ 2@ —y) — 22(x —y)
22+ y? 422 -2y
(z—y)(@? +y* + 22 — 22)

- 22+ y? 4 22 =TTy

4.2. Ekstremne vrednosti funkcija vise promenljivih

Neka je funkcija z = f(z,y) diferencijabilna u nekoj oblasti D C R? i tacka My(zo,0) je unutrasnja
tacka iz te oblasti.

Potreban uslov za ekstrem:

0z . 0
Ako funkcija z = f(z,y) ima ekstrem u tacki My(xo,yo), tada u toj tacki parcijalni izvodi a—z i 8—2 ili su
€z Y
jednaki nuli ili ne postoje.

0z . 0z
Tacke u kojima su parcijalni izvodi 7z i 90 jednaki nuli ili ne postoje nazivaju se kriticne tacke funkcije
€z Y
y .. Oz . 0z . . ;
z = f(z,y). Tacke u kojima je 9 = 01 e 0 nazivaju se stacionarne tacke.
4 Y

Dovoljan uslov za ekstrem :

Neka je tacka My(xo,yo) stacionarna tacka funkcije z = f(x,y), tj. neka je

0 G
8*;(950790) =0 i £($0,y()) =0.

Neka u nekoj okolini tacke My(zg,yo), ukljucujudi i tu tacku, funkcija z = f(x,y) ima neprekidne parci-
jalne izvode drugog reda, i neka je (dz,dy) # (0,0). Tada:

1. ako je d%z(xo,yo) > 0, funkcija z = f(z,y) u tacki My(zo,yo) ima minimum,

2. ako je d?z(wg,y0) < 0, funkcija z = f(z,y) u tacki My(zo,%o) ima maksimum,

3. ako d?z(zo, yo) menja znak, funkcija z = f(z,y) u tacki My(zo,yo) nema ekstrem.
Ovaj kriterijum vazi za bilo koju funkciju n-promenljivih.

Za funkciju dve promenljive vazi i sledeé¢i dovoljan uslov za ispitivanje ekstremne vrednosti:

Funkcija z = f(z,y) u tacki My(zo,yo)

1. ima maksimum ako je 7t — s> > 0ir < 0 (ili t < 0),



2. ima minimum ako je rt —s2 > 01ir >0 (ilit > 0),

3. nema ekstrem ako je rt — s% < 0,

4. potrebna su dalja ispitivanja ako je rt — s2 = 0,

0%z 0%z

0%z

gde je r = @(ﬂﬁoayo)» = Tyg(:r()vy()) is= m(ﬂﬂmyo)

Zadatak 4.7. Nadi ekstremne vrednosti funkcije z = In(y — 2zy) + zy — .

Resenje.

Stacionarne tacke:

0z 1
%7y—2xy
0z 1
oy y—2ay

(2 +y—-1=0 =

(1

20— 1

1
—2z)+z=0 = §+x:0.

Sistem je dalje ekvivalentan sa sistemom

pa dolazimo do jednacine

242zy—y—22+1=0,
1

r=—-

Y

3
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+y—1=0,

2
)+1:0 =S —y+-+1=0 = yP-y—2=0.
y

1
Resenja jednac¢ine su y; = —1 1 yo = 2, a stacionarne tacke su A(1,—-1)1 B (2, 2).

Parcijalni izvodi drugog reda su

@ — g 4y — 1) =-— 4
922 " 9z \2w-1"" (22 — 1)
?:_ 01 \_ 1
dy? 9y \y oy
0%z 0 [0z 0
ozxdy Oy \Ox oy \2z —1
1
Tacka A(1,—1) Tacka B (—, 2)
2
r=—4, t=-1, s=1 1
rt—s?=4-1=3>0,7<0 r=-1,t=—- s=1
.. . . 4
Funkcija z(z,y) ima maksimum u 1 3
tacki A rt—s?=-—-1=--<0
Zmin = 2(1,=1) = =2 Funkcija nema ekstrem u tacki B.

Zadatak 4.8. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije

u =2+ 2y% + 22% + 2zy + 2yz + 4z + 6y + 62.

Resenje. Najpre ¢emo naéi stacionarne tacke.

ou

oz
ou
dy
ou
0z

=2r+2y+4=0 =
=4y+22+22+6=0

—4z42+6=0

r+y+2=0 =

= 2y+zx+2z+3=0,

= 2z2+4+y+3=0 =

T=-y—2
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UvrStavanjem prve i treée jednacine u drugu dobija se

3 3
2y—y—2—%+3=0 = y—%ﬂzo = y=1,

te je stacionarna tacka je A(—3,1,—2).

Totalni diferencijal drugog reda funkcije u = f(z,y, 2) je

0%y 0%y 9%u 0%u 9%u 0%u
du=—de* + — dy* + — dz* +2 dedy + 2=—— dxdz + 2
T * Oy? vt 9.2 “* + Oxdy oy + 9202 “* S Oyoz

dydz.

Za parcijalne izvode drugog reda dobijamo

Pu Pu 5 Pu 0
ox2 oxdy 7 Oxdz
2 2
Ou_, Ju_y
Oy? Oyoz
o _
022 7

pa je totalni diferencijal drugog reda u tacki A
d*u = 2dx® + 4dy? + 4d2? + Adxdy + Adydz
= 2(dx + dy)? + 2(dy + dz)* + 2dz* > 0
Dakle, funkcija u(x,y, z) ima minimum u tacki A i to

Umin = u(—3,1,-2) = =9.

4.3. Uslovni ekstremi

Neka je data funkcija f : D — R definisana na skupu D C R? i neka je data funkcija ¢ : D — R.
Neka je skup B dat sa B = {(z,y) € D : ¢(x,y) = 0} i pretpostavimo da je B # (). Kazemo da je skup B
odreden uslovom ili vezom ¢(x,y) = 0.

Kazemo da funkcija z = f(x,y) u tacki A(z,y) € B ima uslovni (vezani) lokalni maksimum (odnosno
uslovni (vezani) lokalni minimum) pri uslovu

o(x,y) =0,

ako postoji broj € > 0, takav da za svako X € (B\ {A}) N L(A, €) vazi
f(X) < f(A)  (odnosno f(X) > f(A)),

tj. (e > 0), (VX € BN (L(A,e)\{A})), f(X) < f(A), (odnosno f(X) > f(A)).

Uslovni lokalni maksimum, odnosno uslovni lokalni minimum, jednim imenom zovemo wuslovni ili vezani
ekstrem. Jednacina o(x,y) = 0 zove se jednacina veze.

Dakle, u nalazenju uslovnog ekstrema funkcije z = f(z,y) promenljive = i y se ne mogu vise posmatrati
kao nezavisne promenljive jer su one povezane relacijom ¢(x,y) = 0.

Postupak nalazenja tacaka koje mogu biti uslovni ekstremi funkcije z = f(z,y) pod uslovom da je
@(z,y) = 0 je predstavljen kroz sledeée korake.

1. Formiramo Lagranzovu funkciju

F(x,y,)\) = f(:my) + )\ap(x,y)
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OF OF . OF
2. Trazimo stacionarne tacke tako $to izjednac¢imo prve parcijalne izvode 9 By i B funkcije
€z Y
F(z,y,\) sa nulom.
Dobijamo sistem od tri jednac¢ine

oF

B = fe(z,y) + Apa(2,y) =0,
oF

oF

N o(z,y) =0,

pomocu kojih odredujemo vrednosti A i koordinate x i y potencijalnih tacaka ekstrema. Neka tacka
A(zo,yo) zadovoljava dati sistem za Ag.

3. Diferenciramo uslov ¢(z,y) = 0, odakle dobijamo vezu dx i dy.

4. Totalni diferencijal drugog reda
Pitanje postojanja i prirode uslovnih ekstrema se reSava pomoc¢u znaka drugog totalnog diferencijala
Lagranzove funkcije

0%F 0%F 0*F
d*F = —dr* +2 drdy + —— dy*
(@,y) = 55 da” + away MWt Gz W
oOF oF 0
za skup vrednosti xg, 1o, Ao pod uslovom P dx + o dy =0, 8—5 dx + g—;‘; dy =0, (dz, dy) # (0, 0).
Funkcija f(x,y) u tacki (zg,yo) ima
— uslovni maksimum ako je d?F(zg,yo) < 0,
— uslovni maksimum ako je d?F (zo, yo) > 0.
Analogno trazimo i ekstreme funkcije z = f(z1,xa,...,2,) pod uslovom da je
v1(x1,xe,...,x,) =0, wa(x1,T2,...,2,) =0, ..., Om(T1,22,...,2,) =0, 1 <m < n.

Lagranzova funkcija u ovom slucaju ima sledeé¢i oblik

F(x17:1727"'7xn7)\17)‘25"'7)‘m) :f(x17x27"'7x7l)+
+/\1301(a:1,x2,...,xn) +---—|—)\m<pm(x1,x2,...,xn).

Zadatak 4.9. Naéi ekstreme funkcije z(z,y) = y? — 22 + 5 pod uslovom y + 2z — 15 = 0.
Resenje.
Lagranzova funkcija: F(z, y, \) = y?> — 22 + 5+ Ay + 2z — 15)

Stacionarne tacke:

a—F:72x+2)\:0 & =,

or

oF A

—=2y+2=0 & =—=,

dy v+ Y 2

oF A

— = 20 —15=0 ——+4+2X—-15=0 A =10.
B3\ Y+ 2z & 2+ &

Prema tome, stacionarna tacka je A(10,—5) za A = 10.
Diferenciranje uslova: Diferenciranjem uslova y+ 2z = 15 dobija se 2dz + dy = 0, odnosno dy = —2dzx.

Totalni diferencijal drugog reda:
Uvrstavanjem parcijalnih izvoda drugog reda
0’F 9 0*F 0*F

9x2 7 9zdy O Oy?
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u totalni diferencijal drugog reda dobijamo
d?’F(A) = —2d2® +2dy* = —2da* + 8da® = 6dx? > 0,

odakle sledi da funkcija z(z,y) ima uslovni minimum u tacki A i on iznosi 2z, = 2(10, —5) = —=70.

Zadatak 4.10. Proveriti da li funkcija u(z,y,2z) = 2y + yz u tacki A(1,1,1) ima uslovni ekstrem ako je
2242 =21iy+z2=2.

Resenje.
LagranZova funkcija: F(z, y,2, A\, o) =2y +yz + M (2?2 +y?> —2) + Xa(y + 2 — 2)

Stacionarne tacke:

OF OF oF
=y+2\z =0, =rx+2z4+2My+X=0, —=y+A=0,
Ox oy 0z
OF 9 9 oF
— = -2=0, — = —-2=0.
B r°+y W Y+ z
1
Date jednacine su zadovoljene za x =y = z = 1 ako je \; = —3 iAy =—1, pa A(1,1,1) jeste stacionarna
tacka.
Diferenciranje uslova: Diferenciranjem prvog uslova y+2z = 2 dobija se dy+dz = 0, odnosno dz = —dy.

Diferenciranjem drugog uslova x2? + y? = 2 dobija se 2z dx + 2y dy = 0, odnosno dx + dy = 0. Odavde je
dxr = —dy.

Totalni diferencijal drugog reda:

Drugi parcijalni izvodi u tacki A su

0*F O*F 0*F
Ox2 A " Oz0y ’ 0x0z 0
0’F O*F
Oy? 2M T Oyoz ’
PF
922 7

Uvrstavanjem parcijalnih izvoda drugog reda u totalni diferencijal drugog reda dobijamo
d’F(A) = —da® — dy? + 2dxdy + 2dydz = —(dx — dy)? + 2dydz
= —(=2dy)? — 2dy® = —4dy* — 2dy* = —6dy* < 0,

odakle sledi da funkcija u(z,y, z) ima uslovni maksimum u tacki A i on iznosi 2.

Zadatak 4.11. Naéi najveéu i najmanju vrednost funkcije z(x,y) = y? + 2% — 122 + 16y u oblasti
z? + y2 < 25.

Resenje.

Funkcija z(x,y) je neprekidna na zatvorenoj oblasti 22 + y? < 25, pa mora dostizati svoju najveéu i
najmanju vrednost.

e Unutar oblasti 22 + 32 < 25 trazimo obican ekstrem

92 op—12-0 = w=—6
or
P
oy +16=0 = y=-8
Ay

Dakle imamo da, 62 4 (—8)% = 100 > 25 i zakljuéujemo da tacka (6, —8) ne pripada oblasti.
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e Za 22 + 1% = 25 trazimo uslovni ekstrem.
Lagranzova funkcija: F(z, y, \) = 2% + y? — 122 + 16y + A\ (2? + y? — 25)
Stacionarne tacke:

Z—F:2x712+2)\x:0 = z—-6+X=0=\ = :v:L
x

1+ X
— =2y+16+2\y=0 = +8+Ay=0 = = - 8
Oy Y Y Yy Y Yy Tt N
ol 2 2
— =z +y —25=0.
X T Y 5=0

Dalje, dobijene izraze za x i y uvrstimo u poslednju jednakost i dobijamo da je

36 64 100

-25=0 —— =25 1+A)?=4
TEBERTESE RERTESNE = 1+
= 1+A=2V 1+A=-2

= )\1:1\/)\2:—3,

pa sledi da su stacionarne tacke A(3, —4) za Ay = 11 B(—3,4) za Ao = —3. Tako dobijene stacionarne
tacke uvrvstavamo u funkciju z(z,y) i dobijamo:

2(3,—-4)=25—-36—-64 =—-75 = minimum (najmanja vrednost),

2(—3,4) =254+36+64 =125 = maksimum (najveéa vrednost).

Zadatak 4.12. Neka su z,y i z stranice kvadra ¢ija povrSina iznosi 24. Odrediti za koje =,y i z ée
zapremina kvadra biti maksimalna.

Resenje.
Treba odrediti maksimalnu zapreminu kvadra ¢ija povrSina omotaca iznosi 24, tj. treba maksimizirati

funkciju V(z,y, z) = xyz pod uslovom 2zy + 2xz + 2yz = 24, odnosno zy + xz + yz — 12 = 0. Takode, s
obzirom da su z, y i z stranice kvadra, mora da vazi x >0,y >01i 2z > 0.

Lagranzova funkcija: F(z,y, 2, \) = zyz + A(zy + zz + yz — 12)

Stacionarne tacke:

OF

—=yz+Ay+Az=0 = yz+Ay+2)=0 = A=-— Yz ,
oz Y+ z
oF

— =zz+Xx+Arz=0 = zz+ANz+z2)=0 = I=- i ,
Ay r+z
oF

— =zy+dx+iy=0 = zy+Az+y)=0 = AI=-— it ,
0z z+y
F

g—)\:xy+mz+yz—12:0.

Izjednacavanjem desnih strana prve dve jednacine dobijamo

Yz Tz

y—i—ziix—i—z

= xYytyz=xy+rz = yYyz=xz = Yy==.

Analogno, izjednac¢avanjem desnih strana prve i trece jednacine dobija se x = z, pa ako u ¢etvrtu jednacinu
uvrstimo = = y = z, sledi

ry+rz4+yz=12 = 32°=12 = *=4 = z=2.
Prema tome, stacionarna tacka je A(2,2,2) za A = —1.

Diferenciranje uslova: Totalni diferencijal prvog reda uslova je (y + z)dxz + (x + 2)dy + (z + y)dz = 0,
tj. u tacki A imamo da je 4dx + 4dy + 4dz = 0, pa je de = —dy — d=.
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Totalni diferencijal drugog reda: Za parcijalne izvode drugog reda dobijamo

FF_ PP _ PP
9z2 " zdy 7V Bmer T
0%F O%F

—_— _— = )\
9y 0, Oy0z zt A

A%F
022 0,

0%F A%F 0%F

pa vazi

Ox0y (4) = 0x0z (4) = Oy0z (4) =1

Uvrstavanjem parcijalnih izvoda drugog reda u totalni diferencijal drugog reda dobijamo

d?F(A) = 2dzdy + 2dzdz + 2dydz
= 2(—dy — d2)dy + 2(—dy — dz)dz + 2dydz
= —2dy* — 2dydz — 2dydz — 2d2* + 2dydz
= —dy? — dz* — (dy* + 2dydz + dzz)2
= —dy? — dz* — (dy + dz)* <0,

pa u tacki A(2,2,2) funkcija dostize maksimum. Dakle, kvadar ¢ija je povrSina 24 ima maksimalnu
zapreminu ukoliko su njegove stranice x =y = z = 2 i ona iznosi V = 8.

4.4. Zadaci za samostalan rad
1. Naéi ekstremne vrednosti funkcije z = z* + y* — 2% — 22y — 3.

2. Nadi ekstremne vrednosti funkcije f(z,y,z) = e* +H@=y)’+(@-1)

3. Od svih pravouglih paralelopipeda zapremine V = 27 naéi onaj koji ima najmanju prostornu dija-
gonalu.

4. Pokazati da su tacke A(2,2,2)1 B(—2, —2, —2) tacke ekstrema funkcije f(z,y, z) = zyz pod uslovom
22+ y? + 22 =12,
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