8. TEHNIKE INTEGRIRANJA

Najjednostavniji integrali

Integriranje supstitucijom

Parcijalna integracija

Trigonometrijski integrali

Integriranje racionalnih funkcija

Integrali koji se svode na integrale racionalnih funkcija

o gk wbdE

U ovom poglavlju najprije sustavno i na jednom mjestu, okupljamo sve tehnike integriranja s kojima smo se
do sada upoznali. Zatim uvodimo dvije nove i ujedno najvaznije tehnike: integriranje supstitucijom i
parcijalnu integraciju. Na kraju rjeSavamo problem integriranja nekih posebnih klasa funkcija.

Mnogi integrali, koji su izra¢unati u ovom odjeljku, svrstani su u tablicu integrala na ovicima knjige i njima
¢emo se slobodno koristiti pri daljnjem integriranju.

8.1 NAJJEDNOSTAVNIJI INTEGRALI
Neodredeni integral realne funkcije f (X) je njegova antiderivacija F(x)+ C. Dakle,
jf(x)dx: F(X)+C, akoje F'(X)=f(x),

gdje je C konstanta (usp. 4.4). Odredeni se integral, prema osnovnom teoremu infinitezimalnog racuna,
nalazi izracunavanjem vrijednosti neodredenog integrala u granicama integracije i njihovim oduzimanjem
(usp. 4.3):

OSNOVNI TEOREM

b

T f(x)dx{ j f(x)dx}

a

Najjednostavnije neodredene integrale izracunali smo u prethodnim poglavljima:
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

INTEGRAL POTENCIJE
n+l
X +C, nz-1
n+1
J.x“dx =
lnM +C, n=-1
PRIMJER 1.
IzraCunajmo:

(a) j x’dx, (b) jx—3dx, (c) jxidx, (d) jxﬁdx, (e) fd—;

RjeSenje:
() jxsdx—x—6+c (b) J.x‘3dx—x—_2+C——L+C
6 B N
l 7
2+1
¢ x3dx— +C=3x+C,(d) [xdx=22—
© | (@ | 5tC

3

(e) J.d—;(zj.x‘ldx=ln|x|+c.

INTERGALI NEKIH TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Jsinxdx=—cosx+C, Icosxdx=sinX+C,
dx

I —=tgXx+C, ,[~2 =—ctgx+C.

cos” X sin” X

INTERGALI NEKIH ALGEBARSKIH FUNKCIJA

X dx 1. [1+X
=arctgX+C, =—In|——-+C,x=1,
J.1+x2 8 J.l—xz 2 1-x
I dx =arcsinX+C, —1<x<1,
V1-x
j dx =In|x++1+x*|+C=arshx+C
V1+x?
I (:X =In|x+VI1+x*|+C=archx+C.
X -1
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NAJJEDNOSTAVNIJI INTEGRALI

INTERGALI EKSPONENCIJALNIH FUNKCIJA

X

+C.

jede=eX+C, bedx=1?lb

SloZenije neodredene integrale raCunamo primjenjujuéi osnovna pravila integriranja (usp. 2.5).

OSNOVNA PRAVILA INTEGRIRANJA

1. j [f(x)+ g(x)Jdx = j f (X)dx £ j g(x)dx,

2. J'cf (X)dx = CJ. f(x)dx.

PRIMJER 2.

Izra¢unajmo:

3 4 3
5 7 3 X' =2x +%x-3
4 4 = o = =
(a) j[5x + Xde, (b) j[zx/m WJdX’ (©) j - dx.
Rjesenje:
Primjenom osnovnih pravila i formule za integral potencije nalazimo:

7

@ | x4 L dx=5j5xidx+7j%=5-ﬁ+71n|x|+c:=§xz+71n|x|+c.
X X 7 7

4

3 2

. 3 2
(b) j[z&+%j J'[2x2+3x3de 2. — Xz );3_4\/_+ 3\/_JFC.
3

E
2

4
© J —2X +X— 3dX=J(X3—2X2+1_ijdxzxj_§x3+x_3ln|x|+c'

X
PRIMJER 3.
IzraCunajmo:
5sin’ X+ 4
(a) JSSlnX 3cosx)dx (b) J. +cosx dx, (c) J-de.
sin” X

Rjesenje:

(a) J(Ssin X—3cosx)dX=5.[sin de—3jcos XdX=—-5cosX—3sinXx+C.
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

(b) j[ +cosX)dX 3J +jcosxdx=3tgx+sinx+C.
cos” X cos” X

5sin’® X+ 4
© [

c 2

dx= 5.[51nxdx+4j =—-5cosX—4ctgx+C.

sin” X sin® X
PRIMJER 4.
IzraCunajmo:
1 1 5dx
(a) [ ——de, (b) ,zalX < 1.
IHXZ 1-x2 I 1+x2 4
RjeSenje:
1 dx dx
a dx = - =arctgX—arcsin X+ C .
(@) J{Hx 1/1_)(2] J‘l+x2 j 1— 2 ¢
(b) I iJ. dx =§arshX+C.
7\/1+x 7 e 7
PRIMJER 5.
IzraC¢unajmo:

(a) jstx, (b) js“dx, () je“dx.

RjeSenje:

X

3+c (b) [3*ax=[(3 )dx=j9de=%+c,

(a) js dx =

(¢) Je3XdX=I(e3)X £—3X+C—1+C

Ine’ 3

PRIMJER 6.

Izra¢unajmo:

/2 V2/2 ax 1 dx 1
(a) jzfdx (b) jssmxdx () j . (d) jm,(e) jszx.

0o V1I-X 0
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NAJJEDNOSTAVNIJI INTEGRALI

Rjesenje:
Iz osnovnog teorema slijedi:

1

1 /x ! 4 3 4 4
a 20 Xdx=|2x2dx] =—x?| =——0=—
® '([ -[ 3 3 3
0 0
/2 /2 " .
(b) ‘[3sinxdx=q3sinxdxx0 =(—3cosx)|g =—3cosz+30050=0+3=3.
0
V2/2
V2/2
(c) J. dx = J. dx :arcsin)(lf/2 =arCSin£—arcsin0=£_0=£.
2 1= V1= 2 4 4

0

1 1

dx dx
@ J.1+x2 ZUHXJ

0

1 Vs V4
=arctgx| =arctgl —arctge0=—-0=—
=arcte |, =arotgl —arctg0="-~0="

1 1

1 X 1
(e) I2XdX=(j2xdx) _2 2.2 3 ~2.16.
b 4 1n2_l In2 In2 2In2
PRIMJER 7.
Izracunajmo:

V4 1
(a) j(3x2 +2sinx—e¥)dx, (b) j(seX+2&)dx.
0 0
RjeSenje:

(a) J.(3X2 +2sin x—e*)dx = (X’ —2cos X—e*)
0

’ =z’ -2cosz—e")—(0° —2cos0—e") =
0

=’ +2-e"+2+1=1"-€" +5.

1

1 4 4 4 5
(b) j(3ex +2ﬁ)dx=(3ex+§x3/2J =(3e1 +§j—(3e° +o)= Je+-3=3e-3.
0 0

PRIMJER 8.

Izra¢unajmo:
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

(a) (xInx)", (b) Jln xdx, (c) iln xdx.
2
Rjesenje:
Primjenom pravila za derivaciju produkta nalazimo:
(a) (XInx)'=X'Inx+ x(InX)'=Inx+ x% =Inx+1.
(b) Iz (a) slijedi:
I(lnx+1)dx =XInx+C, Iln XdX + J'dx =XInx+C, jln Xdx = XIn X— x+C.

(c) Iz (b) slijedi:

3
jlnxdx:(xlnx—x)E =(3In3-3)-(2In2-2)=In3’ —In2’ —1=In%—1.
2

INTEGRAL LOGARITAMSKE FUNKCIJE

Ilnxdx: XInx—x+C.

PRIMJER 9.
IzraCunajmo jlogb xdx .
RjeSenje:

Zbog log, X= Inx (usp. 6.1.) imamo:
Inb
.[logb xdx=Lj‘ln xdx=L(xlnx— X)+C
Inb Inb

PRIMJER 10.

Izra¢unajmo povrsinu podrucja koje se nad intervalom [0,71'/ 4] proteze izmedu y=sinX i y=cosX.
Rjesenje:

Povrsina podrucja na sl.1. odredena je integralom

/4
j(cos X —sin X)dX = (sin X+ cos X)|g/4 = (Sil’l%-ﬁ- cos%j —(sin0+cos0) = J2-1.
0

424



NAJJEDNOSTAVNIJI INTEGRALI

A
Y Y=C0S X
y=sin x
S § S z o
2 4 4 2
Slika 1.

8.2 INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM

Integriranje supstitucijom je inverzni, integralni oblik lan¢anog deriviranja. Naime, ako su F i g derivabilne
funkcije, onda nam lancano pravilo kaze (usp. 2.1) da je

(Fo9)'(¥) =F'(g(x)g'(x).

To znadi da je F(g(x)) neodredeni integral funkcije F'(g(x))g’'(x), tj.
.[F’(g(x))g’(x)dx: F(g(x)+C.

Ako uvedemo meduvrijednost U= g(X), onda to mozemo zapisati u obliku:

F’(u)ﬂdx =Fu+C.
dx

Ako jo§ i derivaciju F'(U) ozna¢imo sa f(U), $to znaci da je j f(u)du=F(u)+C, onda kona¢no

dolazimo do formule supstitucije

J f(u)j—idx=_[ f(u)du

Da bismo formulu primijenili, u zadanoj podintegralnoj funkciji trebamo uo¢iti izraz U= g(X), Cija se
derivacija takoder pojavljuje u podintegralnoj funkeciji.

INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM
Funkciju od X, koja sadrzi podfunkciju u=u(X) injezinu derivaciju o integriramo tako da je
X

napiSemo u obliku f (u) % , te potom primijenimo formulu supstitucije
X

If(u)%dx=f f(u)du.

Kada izra¢unamo j f(u)du, za u supstituiramo u(x).

| 425



TEHNIKE INTEGRIRANJA

PRIMJER 1.
Izracunajmo I2X x? —1dx.
RjeSenje:

Uog¢imo podfunkciju u=x>~1 (buduéi da se i njezina derivacija % =2X pojavljuje pod znakom
X

integrala) te zadani integral napiS§imo u obliku

jzx X —1dx=J.\/U%dx

Primjenom formule supstitucije nalazimo:
IZX x> —1dx= J}/ﬁ% dx= f\/adu= Iu‘/zdu =%u3/2 +C.
UvrsStavanjem U= x/ﬁ dolazimo do konacnog rezultata-
J.ZX X2 —ldx=%(x2 -2 +C.

PRIMJER 2.

Izra¢unajmo jsinz Xcos Xdx.
RjeSenje:

.. du o
Iz u=sinXi — =cosX, slijedi:

3 3
J'sinz Xcos Xdx= J'u2 U gy — Juzdu “Yie- X
dx 3 3
PRIMJER 3.
Izracunajmo Icosz Xsin Xdx.
Rjesenje:
Ako supstituiramo U = cos X dobit ¢emo % = —sin X, pa zato zadani integral napiS§imo u obliku
X

- J.cosz X(—sin X)dx . Tada je

COS3 X
X

+C.

2 . zdu 2 u3
—Jcos x(—smx)dx:—fu —dx:—Ju du=——+C=-
dx 3
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INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM

PRIMJER 4.

X

© dx.
1+e*

Izra¢unajmo J.
RjeSenje:

Izu=1+¢"i du =¢* slijedi
dx

+C.

J1+e Ildudx J ‘1n|“|+C=1n‘1+eX

PRIMJER 5.

X
Izracunajmo J.le—dx .
+

eZX
Rjesenje:

Supstitucija U= 1+¢™ sada nije pogodna, jer je % =2¢™ = ¢ Uotimo lidaje 1+e™=1+(c"),
X

, L < 1. du X 4 .
namece se supstitucija U=e" kojauz d_ =e¢” daje
X

e o e ¢ 1 du._ ¢ du o
_[1+e2x dx_-[1+(ex)2 dx_-[1+u2 &dx_-[1+u2 =arctgu+ C =arctge” +C .
PRIMJER 6.

Izra¢unajmo

3
® -[ X4X+ 1

Rjesenje:

dx, (b) j x* cos(x*)dx.

i o du . .
(a) Ako supstituiramo u=x'+1 dobit ¢emo ™ =4x’, pa zato zadani integral napigimo u obliku
X

1o 4x°
Z-[ x* +

1dx. Tada je

_J' =— lﬂdx:l ﬂ:lln|u|+C:lln‘x4—l‘+C.
x* +1 u dx 4 u 4 4

(b) Iz u=x i % =3%* slijedi:
X

2 3 1 2 3 1 du
X" cos(X )dX=—|3X"cos(X’)dX=—|cosu—dx =
[ % cos(x’) 3f <) 3j -
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

=ljcosudu ~Lginurc=Lsnpd)+cC.
3 3 3

PRIMJER 7.

Izra¢unajmo

(a) J'f(x+b)dx, (b) J'f(ax)dx, (©) J'f(ax+b)dx, ako je jf(x)dx:F(x).
Rjesenje:
(a) Iz u=x+b i du =1 slijedi
dx
jf(x+b)dx:jf(u)ﬂdx:jf(u)du:F(u)+C:F(x+b)+C.
dx

(b) Iz u=ax i du =a slijedi
dx

jf(ax)dx:lj f(ax)adx:ljf(u)ﬂdh lj f(U)du=LFU)+C=LF(a)+C.
a a dx a a a

(¢) Iz u=ax+b i du =a slijedi
dx
jf(ax+b)dx=ljf(ax+b)adx=ljf(u)d—”dx=ljf(u)du:lF(u)+C=lF(ax+b)+c.
a a dx a a a

Rezultate prethodnog primjera kao jednostavne i ¢este slu¢ajeve integriranja supstitucijom posebno isticemo.

o

Ako je J F(X)dx=F(X)+C onda je

(1) jf(x+b)dx: F(x+b)+C,

@ f (ax)dx =~ F(ax) + C,
a
ili sasvim opc¢enito

3) jf(ax+b)dx=l|:(ax+b)+c.
a

PRIMJER 8.

Izra¢unajmo
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INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM

(@) [eos8xdx, (b) [e*“dx. (c) j% (d) j;ﬁs, © [ dx

cos’(3x+1)
RjeSenje:
(a) jcosgxdx=1sin8x+c, (b) jex+5dx=ex+5+c, () j£=1n|x+2|+c,
8 X+2

( ) I dx :_1n|3x+5|+C (e) jngtg(3x+l)+c

Primjenom uokvirenih formula lako ¢emo izrac¢unati i opéenitije integrale nekih algebarskih funkcija, nego
$to su oni najjednostavniji iz 1, odjeljka:

PRIMJER 9.

Izracunajmo

® Jzte O 7l

dx dx dx
Ol Ol ol

RjeSenje:
(a) J. LJ‘Lz:%arctg§+C:larctg§+C,
a’+x’ 1+(x/a) a a a a
1+5
=i2jL2=%lln al c-Lyy a+X+c (@a>0),
a’’l1-(xaf a2 | _X 2a

X
a

X X
= —arcsm +C=arcsin—+C, (a>0),
a

dx
© J‘\/az I\/l (yay 2
x, X,
a \a’

x++va +x*

:mm§+C:m

dx 1 dx
d i
@ J.\/a2+x2 a“‘\/1+(x/a)2 a

+C, =

1
+C, :1n—‘x+ x> —a’
a

=lnlx+vx*-a’

+lnl+C1 =In
a

+C, (a>0)

X
=arch=+C=In[x+vx* -a°

dx 1 dx
© J‘\/xz—az_ajt\/(va)z—l a

INTEGRALI NEKIH ALGEBARSKIH FUNKCIJA

+C, (a>0).

a+ X
a—X

J. dx ==larctg§+C, J dx Lln

= +C
a’+x} a a?-x*> 2a ’




TEHNIKE INTEGRIRANJA

dx . X dx
I—zarcsm—JrC, J.—zln
a’—x* a x* +a’

X+ x> +a’

+C.

U svim integralima a> 0.

PRIMJER 10.
Izra¢unajmo
dx dx
(@ |—7=—=, (b
J V3-— X2 J. g + X2

RjeSenje:

dx X dx 4 4 2 2X
(a) |—====arcsin—=+C, (b) = |—arctg,[—x+C=—arctg—+C.
J o i gt G0 [37 =y Fate3xe €= e g

3
4
PRIMJER 11.
Izra¢unajmo J.L
Ve -1
RjeSenje:
j d =lj dx =llnx+1/x2—l +C=
Jax -1 2 \/Xz_l 2 4
4

=%ln%‘2x+\/4xz —1‘ +C =%ln

2x+\/4x2—1‘+C,

gdieje C :—%ln2+6.

Integral koji sadrzi kvadratni izraz ax*+bx+C moZe se izlu¢ivanjem konstante a svesti na integral koji
sadrzi X*+px+q (p=b/a, q=c/a). Iz tog se kvadratnog izraza, odgovarajuéom supstitucijom moze
eliminirati linearni ¢lan:

2 2 X+£=y
x2+px+q:(x+3pj +(q—p—j: 2 =y>+k>.

SVODENJE NA PUNI KVADRAT




INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM

g i
kzz‘q—p—2

ik Sto olakSava izracunavanje integrala.

Ako integral sadrzi izraz X*+px+(, onda se taj izraz moZe napisati u obliku y*+k*, uz y=x+

PRIMJER 12.
Izracunajmo
dx
(a) b) | F—=.
I +X+1 j\/10+4x—x2
RjeSenje:

4

2

1
dx dx y=X+— dy
IX2+X+1 J. X+12+ 1_l {dy_dx} J. ) \/52
2 yo+

arctg arctg—— 2x+1 +C.
f f I V3
(b) Svedimo najprije 10+4x — x> na puni kvadrat:

—(X* —4x-10) = —[(x—z)2 —10—4} =—(x-2)*+14.
Dakle,

I dx =I dx ={y=x—2}zji:
\/10+4x—x2 \/14_()(_2)2 dy = dx \/W

y

arcsin——

M+C=arcsin%42+C.

Cesto nije lako odrediti pravu supstituciju, ¢ija ¢e se derivacija takoder pojaviti u zadanom integralu

I h(x)dx. Tada trebamo pokusati s nekom supstitucijom U=g(X), koja nam se ¢ini pogodnom. Iz
du

o =Qg'(x) formalno slijedi da je dx= (/l_u) , pauvrStavanjem u J.h(x)dx dobijamo
X X

[noax= j (X)

Ako @ uspijemo izraziti pomocu U
g'(x)

(( )) = f(u), supstitucija je uspjesna i dalje raunamo j f(udu.
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

Zainteresiranom Citatelju pokazujemo da je nas§ formalni racun s diferencijalima korektan. Naime, iz

h(x)/g'(x) slijedi h(x)=f(u)g'(x)=f (g(X))g'(x), pa formula (J.h(x)dx = J %du ) zapravo nije drugo
do korektna formula supstitucije j f(9(X)g'(X)dx = j f(u)du.)

INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM
(RACUNANJE S DIFERENCIJALIMA)

Integral J.h(x)dx rjeSavamo supstitucijom na slijedeci nacin:

(1) Odaberemo novu varijablu U= g(x).

(2) Deriviramo U (le_u = g'(X)J , rijesimo po dx {dx = %} i uvrstimo u zadani integral:
X g'(x

_ [h®)
J'h(x)dx_jg,(x) du.

pokuSamo izraziti pomocu U, [ h9 = f(u)}, 1 potom

g'(x)

(3) Novu podintegralnu funkciju %
g(X

1zradunamo f f (I I)ﬂl 1

h(x)
g'(x)

(4) Dobiveni rezultat izrazimo pomocu X, uvrstavajuéi U= g(Xx).

(Ako ne uspijemo izraziti pomocu U, pokusamo s nekom drugom supstitucijom.)

PRIMJER 13.

X +3

Izra¢unajmo Im

Rjesenje:
(1) Pokusajmo supstitucijom u=x"'+12x, jer ¢e tada nazivnik postati monom.

2) Iz % =4x’+12 slijedi dX=%, pa uvrStavanjem u integral dobivamo
X X+

I X’ +3 d_J-x3+3 du

(x* +12x)* u? 4x’+12°

(3) Iz dobivenog integrala lako eliminiramo X tj. integral izrazavamo samo pomocu U:
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INTEGRIRANJE SUPSTITUCIJOM

J-X3+3 du _J‘du —lju_zdu=lu—_l+C=—L+C'

w4 +3) A’ 4 -1 4u

(4) Uvrstavanjem u=Xx"'+12x dolazimo do konaénog rezultata:

3

X +3 1

f 2 2dx:— 2 +C.
(X" +12X) X +12x

PRIMJER 14.

Izra¢unajmo

@ [-—L_ax, ) ji—/;dx

VX +2x+2
RjeSenje:

. Dakle,

(@) Iz u=x*+2x+2 slijedi du =2x+2, paje dx=
dx 2X+2

X+1 X+1 du du
N rrretd et Ex b U CRERER

(b) Iz u= 1 slijedi %z—%, paje dx=—x’du. Dakle,
X X X

1/x u
© e—z(—xzdu): _[ “du= —e"+C=—-¢'*+C
X

PRIMJER 15.

Izra¢unajmo

(@) j—"ln:”dx, (b) [252 gy

1+sing
Rjesenje:

(a) Iz u=Inx+2 slijedi %zl,paje dx=xdu. Dakle,
X X

j—m))fzdhj%xdu:j\/ﬁdu: %u” +C=§(lnx+2)3/2 iC.

. Dakle,

(b) Iz u=1+sing slijedi ﬂ=cosrp,paje do = du
do cCos@
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

J- cosQ d(p:J-cosgo du __1

I+sing -

y COS(/) u H+C ln‘1+s1n(p‘+C

PRIMJER 16.

Izra¢unajmo

(@) jsin(tlnt) .

Rjesenje:
. . du 1 .
(a) Iz u=Intslijedi E=?,pa]e dt =tdu. Dakle,

J~ sin(Int) gt = J- sinu

" —tdu= jsm udu= —cosu+C=—cos(Int)+C.

(b) Tz u=1+¢¥ slijedi 9% =26, paje dy= o Dakle,
dy 2e”
2y 2y
Jomyy=[" = @=lln|u|+C=1ln\1+e2y\+c.
1+e” u2e” 29u 2 2
PRIMJER 17.
IzraCunajmo

33+1
@ [-% o [F

RjeSenje:

(a) PokuSamo li sa supstitucijom u=x" vidjet ¢emo da ona nije uspjesna (pokusajte). No uoc¢imo li

daje InX*=xInX, vidimo da je na$ integral zapravo X . Iz u=Inxtada slijedi du = 1 , pa
XInx dx X

je dx=xdu i

x(li_r)l(x: %_ L U +C=mnfinx+C.

(b) Iz u=3+l slijedi ﬂz—i,paje dx = — x*du. Dakle,
d 2
X X X

X

313+1 4/3
IH—szX: I;@(—deu) = —[3fudu= - [u"du = —%u““ +C= —%(3+1J +C.
X
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PRIMJER 18.

Izra¢unajmo

(a) jcos3(pd(p, (b) j 4-x2dx.
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Rjesenje:
(a) Integral mozemo napisati u obliku
Icos3¢d¢ = Jcoszwcos pde = J.(l -sin’p)cospdp .
Uz supstituciju U=sin¢p, iz koje slijedi 2—: =cos¢ tj. du=cos@dp, imamo dalje:

3 .3
J(-sin’p)cospdp = [ -u")du=u—"-+C=sing - L 4.C.

(b) Uz supstituciju Xx=2sinu (tj. U= arcsing), iz koje slijedi % =2cos U, tj. dx=2cosudu,
u

1mamo:
j 4—X2dX:J.\/4—4sin2 u2cosudu= 4J.w/1—sin2 uoosudu=4j‘cos2 udu =
1+sin2 1 . .
:4_[%nudu:2j(l+cos2u)du: 2u+2-§s1n2u+C:2u+2s1nueosu+C.

. .. X e - .o X . 1
Iz Xx=2sinu, tj. sinu = > slijedi U= arcsma 1 cosu= 5,/4— x* (v.sl1.).

4—x
Slika 1.

Dakle,

j 4—X2dX:23rcsin§+%Xﬁ4—X2 +C.

Ako racunamo odredeni integral neke funkcije onda, prema osnovnom teoremu, najprije izracunamo njezin
neodredeni integral, a zatim u njega uvrstimo granice integracije te dobijene vrijednosti oduzmemo. Evo
jednog primjera, u kojem neodredeni integral nalazimo supstitucijom.

PRIMJER 19.

4
Izra¢unajmo I
1

dx.

1+ x*
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Rjesenje:

Najprije ra¢unamo neodredeni integral. Iz u= X" slijedi du=2xdx, pa je

1+(3) 2

1 2xd 1p d
I 14?2(4 'E‘J Xax J u

= 0 =%arctgu+C=%arctgx2+C.
+Uu

Prema osnovnom teoremu, sada je

X 1 4
J. T dx= —arctgXx’
1 1+ X 2 1

= %(arctg16 —arctgl) = 0.361.

. . . | . . 1 ,
Uocimo da se granice moraju uvrstiti u Earctg x* (jerje x=1 1 x=4), aneu Earctgu . Moguce

L . 1 . . . .
je 1 uvrstavanje u Earctgu , aliargumenata u=x=1>=1 i u=x*=4?=16. Tada bi (nesto krace)
racun izgledao ovako:

¢ox 1¢ 2xdx 17 du 1 16
j 4dX=—I o) =—I =—arctgu‘
1+ X 291+ (x7)° 2 !

= %(arctgl6 —arctgl) ~0.361.

1+u’ 2

SUPSTITUCIJA U ODREDENI INTEGRAL

Ako integral J.h(x)dx supstitucijom U=g(X) prelaziu J f (u)du, onda je

b g(b)
[hogdx=[ f(u)du.
a g(a)

PRIMJER 20.

7/8
Izracunajmo J. cos4xdx.
0

Rjesenje:
Iz u=4x slijedi du=4dx paje

/8 1 /8 1 /2 1 1 ju 1
Icos4xdx=— Jcos4x(4dx) =— J.cosudu=—sinu|”/2 =—|sin—-sin0 |=—.
4 49 4 0 2 2 2

0 0

PRIMJER 21.

1 X

Izra¢unajmo I
o lte

dx.

X
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Rjesenje:
Iz u=1+¢* slijedi du=e*dx, paje

1 X 1+e
[ ax _ ﬂ:1n|u||”e —in(l4+¢)=In2 =TS
1+e* u 2 2

2

0

PRIMJER 22.

1
Izracunajmo Itv t? +1dt.
0

Rjesenje:

Iz u=t*+1 slijedi du=2tdt, paje
(o[ 1t 3 1 3212 _ 1 a3 3 V81
J.t\/t +1dt=5.[\/t +12tdt=5jJUdu= / =§(2/ —N):T.
0 0 1

2
-=u
3 1

1
2
PRIMJER 23.

1 X
Izracunajmo I
0

dx.

1+e*

Rjesenje:
Iz u=¢" slijedi du=¢’dx, paje
1

X 1 X
© dX:.[ e"dx =I du = arctgul|’ = arctge —arctgl
-([1+e2" o1+ J1+u? &5 g &

Ve¢ smo upozorili da ¢esto nije lako naci uspje$nu supstituciju, koja zadani integral svodi na integral koji
znamo izraCunati. Opéenito, integriranje je postupak pokusaja i pogreske, pa se katkada desi da pravu
supstituciju nademo tek nakon vise pokusaja. Dapace, integrali mnogih elementarnih funkcija (koje su
slozene od polinoma, trigonometrijskih i eksponencijalnih funkcija, i njihovih inverza) nisu elementarne
funkcije.

Na primjer,

J' dx ; J~ dx
Ja=x)1-2x) V2 —sin? x

nisu elementarne funkcije. Zbog svega toga svladavanje tehnika integriranja mnogo je dugotrajniji i tezi
posao od svladavanja tehnika deriviranja i zahtijeva puno vise vjezbe.
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8.3 PARCIJALNA INTEGRACIJA

Parcijalna integracija je inverzni, integralni oblik derivacije umnoska. Naime, ako su f (X) i g(x) derivabilne
funkcije, onda pravilo za derivaciju umnoska (usp. 1.3) ustvrduje da je

[f )9l = ()9()+f (X)g’(x)
To znaci da je f (X)g(X) neodredeni integral od f'(X)g(X)+f(X)g'(X) tj.

[[F(0900+ F(0g'(0Jdx= f ()99 +C.
Odavde slijedi formula parcijalne integracije:
J £00900dx= £ (909~ [ (0 g(x)dx
(neodredeni integral na desnoj strani ima svoju konstantu C, pa je zato ne treba ponavljati).

Ako uvedemo pokrate u=f(x) i v=g(x), ondaje du=f'(X)dx i dv=g’'(x)dx, pa formulu parcijalne
integracije mozemo zapisati u diferencijalnom obliku koji se lako pamti i ima jednostavnu geometrijsku
interpretaciju (usp. sl.1; u=f(X) i v=0(X) parametarski zadaju krivulju koja povrsinu pravokutnika uv
dijeli na dva dijela):

judv:uv—Jvdu

A u=f (X)
v=g(X)

g

v

Slika 1.

PARCIJALNA INTEGRACIJA
Integral J. f (X)g'(x)dx racunamo tako da ga prikazemo u obliku:

u=f(9  du=f9dx
f(xg'(x)dx= | ud
J (¥)g'(x)dx ju Nav = g'(x)dx VZIQ'(X)dX: 9(x)

pa zatim primijenimo formulu parcijalne integracije:

judv= uv— Jvdu = f(X)g(X)— .[ g(x) f'(x)dx.
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PRIMJER 1.

Izracunajmo I Xcos XdX .

RjeSenje:
u=x du=dx
IXCOS Xdx = judv= o=
dv=cosxdXx v= jcos XdX = sin X
= uv—.[vdu = Xsin x—J.sin XdX = Xsin X—cos X+ C.
PRIMJER 2.

Izra¢unajmo f x> cos xdX.
RjeSenje:
Prvom parcijalnom integracijom nalazimo:

u=x> du = 2xdx
sz cosxdx:fudv: -
dv=cosxdx v= _[cos XdX = sin X

=uv— J'vdu =x*sinX— 2_[ Xsin Xdx.

Jo§ jednom parcijalnom integracijom nalazimo:

jXSin XdXx = _[udv: _ . =
dv=sinxdx v= J.sm XdX = —cos X

= uv—Ivdu =—Xcos X+Icos XdX = —Xcos X+ sin X+ C.
Dakle,

sz cos Xdx = x* sin X+ 2Xcos X—2sin X+ C .

PRIMJER 3.

Izra¢unajmo
(a) j Inxdx, (b) j xe*dx .

Rjesenje:
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u=Inx du:g

(a) Ilnxdx:fudv: X =uv—jvdu:xlnx—jdx:xlnx—x+C.
dv =dx v=jdx=x

u=x du=dx
b xe*dx = |udv = =uw—|vdu=xe*—|e*dx=xe*—e* +C.
®) '[ '[ dv=e*dx V=IeXdX=ex I -[

PRIMJER 4.

Izracunajmo
(a) j(x+1)cosxdx, ®) [(x+2)e¥dx.
Rjesenje:

u=x+1 du=dx

a X+1)cos xdx = | udv = =
(@) .[( ) -[ dv = cos xdx V:JcostX:SinX

:uv—fvdu :(x+1)sinx—jsin Xdx = (X+1)sin X+ cos X+ C.

u=x+2 du=dx

b X+ 2)e**dx = |udv = =
®) J.( Je -[ dv=e>*dx v=je3xdx=%e3x

1 3x 1 3x
=uv—|vdu=—(X+2)e” ——|e’"dx=
Judu= (2 -2 ]
=l(x+2)e3x—l-le3X+C=le3x(x+§j+C.
3 33 3 3

PRIMJER 5.

Izracunajmo

(a) j X’ Inxdx, (b) j x’e**dx .

Rjesenje:
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u=Inx du=%

(a) J‘lenxdx=.fudv= X (=
dv = x*dx v=jx2dx=?

3 3 3 3
=uv—jvdu=X?1nx—%jx2dx=x?lnx—x?+c:X?(lnx+%)+c.

u=x> du = 2xdx e 9
b) | x*e**dx=|udv= =uv—|vdu= —Z | xe**dx =
®) -[ -[ dv = e**dx V=J.e3XdX=%e3x J 3-[
= ds=dx
xZe¥* 2 S=X x2e¥* 2
— _ 2t = =—————(st—|sdt) =
3 3I dt = e**dx t=J.e3xdx=%e3x 3 3( J )

3 3

2 _3x 3x 3x
_Xe 2 xe —lje“dx =S _(9x? —6x-2)+C.
3 3 27

PRIMJER 6.

Izra¢unajmo, primjenjujudi supstituciju i parcijalnu integraciju:

(a) I2X3cos(xz)dx, (b) J.%cosidx.

Rjesenje:
u=x> du = 2xdx
(@) [2x cos(x*)dx = [udv = =
dv=2xcos(x*)dx V= JzXCOS(XZ )dx = sin(x*)

(Naime, primjenom supstitucije y = x>, nalazimo:

2

V= IZXCOS(XZ )dx = { Y

:J.cos ydy=siny=sinx2.)
dy = 2xdx

2

- uv—jvdu = x? sin(xz)—Isin(xz) (2xdx) ={ y=x }:
dy = 2xdx

= x* sin(x*) — J.sin ydy = x*sin(x*) + cos y + C = X” sin(x*) + cos(x* ) + C.

1 dx
1 1 U=— du=-—
(b) I—Scos—dx:judv: . X1 X _
X X dV=—zcos—dX V=|—rcos—dx=—sin—
X

(Naime, primjenom supstitucije y =— nalazimo:
X
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1

y=—

V= chosldX= Xd =—Icosydy=—siny=—sinl.)
X X dy:——x X
2
X
y=1/x
:uv—J.Vdu=—lsinl—JizsinldX= =
X X ox X dy = —dx/x’

= —lsinl+ J.sin ydy = —lsinl— cosy+C= —lsinl— cosl+ C.
X X X X X X X
PRIMJER 7.
Dvostrukom primjenom parcijalne integracije izracunajmo jex sin xdXx .
Rjesenje:
Ie" sin xdx = fudv = {

{s=cosx ds = —sin xdx

u=sinX du= cosXxdXx

X

=¢e*sin X—IexcostX= e*sin X—J.Sdt =
dv =e*dx Vv=e

:exsinX—St+J.Sdt :exsinx—excosx—jexsinxdx.
dt = e*dx t=e”

Dakle,
Iex sin Xdx = e*(sin X — cos X) — Iex sin xdx,
odakle slijedi
2J.ex sin Xdx= e*(sin X—cos X) + C , _[ex sin Xxdx= %ex(sinx—cos X)+C.
PRIMJER 8.
Izra¢unajmo

(a) I arcsin Xdx, (b) J.Xarctg xdx.

RjeSenje:

. dx
U=arcsinX du=—— ) Xdx
1— %2 :uv—Ivdu=Xarcsz—J.

dv = dx V=X VI-x?

(a) I arcsin XxdX = J'udv =

y=1-x
={ }:Xarcsinx+—'|.\/_—Xalrcsmx+l 2./y +C = xarcsin X ++/1—- x> +C.

dy = —2xdx
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dx
U=arctgX du=

(b) .fxarctgxdx=.[udv: 1—x22 :uv—Jvdu=
dv = xdx V=dex=x—

2 2 2 2
X X (1+x*)-1 X 1 1
=—arctg X—— dX——arct X— —dX=—arct X—— 1— dX
) M I1+x ) M 2I 14X ) M 2( x2+1j

—X—zarct X—lx+larct x+C—l(x2+1)arct x—lx+c
p MEEATH LA 2 gATH X

PRIMJER 9.

Izracunajmo L /l —1dx.
X

Rjesenje:

. Dakle,

Uz supstituciju y= ‘/l—l slijedi dyz(‘/l—lj dx i yzzl—l, . X= ! 5
X X X I+y

X, |——=1- —— ——1- ——l—-arctgy+C=x,|——1—arctg,[——1+C.

- j Ly A L [

UoCimodasu y=,|— —1 1 X= TRV (iz prethodnog primjera) medusobno inverzne funkcije. Parcijalna
X +Yy

integracija, kombinirana sa supstitucijom, omogucila nam je da nepoznati integral funkcije y=,——1
X

svedemo na poznati integral njoj inverzne funkcije X= - - To vrijedi sasvim opcenito. Ako su

y=f(x) i x=f ~'(y) medusobno inverzne funkcije onda je

If(x)dx:J.udv={

u=f(x) du=f'(x)dx
= uv—jvdu =
dv =dx V=X

y="100, x=f7(y)
}=xr<x)—jf‘(y)dy.

xf (X) —jxr "(X)dx =
dy = f'(x)dx

INTEGRAL INVERZNE FUNKCIJE
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Integral funkcije y=f(X) moZemo izraunati pomoéu integrala njoj inverzne funkcije x="F ~'(y),
koriste¢i se formulom:

[ 00dx=xf 00— 7 (y)dy.
(U rezultat integracije na desnoj strani treba uvrstiti y=f (X).)
Formulu za integral inverzne funkcije moZzemo zapisati i u jednostavnijem obliku:
J'ydx= xy—jxdy.

(Formula se lako pamti jer je identicna formuli za parcijalnu integraciju, ali sada y i X nisu funkcije trece
varijable nego su funkcija jedna druge, y=f(x) i x=f ~'(y).)

PRIMJER 10.

Koriste¢i se formulom za integral inverzne funkcije izracunajmo
(a) Iln xdx, (b) Iarccos xdx.
RjeSenje:

y=Inx
(a) J'lnxdx:J'ydx: =Xy—J.Xdy=XlnX—IeydylenX—ey+C= XInx—x+C.
x=¢e’

y = arccos X

(b) J.arccos xdx = I ydx = { } =Xy-— I xdy = Xarccos X — J.cos ydy =

X=cosYy

= Xarccos X—sin Y + C = Xarccos X—v1- x> +C.

Daje siny=+/1—x>, lako uo¢avamo nasl.2.1z X=cosy slijedi V1—x* =siny.

X
Slika 2.

PRIMJER 11.

Izra¢unajmo

() j(&—2)‘”dx, (b) [VVx+1ax.
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Rjesenje:
v . 13 ] o 3
(a) Rijesimoli y= (\/; - 2) po X, naéi ¢emo funkciju inverznu funkciji y= (& - 2) . Dakle,
1/3
y=(&_2)/ ’ y3=\/;_2, \/_=y3—2, X=(y3+2)2=y6+4y3+4.

Primjenom formule za integral inverzne funkcije nalazimo:

/3
f(x/;Z)mdede{ y=tx-2f }—XYdey—x(x/?ﬁ/3 ~[(y* +4y* +)dy =

x=Yy' +4y’ +4
= x(\/}—z)’/s _y77+ y'+4y+C= x(\/;—z)l/3 —%(&—2)7/3 +(\/§—2)4/3 +4(&—2)+ C.
() Iz JVx+1 slijedi

=X +1, Ix =y-1, x=(*—1), x=y'—2y*+1.
Dakle,

J.x/;+1dx=‘|.ydx_{ xl } dey x\/ X+1 I(y —2y* +)dy =

x=y' -2y +

= Xy/x +1 —%yS +§y3 —y+C=xx+1 —%(\/;H)S/z +§(\/§+1)3/2 +4/x+1+C.

Odredene integrale, i uz parcijalnu integraciju, racunamo tako da primijenimo osnovni teorem:

Tudv: [uv— Ivdut = uv|2 - ]).vdu
a a

PRIMJER 12.

Izra¢unajmo I

| e

Rjesenje:

s

us= x2 du= 2xdx

dx Iudv_ dy=_ 8 J- 2)(de 2J~ \sz -

— 2 2
I*/x +12de_{y_x H}:ﬁ—fﬁdy:ﬁ—%y”‘f:
1

dy = 2xdx

—uv| Jvdu X2 x2

2——\/§+—=\/_——\/_ 2 ———\/5 = \/_
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PRIMJER 13.

Izra¢unajmo
In2

(a) j sin(ln X)dx, (b) jexln(ex +1)dx.
1 0
Rjesenje:
(a) Iz supstitucije y=1Inx slijedi x=¢'1 dx=¢'dy. Dakle,

J.sin(ln X)dx = Iey sin ydy = (usp. 7. primjer) =
1

0

:%ey(sin Yy —cos y)|g :%e(sinﬁ—cos;z)—%(sinO—cosO) :e_+l
(b) Iz supstitucije y=¢*+1 slijedi dy=¢"dx, paje
In2 3
jex In(e* +1)dx = jln ydy = (usp.3.(a) primjer) = (ylny - y), =3In3-2In2-1.
0 2
PRIMJER 14.
Izra¢unajmo

3 e
(a) jlnx3dx, (b) jlnzxdx.
1 1

RjeSenje:
3 3
(a) j In x*dx = j 31n xdx = (usp.10. (a) primjer) = 3(xInx— X)| =3(31n3-2).
1 1
dx
u=In’x du=2lnx— e ¢
n B =uv|l—J‘vdu=x1n2><‘l—j21nxdx=
1 1

(b) J‘ln2 xdx=.[udv=
1 1 dv=dx V=X

= (usp.10. (a) primjer) = e — 2(XIn X — X)|1e =e—-2(e—e+l)=e—-2.

PRIMJER 15.

Izra¢unajmo povrsinu ispod treceg luka od y=XsinX (v. sl.3.).
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7
g \ y=xsinx

\4

Slika 3.
Rjesenje:
Povrsina je odredena integralom

kY4 kY4
J' Xsin XdX = J'udv =
27 27

kY4
3 . 3
=—Xcos XIZZ + Icos XdX =37 + 27 +sin Xlzz =5r.
2z

= du=d 3
u=x u X}=U\/|Z—J.Vdu=
2z

dv=sinXdX V=-cosX

PRIMJER 16.

Dokazimo rekurzivnu formulu

j x"eXdx = x"e* — nj X" eXdx,

pa pomocu nje izraunajmo Ixz e*dx.
0

RjeSenje:

J'x”exdx = Iudv = {

n

u=Xx du = nx"dx

X

= uv—fvdu =x"e* — nj x"eXdx.
dv =e*dx v=e

2
I x2eXdx = x|’

2jx<exdx 4e? — [Xe )=2(e2—1).

2
jexde— 2(262 —exi
0
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PRIMJER 17.
Dokazimo rekurzivnu formulu

Te’ttxdt = XTe’ttx’ldt ,
0 0

pa pomocu nje izratunajmo Ie’ttxdt zaX=0,1,213.
0

Rjesenje:

o]

J.e‘ttxdtzTudv={ u=t
0

=uv- J.vdu =
0 dv=e'dt v=e

0

X du:xtx—l} ©

=—e't*

“ix I et dt = xj et dt.
0
0 0
Za x= 0 imamo:
J'e‘tdt =—e =1.
‘ 0
Za x =1, prema rekurzivnoj formuli, imamo:
[e'tlat=1-[etdt=1.
0 0
Za x =2, prema rekurzivnoj formuli, imamo:
[ettdt=2.[e't'dt=2-1=2.
0 0
Za x =3, prema rekurzivnoj formuli, imamo:
[e'tdt=3.Je'dt=3-2.1=31.
0 0
Integral iz prethodnog primjera je funkcija od X koja se zove "gama funkcija" i oznacava se sa I'(X).

I(X) = j elt¥dt .
0
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Iz T(1) =1 i iz rekurzivne formule dokazane u prethodnom primjeru slijedi da je I'(n) = n!, za NEN. Dakle,
gama funkcija prosiruje faktorijele s prirodnih na realne (¢ak i kompleksne) brojeve.

GAMA FUNKCIJA T(x)
I(x) = j e lt*dt
0

ZaneN, I'(n)=n!

Napomena: Cesto se ono §to smo mi definirali kao I'(X) definira kao I'(x+1). Tada je I'(n+1) = n!.

PRIMJER 18.

o0
. . dx
Izracunajmo J —-
0
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RjeSenje:
2 X= eft 0 ot 2 ©f o g¢n -nt
d—)x(= =—j(e_t) e_tdtz‘[ete e‘tdtz_[{zt © }e_tdt:
0 X |dx=—eTdt] I, 0 o
) e n=m-1 o 2 m=s
-yl [tre vdt = -y ! [t ™™ dt = =
o Mg m=n+1] = (M-D!{ mdt = ds
ol - S mD(m=1) 1 1
s™ds= m —m =l
; m-— 1)' {e 2™ ) ;m 34
PRIMJER 19.

1 n
" . X'dx n X L . . .
Dokazimo rekurzivnu formulu J. \/ = _[ \/ —, pa koristeci se razvojem funkcije arcsin X u
1-x 1-Xx

red potencija:

. 1x 1-3%x 135x 13.57%
arcsmX=X+——+ —+ 4+ -
23 245 2467 24689

(usp. 7.4 primjer 10) izraCunajmo

1
J‘aI'CSIIleX‘
o V1=x2
RjesSenje:
. u=x""" du=(n-Dnx"’? o
jarcsm dx=1,,_ xdx o Ta = XTI=X +I(n—1)x”‘2v1—x2dx:
RUES'S ‘F T "o
- X
| X2 1 n
dx X'dx
(n=1)| x> —=dx=(n-1) (=D ——
! \/1 J«/ lel—x2

Dakle,

1 n 2dX

¢ x"dx .
n'([\/l—x (n— 1).[\/

§to smo 1 trebali dokazati. Odavde, te iz razvoja funkcije arcsin X u red potencija, slijedi:

1 .
J‘ arcsin X

[

xdx lljx3 1-3 1
2 39
112 7 13 1[3 2 ], 1:3:5 1[4 3 2
=[1]+ ————— I+— === INt—= === I[+...=
233 ] 245(43 ] 2467543

2
J1-x2 245¢ % 2467

© 1= x2

x>dx 135 1 ¢ x'dx
j ¥
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S druge strane,

 arcsin X y=aresinx)  q :
1-x° y= 2 8
Dakle,
72-_2 - 1 + i + i + i L L
8 3257 72 9% 117

Primijetimo nadalje da je

ii—(l.}.L.}_L_}_ j+(i+i+i+ )—”_2+lii
~n? 32052 ) \2F 4 6 ) 8 4&n?
odakle slijedi da je

1 7 51 470 7
2w 8 AW as 6

Alw

. s e | ) . .
Usporedite opéenitiji izradun sume Z—p , za svaki parni p, u 7.7 primjer 4.
n-1 N

PRIMJER 20.

Dokazimo rekurzivnu formulu

cos™! xsin X N n-1

J‘cosn xdx =
n n

J‘cosn’2 xdx,
pa pomocu nje izratunajmo Icos“ xdX 1 J cos® xdX.

RjeSenje:

u=cos""'x du=—(n-1)cos"* xsin xdx

Jcosn xdx=judv= =uv—jvdu=

dv = cos xdx V= jcos xdx = sin X
= cos™! xsin X+ (n— 1)_[ cos"? xsin? xdx = cos™" xsin X+ (n— 1)I cos™? x(1—cos? X)dx =
=cos™! xsin X+ (n— I)J. cos" % xdx+ (n— l)j cos" Xdx.

Dakle,

_[cos“ xdx = cos™! xsin X+ (N— l)j cos™? xdx+(n— I)J. cos" xdx,

odakle slijedi

cos" xsinx n-1
J’_

njcosn xdx= cos"™" Xsin X+ (n—l)jcos”_2 Xdx , Icos” Xdx=
n n

J.cosn_2 xdx .
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Primjenjujuci posljednju formulu nalazimo:

3 . 3 . .
jcos“ wdX = cos Xsz+§ cos? xdx = cos Xsmx+i cosXsmerljdX _
4 4 4 4 2 2

cos’ XsinX 3cosxsinX X

+C.
4 8 2
2 : 2 .
_[cos3 xdx = 208 282 )3(smx+§ cos xdx = 2% 2SI 2 ;(Smx+§sinx+c.

Sliéno moZemo naéi rekurzivne formule za J.sin" xdx i jcosm xsin" xdx:

INTEGRALI TRIGONOMETRIJSKIH POTENCIJA

cos" ! xsinx n-1
+
n n

j cos"” xdx = I cos"? xdx

sin™ xcosx n-1
+

jsin“ xdx = —
n n

jsin "2 xdx

cos™! xsin™! x N m-1

Icosm xsin" xdx = J‘cosm_2 xsin" xdx =

m+n m+n
m+1 ... n-1
cos T Xsinh X n-1 . e
=— + _[cosm xsin™2 xdx.
m+n m+n

PRIMJER 21.

Dokazimo rekurzivne formule

. X" nNe
IX” sin axdx= ——cos ax + —j X" cos axdx
a a

n

X . n 1 .
JX" cos?;leXz—smax——J.Xn "'sin axdx
a a

T
pa pomocu njih izraCunajmo J x* sin xdx.
0

Rjesenje:

n

u=x du = nx"'dx

Ix” sin axdx= Iudv= = uv—_[vdu

) 1
dv=sinaxdx V=-—cosax
a

1 n _
=——X" cosax+—J‘Xn ! cos axdx.
a a
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u=x" du = nx""'dx
J'x” cosaxdx=J'udv= 1. :uv—Ivdu
dv=cosaxdXx V=-—sinax
a

1 . n 1.
=—X" smax——jxn "'sin axdx.
a a

V3 V4
. T . T .
,[X3 sin Xdx= — X° cos X‘ +3I x% cos xdx= 7> + 3{X2 sm><1 —2.[Xsm dej =
0 0
0 0

T
= —6(— Xcosx|g +J.cos XdXJ = —67z—6sinX|Z =’ -6r.

0

8.4 TRIGONOMETRIJSKI INTEGRALI

U ovom odjeljku pokazujemo kako se nalaze integrali nekih trigonometrijskih funkcija, te nekih algebarskih
funkcija koje se trigonometrijskim supstitucijama svode na trigonometrijske funkcije.

U prethodnom odjeljku nasli smo rekurzivnu formulu za izracunavanje integrala trigonometrijske potencije

oblika Isinm Xcos" xdx (usp. okvir na prethodnoj stranici). I bez te rekurzivne formule takav je integral

lako izracunati supstitucijom, ako je m=1 ili n=1:

m+1 s M+l

=[ymay=Y—+c=3"_Fic
m+1 m+1

y =sin X

jsinm Xcos Xdx =
dy = cos xdx

(za m#—1; akoje m=—1 rezultatje In|sinx | +C).

y =cos X ntl .
J.SinXCOSnXdX: =jy”dy=—y Lo _Cos X
dy = —sin xdx n+

(za n#—1; akoje n=—1 rezultatje —In|cosx | +C).

Ako je mili n neparan, onda na$ integral uz pomo¢ identiteta sin’x+cos*X=1 mozemo svesti na jedan od
dva upravo razmotrena tipa.

PRIMJER 1.

Izracunajmo J.sinS xcos” Xdx.

Rjesenje:
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y =cos X
Jsm3 Xcos” Xdx = J.sm2 xcos” Xsin xdx = j(l —cos? X)cos” Xsin XdX = =
dy = —sin xdx

5 3

=—[a-y)ydy=[(y* - yHay=2-L+c

y B cos® X cos’ X
5 3 5 3

+C.

Ako suminparni, m=2j i n=2k, onda se koristimo trigonometrijskim formulama (usp. 5.2):

. I—cos2Xx ) 1+ cos2X
sin“X=—————,  cos XZT

Naime, tada je

j k
jsinzl xcos?¥ xdx = I(sinz x)! (cos? x)*dx = J-(l—cos2xj (1+C052Xj dx =

2 2
y:2x _ i k
_ :lj(l cosy] (1+cosyj dy.
dy = 2dx 2 2 2

Kada obavimo potenciranje i mnoZenje dolazimo do integrala oblika J.cos' xdx zal od0do j+k. Za

neparne | postupamo kako je objasnjeno, a za parne | jo§ jednom primijenimo formule (1). Postupak se
ponavlja dok god je to potrebno.

PRIMJER 2.

Izracunajmo J.sin4 xcos® Xdx .

RjeSenje:

2
J‘sin4 xcos? xdX = J‘(l — C;SZXJ (1 Al c;)s2X)dX = %J'(l —2c0s2X+ cos 2X)(1 + cos 2X)dx =

1 2 3 y:2X 1 2 3
:—J.(l—cos2x—cos 2X+cos” 2X)dx = :—J.(l—cosy—cos y+cos’ y)dy =
8 dy=2dx| 16

:%[y—sin y—%J.(1+ cos2y)dy+J.cos2 ycos ydyj =
—i( —sin 1 —lsinz +J.(1—sin2 )cos yd )—
16 y y Zy 1 y y ydy

Z=siny 11 1
_ :_(—y—siny——SiHQYJrJ.(l_Zz)dzj:
dz=cos ydy 1612 4

1(1 . 1. z 1(1 . 1. . sin® y
=—| —y-siny——sin2y+z—-— |+C=—| —y—-siny——sin2y+siny—— |+C
16[2y Y 4 Y 3] 16[2y Y 4 Y Y 3 J
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

1

1 1 1 1 1
——sin2 ——sm +C=—| Xx——sin4x——sin> x |+ C.
16( y y y] 16[ 4 3 j

PRIMJER 3.
Izra¢unajmo j(sinz X+sin® xcos? X)dx..
Rjesenje:

J(sinz X+ sin’® Xcos® X)dx = Jsinz xdx+ Isin3 xcos” xdx =

jl_c—oszxdx+Jsin2 xcos” Xsin XdXZ%X_%SinszFJ‘(l — cos® x)cos” xsin xdx =

y =cos X
=lx—lsin2x—f(1—yz)yzdyzlx—lsinzx—lf+ly5+C=
dy=—sinxdx|] 2 4 2 4 3 5

=—X—lsin2x—lcos3 X+lCOS5 x+C.
2 4 3 5

PRIMJER 4.

3
X
3 dx.

Izra¢unajmo I
cos” X

Rjesenje:

Izrazimo sve pomocu sin i cos:

tg’x . psin’x ., esin®X | (1=cos? ) | y=cosx |
Icos3xdx_I G dx_j —sin xdx = J.— n xdx = =

cos’ X cos’ X cos’ X dy = —sin xdx
1-y? 4,6 y® oye 1 1
y° y)dy 3 5 3cos’ X 5cos’ X

U primjenama su veoma vazni trigonometrijski integrali oblika
Isin axcos bxdx, J.sin axsin bxdx, Icos axcos bxdx.

Njih racunamo koristeci se trigonometrijskim formulama (usp.5.2):

. 1. .
sin axcos bx = 5 sin (& — b)x+sin (a+b)x,

1
sin axsin bx = 5 cos (a—b)x—cos (a+b)x,
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1
cos axcos bx = 5 cos (a— b)x+cos (a+b)x.

PRIMJER 5.

Izracunajmo
(a) jsin 3xcos2xdx, (b) Isin 3Xxsin Sxdx.
Rjesenje:

(a) Isin3xoos2de:lj(sinx+sin5x)dx=l —COSX—lCOSSX +C.
2 2 5

1 1(1 1
b sin 3Xsin 5XdX = — | (cos(—=2X) —cos8X)dX = —| —sin2X——sin8X |+ C..
® | S J(eos-2%) ) 2[2 5 j

PRIMJER 6.

Izracunajmo Icos axcosbxdx.
RjeSenje:

I cosaxcosbxdx = %j(cos(a —b)x+cos(a+b)x)dx=

sin(a—b)x N sin(a+b)x

2(a—b) 2(a+b)
X sin2ax

2 4a

+C, zaa=#tb,

+C, zaa=th.

Uoc¢imo bitnu razliku izmedu slu¢aja a= = b, pri kojem je rjeSenje osciliraju¢a omedena funkcija, i slu¢aja
Sy e .. . . .. e e e . X
a==h, pri kojem je rjeSenje funkcija koja neogranic¢eno raste (jer ima neosciliraju¢i dio 5). Ako na sustav

vlastite frekvencije a djeluje oscilirajuca sila frekvencije b, on ¢e se gibati u skladu s nasim rjeSenjem. To
znacdi da ¢e u sluéaju rezonancije, kada je a=b, doc¢i do neograni¢eno velikih gibanja i kona¢no razaranja
sustava.

Mnogi integrali koji sadrze faktore oblika \/ a’+x*, \/ a’—x* i \/ x> —a’ mogu se svesti na
jednostavnije integrale trigonometrijskim supstitucijama. Njih je najlakSe odrediti iz odgovarajuceg
pravokutnog trokuta:

(1) Pravokutni trokut sa stranicom va*+x> mora imati katete a i X, te hipotenuzu va* +x* (usp.
sl.1.).
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va'+x
X
tgp=—
4
a
Slika 1.
Pokusajmo supstituirati X =atge, jerjetada va’ + x> = i dx= ad2(0
cos@ cos” @

(2) Pravokutni trokut sa stranicom +va® —x*> mora imati hipotenuzu a i jednu katetu X, dok mu je

druga kateta va® —x* (usp.sl.2.).

a sing =

a-x
Slika 2.

Pokusajmo supstituirati Xx=asin¢, jer je tada va’—x> =acos¢ i dx=acospdep.

(3) Pravokutni trokut sa stranicom v x* —a® mora imati hipotenuzu X i jednu katetu a, dok mu je

druga kateta x> —a’ (usp.sl.3.).

X
o cosQp =—
4
a
Slika 3.
Pokusajmo supstituirati X= ,jerjetada Vx> —a’ =atgp i dx= as1r21go do = atggp do .
cosg cos” @ cosQ
PRIMJER 7.
Izra¢unajmo

x2dx xdx

d
© e Olne 9l
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Rjesenje:

(a) Pravokutni trokut sa stranicom v4—x* ima hipotenuzu 2 i katetu X, (usp.sl.4.).

sin<p—§
2

b—X
Slika 4.

Pokusajmo supstituirati x =2sin¢, jer je tada V4 — x> =2cos¢ i dx=2cospdp:

_[ x*dx =I4Sin2¢2cos¢d(p 4Jsm oo = 4.[1 cosZ(pd

4 —x2 2cos@

=2¢p—-sin2¢p+C =2(0—2sing0cosgo+C=2a1rcsin§—%xxl4—x2 +C.

(b) Pravokutni trokut sa stranicom v4+x? ima katete 2 i X, (usp.sL.5.).

4+x
X tgp==
P
2
Slika 5.
PokuSajmo supstituirati X=2tg¢p, jer jetada v4+X" = 1 dX=—7—:
CoS cos” ¢

j xdx IZt cosgo 2d(p _ J‘Sll’lgl)d(/)

A+ x2 cos’p cos @

U=cos¢
= :—2fd—l;:g+C= 2 ,Cc=+a+x +C.
du=-sinpde u u cos @

(Uo¢imo da smo isti integral jo§ jednostavnije mogli izraGunati supstitucijom y = 4+x>

2xdx lﬂ: _ 2
I ZJ‘\/; \/;+C V4+x +C))

4+x°

(c) Pravokutni trokut sa stranicom /x> —4 ima hipotenuzu X i katetu 2 (usp.sL.6.).
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TEHNIKE INTEGRIRANJA

X
X —4 2
cosp=—
g X
2
Slika 6.
. T 2 . 25si . 25si
PokuSajmo supstituirati X=——- jer je tada X2—4=2tg(o=ﬂ i dX=Lfd¢:
0s @ cosQ cos“ @
I dx :j co.sgo 251n(2pdgo :j do =1n| 1 +tg|+C
Jxi—4 7 2sing cos’p cosp  |cosg

=1In

2_
X 'X2 4 +C=ln%‘x+\/x2—4‘+c.

(Uoc¢imo da zadani integral mozemo izracunati kao integral oblika J.L, usp. 2.
VX —a’
odjeljak.)
.. . o do . .
Da u prethodnom primjeru uistinu vrijedi j =In +tgp|+C, mozemo provjeriti tako da
cos @ cosQ
o d . e do
izraCunamo —In +tgp|= . Sli¢na formula vrijedi i za j -
dp |cosp cos @ sin @
INTEGRALI RECIPROCNIH VRIJEDNOSTI
TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
j fl(p :—1n| .1 +ctgo JrC:lntg2 +C,
sin @ |sm Q 2
do o
I—zln +tgp|+C=Intg—+—+C.
cos @ cos @ 2 4
PRIMJER 8.

Izracunajmo J.L
xv1-x>
RjeSenje:

Iz x=sing slijedi V1—x* =cosp i dx=cospdp, Dakle,
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l+\/1—x2

X X

+C.

J‘ dx ZJ- cospde =J~ do =—1n| 1 +COS¢)|+C:_IH
X\/l—xz sinpcosp 7 sing |singo singo|

PRIMJER 9.

Izracunajmo fi
Vax? -1
RjeSenje:

Pravokutni trokut sa stranicom +/4x* —1 ima hipotenuzu 2x i katetu 1 (usp.sl.7.).

2X 1
Vax—1 cosg =~
4
1

Slika 7.

, jerjeonda V4x*—1=tge i dx= singdp _ tgepde

2cos@ 2cos’ @ - 2c0sp

+C =%‘2x+\/4x2 —1‘+C.

PokuSajmo supstituirati X =

I dx —lj tg pdg _lj dp 1] 1
1/4)(2_1_2 tggocosgo_2 cos¢_2|cos¢)

(Uoc¢imo da taj integral mozemo jo$ jednostavnije izraunati kao u 8.2 primjer 10.)

+tg @

PRIMJER 10.

Izra¢unajmo I\/ a’ —x*dx.

RjeSenje:

Pravokutni trokut sa stranicom va’ — x> ima hipotenuzu a i katetu X (usp.sl.8.).

. X
sing =—
a

a—x
Slika 8.

Dakle, x=asing, va’ —x* =acos¢ i dx=acospdp daje:
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(22 2av_ [a2 e _ 2 l+cos2p _a2 sin2¢ 3
J. a’ —x dX—J.a cos“pdp =a J-ngp_7 o+ 5 +C =

2 2

:a?((0+sin(ocos¢)+c=a7arcsin§+§ [a2 %2 +C.
a

Integral koji sadrzi faktor oblika Vx> +a’ (ili ¥x*—a’) katkada je jednostavnije izradunati hiperbolnom
supstitucijom X=asht (ili x=acht), jerje tada

Vx? +a2 =val +sh*t+a®> =avsh®t+1=acht i dx=achtdt

(odnosno Vx> —a’ =acht i dx=ashtdt).
PRIMJER 11.

Izra¢unajmo
(a) j x* +a’dx, (b) j x* —adx.
RjeSenje:
(a) Pokusajmo supstitucijom x=asht jer je tada Vx> +a’ =acht i dx=achtdt:

2 2
[Vx* +a?dx=a’ [eh®tdt =a7j(ch2t+l)dt =aT(sh2t+t)+C

2 2

=%ashtcht+a7+C= %X\/X2 +a’ +a7arsh§+C
a

2

=Qmp76)=%xVx2+a2+%rmx+Vx2+a2

+C.

(b) Iz x=acht slijedi vx*—a* =asht i dx=asht. Dakle,

2 2
[Vx¢ —atdx=a*[sh>tat =a7j(ch2t—1)dt =aT(sh2t—t)+C -

2 2

:lashtcht—a—t+c =lX\/X2 -a’ —a—archz-pC:
2 4 2 4 a

X+4/x* —a?

2

= (usp.7.6) = %X\/ x* —a’ —a?ln

+C.

INTEGRALI NEKIH ALGEBARSKIH FUNKCIJA
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2

a . X
IVaz —x*dx==+a’-x* +7arcs1n—+C,a>0,
a

X
2
2
X a
I x> J_razdx:zx/x2 +a’ J_rjlnxh/x2 +a’|+

C.

PRIMJER 12.

Izracunajmo povrsinu kruga radijusa 3.
RjeSenje:

Jednadzba kruga radijusa 3, sa sreditem u ishodistu je X*+y*=9, (usp.sL.9.).

A
Yy
y=vV9-x’
=3 3T x>
Slika 9.

Gornja polovica omedena je grafom funkcije y=+/9—x* iintervalom —3<x<3. Dakle,

3 3
P=2J.\/9—X2dX=(§\/9—X2 +%arcsin§j
-3

-3

=9r.

8.5 INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJA

Kako se rac¢una integral polinoma dobro nam je poznato. U ovom ¢emo odjeljku pokazati kako se racuna
integral kvocijenta dvaju polinoma f (P(x)/ Q(x))dx, tj. kako se racuna integral racionalne funkcije.

Primijetimo najprije da se racionalna funkcija §(X)/Q(X), u kojoj je stupanja polinoma S(x) ve¢i ili jednak
stupnju polinoma Q(X), moze dijeljenjem svesti na zbroj polinoma R(X) i racionalne funkcije P(X)/Q(X), u
kojoj je stupanj od P(X) manji od stupnja od Q(X):

S(%) : Q(X) = R(x)+%.

Budu¢i da polinom R(X) znamo integrirati, jedini je problem integriranje racionalne funkcije P(X)/Q(X), u
kojoj je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika.

PRIMJER 1.

| 263



TEHNIKE INTEGRIRANJA

. 3%’ — X7 +3x+4
Izra¢unajmo j dx.

x> +1

RjeSenje:

Dijeljenjem nalazimo:

3 =X +3x+4 ¢ X+1=3x—1+ 25
X~ +1
—(3x’+3Xx)
-x*+4
—(=x*-1)
5

Dakle,

dx =

J-3x3—x2+3x+4
x> +1

de R — X+ Sarctg X+ C.
+1 2

Razmotrimo sada problem integriranja racionalne funkcije P(X)/Q(X), u kojoj je stupanj od P(X) manji od
stupnja od Q(X). Najjednostavnije integrale te vrste racunamo u slijede¢em primjeru.

PRIMJER 2.

Izra¢unajmo

(@ j(xf—xa)n, ®) [—&

(ax+b)"’
Rjesenje:
U=X-a —(X_a)_M zan=1
(a) j udu={ -n+l ’ ’
(x= a) du =dx 1n|x—a|, zan=1.
u=ax+b @™
(b) I—dx = =l_[u‘“du= “nel ’
(&x+Db) du = adx 2 zan=1.
PRIMJER 3.
Izra¢unajmo
dx dx
- _ 3> b s
@ j(x—5)3 N J(3 )? (©) j5x+8
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Rjesenje:
Prema prethodnom primjeru:

dx _(x—5)’3”+c_ -1
(x-5)°  -3+1 2(x—5)?

b

@ |

dx 1 3x-1)>" -1
b =— +C= +C,
®) I(3x—1)2 3 —2+1 9x—3

dx 1
©) j5X+8_§1n|5x+8|+c.

I slozenije racionalne funkcije P(X)/Q(X), u kojima je Q(X) umnozak linearnih faktora, uvijek mozemo

integrirati standardnim postupkom. To ilustriramo s nekoliko primjera, prije nego opcenito opiSemo taj
postupak.

PRIMJER 4.
Izra¢unajmo

dx dx
@ Jooecy © e

RjeSenje:
(a) Racionalnu podintegralnu funkciju prikazimo kao zbroj parcijalnih razlomaka oblika

1 A + B
(Xx=2)(x=3) x—2 x-3

gdje su A i B konstante koje tek trebamo odrediti. Mnozenjem sa (X —2)(X —3) nalazimo:
1=AX-3)+B(x-2)
Za Xx=2 imamo 1=-A, tj. A=-1, aza X=3 imamo 1=B. Dakle,

3+C.
2

dx+jX13dx=—ln|x—2|+ln|x—3|+C=1n X:

X

I(x— 2)1(x— 3) dx= I x_—12
(Koeficijente A i B mogli smo naci i tako dau

1=AKX-3)+B(X-2), tj. 1=(A+B)x+(-3A-2B)
izjedna¢imo odgovarajuce koeficijente polinoma na lijevoj i desnoj strani:

A+B=0, -3A-2B=1.
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Rjesavajudi taj sustav opet bismo nasli A=—-1, B=1.)
(b) Racionalnu podintegralnu funkciju prikazimo kao zbroj parcijalnih razlomaka oblika:

1 1 B C
2.2 = +
Xx"—a”~ (x—a)(x+a) x—a x+a

gdje su A 1 B konstante koje tek trebamo odrediti. Mnozenjem sa (X —a)(x+a) nalazimo:

1 =B(x+a)+C(x—a).

. ) 1 ) ) 1
Za Xx=a imamo 1=2aB, tj. B=—, aza X=—a imamo 1=-2aC, tj. C=——
2a 2a
dx 1 1 1 1 1 X—a
=— || ————|dx=—(n|x-a—-Injx+a)+C=—In +C.
J.xz—az 2a (x—a x+aj 2a( [x~2|~Inx+2) 2a |x+a
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PRIMJER 5.

X+1

Izracunajmo Im X
X—=1)(X—

RjeSenje:
Racionalnu podintegralnu funkciju prikazimo kao zbroj parcijalnih razlomaka oblika:

X+1 A + B
(x=1)(x=3) x—-1 x-3°

gdje su A i B konstante koje tek trebamo odrediti. Mnozenjem sa (X — 1)(X —3) nalazimo:
X+1=AX-3)+BXx—-1).

Za Xx=1 imamo 2=-2A, tj. A=—1, aza Xx=3 imamo 4=2B, tj. B=2. Dakle,

(x=3)
x—1

‘f X+l d =I -1 dx+J. 2 dx=—In|x—1|+2In[x-3]+C=1n +C.
X-3

X
(X=1(x=3) x—1

(Koeficijente A, B i ovaj put moZemo izracCunati iz
X+1=AX-3)+B(x—-1), tj. X+1=(A+B)x+(-3A-B),
izjednaCavanjem odgovarajucih koeficijenata:
1=A+B, 1=-3A-B.

Rjesavajudi taj sustav opet dobijemo A=—-1 1 B=2.)

PRIMJER 6.

.. X+1
Izracunaj mo J. m X
X — —

RjeSenje:

Mogli bismo oc¢ekivati da se i sada (kao i u prethodnim primjerima) podintegralna funkcija moze
prikazati u obliku A/(x—2)+B/(x—1). No, to nije to¢no. Zbog druge potencije linearnog faktora, (X
—1)%, treba dodati i treéi parcijalni razlomak C/(x— 1)>. Dakle,

xtl, __ A B C
(x=2)(x=1)> x=2 (x=1) (x=D?’

gdje su A, B i C konstante koje tek trebamo odrediti. MnoZenjem sa (X — 1)’ (X —2) nalazimo:
X+1=AX—-1)*4+B(X—-1)(Xx—2)+C(x-2).

Za Xx=1 imamo 2=—-C, tj. C=—-2. Za Xx=2 imamo 3=A. Za Xx=0 imamo
1=A+2B-2C, tj. 1=2B+7, tj. B=-3.
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(Izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata u
X+1=(A+B)x*+(-2A-3B+C)x+(A+2B-2C),
dobili bismo sustav
A+B=0, —-2A-3B+C=1, A+2B-2C+1,

koji daje iste vrijednosti A=3, B=—-3 i C=-2.).

Dakle,
X+1
—dx d d X=
I(x—2)(x—1)2 Ix 2 X+j X+I(x 1)
3
=3In|x—2|-3In|x—1|+ 2 ,c=2 +1n|X_2| +C.
x—1 x-1 |x—1|
PRIMJER 7.
Izra¢unajmo
() j 4x* +2x+3 j 4x’ +2x+3
(X+3)(x— 2) “ (X+3)(X~ 2)
RjeSenje:

(a) Faktoru (x+3), unazivniku podintegralne funkcije, odgovara parcijalni razlomak A/(X+3),
dok faktoru (x—2)* odgovaraju parcijalni razlomci B/(x—2) i C/(x—2)>. Podintegralna
funkcija jednaka je zbroju tih parcijalnih razlomaka:

(X+3)(x=2)" x+3 x—=2 (x=2)*

4> +2x+3 A B C
+ +

Mnozenjem sa (X+3)(X—2)* nalazimo:
AC4+2X+3 = A(X = 2)*+B(X — 2)(X+3)+C(x+3).
Za X=2 imamo:
23
4-4+2-243=C(2+3), 23=5C, C=?
Za X=—3 imamo:
) 33
4:9-2-3+3=A(-3-2), 33=25A A=E.

Koeficijent B nalazimo uvrstavanjem bilo koje vrijednosti X, npr. X=0:

3=4A-6B+3C, 3= 42—6B+3 2, 6B = 3ﬁ Bzﬂ.
25 5 25 25
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Dakle,

[ A +2x+3 33 p.dx 67 dx  23p dX
(x+3)(x—2)2 253 x+3 259 x-2 57 (x-2)
i3 inx-2- 2
X-2
(b) Podintegralna funkcija teziu © za X=2 i X=—3, pa podrucje integracije ne smije sadrzavati
nijednu od tih tocaka. Interval [ —1, 1] ih ne sadrzi pa mozemo racunati, koriste¢i se Newton —
Leibnizovom formulom:
1

1
j DX, [ In|x+ 3]+ 1|x 2|——LJ
L (X+3)(X= 2)? 5 x-2
[ Bmas 2] (21024 3+ 2 ) 1037,

25 2525 I

PRIMJER 8.

X+1

Izraéunajmo jm X

Rjesenje:
Faktoru (x— 1)’ odgovaraju parcijalni razlomeci A/(x—1), B/(x—1)* i C/(x—1)’ , dok faktoru (x
—2) odgovara parcijalni razlomak D/(X—2). Podintegralna funkcija jednaka je zbroju tih parcijalnih
razlomaka:
x+1 A B C D
] = + ~+ ~+ .
(x=1y'(x=2) x-1 (x=1)" (x-=1)° x-=2

MnozZenjem sa (X— 1)’(x —2) nalazimo:
X+1=AX~-1)’(Xx—2)+B(X—1)(x—2)+C(x—2)+D(x - 1)’.

Za X=1 imamo 2=-C, tj. C=-2. Za x=2 imamo 3 =D. Preostala dva koeficijenta
odredujemo tako da u gornju jednadzbu uvrstimo jos dvije vrijednosti za X, npr. X=0 i X=—1:

1=-2A+2B-2C-D, 0=-12A+6B-3C-8D,
te zbog C=-21 D=3:
2A-2B=0, 12A-6B=-18, A=B, 2A-B=-3, A=B=-3.

Dakle,
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X+1 dx dx dx dx
J(x—1)3(x—2) =3 x—1 _3I(x—1)2 —2[()(_1)3 +3jx—2 -

3inx—2+C =22 X2,
’ (x-17 x-1|

=—31n|x—1|+i+
Xx=1 (x-

Medutim, ne moZe se svaki polinom prikazati kao produkt linearnih faktora. Na primjer, X’+1 se ne moze
prikazati kao produkt dva linearna faktora (osim ako se ne koristimo kompleksnim brojevima). Op¢enito ,

polinom s kompleksnim korijenima a;+Bii , a,*pBai,..., ima kvadratne faktore X* —2a,Xx+( a*+B:°),
X2 = 20X+ ( a’+357), ... (Naime (x — (a+Bi))(x - (@=PBi)) = X*=2ax+(a’*+f%), §to se lako provjerava
mnozenjem).

Kvadratnim faktorima oblika x*— px+@, ako imaju kompleksne korijene (tj. ako je p*<4q), odgovaraju
parcijalni razlomci oblika (Ax+B)/(X* — px+(). Njihovim potencijama (x*— px+0)" odgovaraju parcijalni
razlomei (Ajx+B;)/ (X = px+0), (AX+B,)/(X* = px+0q)’, ..., (AX+B)/(x* —px+q)". Racionalna

funkcija ¢iji je nazivnik produkt takvih faktora i ranije razmotrenlh linearnih faktora, moze se prikazati kao
zbroj svih njima odgovarajucih parcijalnih razlomaka. To ¢emo ilustrirati s par primjera.

PRIMJER 9.

dx
(X=D(* +x+1)

Izra¢unajmo j

Rjesenje:

Kvadratni faktor X*+x+1 ne moZe se dalje faktorizirati na dva linearna faktora jer ima kompleksne
korijene (p*=1<4=4q), pa je zato podintegralna funkcija jednaka zbroju slijedeéih parcijalnih
razlomaka:

1 _a Ax+B
(X=D0C +x+1)  x=1 xX*+x+1

Mnozenjem sa (X — 1)(X*+X+1) nalazimo:
1 =a(+x+1)+(Ax+B)(x - 1).
. . 1 . 1 . 2 . .
Za X=1 imamo 1=3a, tj. a=§.Za X=0 imamo 1=a—B=§—B, tj. B=—§. Usporedimo li

koeficijent uz X* na lijevoj strani posljednje jednadzbe, koji je 0, i onaj na desnoj strani, koji je a+A,

1
imamo a+A=0, tj. A=—a=—§. Dakle,

J‘ dx 1 3 J‘ X+2
(X=D(X* +x+1) 3 X +x+1

Prvi od dva dobijena integrala znamo izracunati:

dx

—ln|x 1+C,.
X—
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Drugi integral, s kvadratnim nazivnikom, transformiramo tako da se u brojniku pojavi derivacija tog
kvadratnog nazivnika:

X+2 2X+4 1 p(@2x+1)+3 1 2x+1
s e s
NG +x+1 29 X ix+1 2

2 = N X+_Iz—~
X"+ X+1 X*+X+1 29 X+ x+1
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Sada je lako izracunati posljednje integrale. Prvi nalazimo supstitucijom,

2
J‘ 22X+1 dx=] U=X X+l ﬂ:ln|u|+C2=1n‘x2+x+1‘+C2,
X"+ xX+1 du = (2x+1)dx u

dok drugi nalazimo svodenjem na puni kvadrat (usp. 8.2):

1
dx dx V=X+—
jx2+x+1:j ) )

2
(X—’_lj +§ dVZdX
2) 4

=I dv =iarctg£+03=iarctgﬂ+g.

el BUERTETETE S
4

Dakle,

j dx =lln|x—1|—l l1n‘x2+x+1‘+§iarctgM +C=
xX-D0 +x+1) 3 302 2.3 3

=%ln|x—1|—%ln‘x2 + X+1‘ +Larctg£+C.

NERNE)
PRIMJER 10.

IzraGunajmo .
! J. X —1
RjeSenje:

Najprije moramo faktorizirati nazivnik X’ — 1. Jedan njegov realni korijen je 1, pa je zato njegov
linearni faktor X — 1. Drugi faktor nalazimo dijeljenjem:

X =1 1 Xx=1=x2+x+1
_(X3_X2)
x> -1
—(X*=X)
T ox—1
-(x-1)
0

Dakle, X’ —1=(Xx— 1)(X*+x+1). Kvadratni faktor x*+x+1 ne moze se dalje faktorizirati jer ima
kompleksne korijene. Dakle,

J- dx :J- dx
=1 I (x=1)(x*+x+1)’

a taj smo integral izracunali u 9. primjeru.
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Vidjeli smo da kvadratni faktori u nazivniku podintegralne funkcije vode na integrale tipa jdx/ (x> +a’)".

Zato ¢emo u slijede¢em primjeru izracunati taj tip integrala, za n=1, 2, 3, te opcenito bilo koji n.

PRIMJER 11.
Izra¢unajmo
dx dx dx dx
9 b —’ —3 d 5 o n t
@ Ix2+a2 ®) J.(x2+a2)2 © I(x2+a2)3 @ J.(x2+a2)”
Rjesenje:

(a) j de > =larctg§+C
X" +a a a

(b) Primijenimo postupak parcijalne integracije na poznati integral

dx u=— 1 du =2 X X2
.[ > 2=Iudv= 2+ al (X +ad)? =uv—jvdu= . 2+2.|. ———dx=
X +a dv = dx V=X X +a (x*+a’)
X (x* +a?)-a’ X dx s dx
= +2 dx = +2 —2a .
x* +a’ (x> +a?)? x* +a’ J.x2+az -[(x2+a2)2
Dakle,
dx X dx 5 dx
= +2 —2a’ [———
-[x2+a2 x* +a’ J‘x2+a2 j(x2+a2)2
odakle slijedi
_[ dx 1 X +lj dx
(xX*+a’)? a’l2(x*+a’) 2'x*+a’
tj. zbog (a),

IL—L ;+Larctg§ +C
(x*+a’)* a’l2(x*+a’) 2a a '

(c) Primijenimo postupak parcijalne integracije na poznati integral (b):

dx u—; u—LXdX
[z =Juv=""(c+a’) (C+a’) =
(x*+a’)
dv =dx V=X
2
X X
=uv—|vdu =
J (x> +a%)? J.(x2+a2)3
_ X J-(x2+a2)—a2 X 4J» dx 2J- dx
(x* +a%)? (x* +a%)’ (x> +a%)’ (x* +a%)’ (x* +a%)’
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Dakle,
dx X dx ) dx
= +4 - ,
J.(xz +a?)? (xX*+a?)? J.(xz +a’)? J.(xz +a?)’
odakle slijedi
J- dx 1 X +§J- dx
(x*+a’)’  a’l4p¢+a’y’ 47 (X +a’)’ )’
tj. zbog (b),
Jl dx = L X + 3 X + 3 arct X +C
(x*+a*)’ a’l4(x*+a’)’ 4a’2x’*+a’) sa’ ®a '

(d) Postupak provedenza n=2 u(b)iza n=3 u(c) moZe se primijeniti opéenito, za svaki n:

dx U 1 Ue — 2(n—-1)x
[ =Juv=1"" ¢ +a)™ (C+a’)" =
(X" +a%) dv = dx V=X
2
X X
=uw-|vdu=——+2(n-1)| ————dx =
-[ (x* +a*)™! ( )J (x* +a*)"
(x* +a%*)-a’
= +2(n-)| ———
(X2+a2)n_l ( )J. (X2+a2)n
X dx 5 dx
= +2(n-H)|——2(n-DHa” | ———.
(X2+a2)n—1 ( )I (X2+a2)n—1 ( ) I(X2+a2)n
Dakle,
dx X dx 9 dx
= +2(n-1)|———-2(n-Da" | ————,
J(X2+a2)n—1 (X2+a2)n—1 ( )j (X2+a2)n—1 ( ) I(X2+a2)n
odakle slijedi

J~ dx 1 1 X +2n—3J~ dx
(*+a’)"  a’(2n-2(C+a)"  2n-27(x* +a’)"!

Posljednja rekurzivna formula omoguc¢ava da snizujemo eksponent podintegralne funkcije, dok ne

dodemo do poznatog integrala J-dX/(XZ +a”). (Konkretna primjena rekurzivne formule nalazi se u

slijede¢em primjeru.)

PRIMJER 12.

dx

Izracunajmo IW .
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INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJA

Rjesenje:

Primjenom rekurzivne formule, do koje smo dosli na kraju 11.primjera, nalazimo:

J- dx zll X +§j dx _
2 +3)* 360 +3)° 67 (x*+3)°

X 5 1(1 X 3 dx
T el a3 10 2l 172 2+__[ 2 2 |7
18(x~+3)" 18 34 (x"+3)° 47 (x"+3)

X 5X 15 1(1 x 1 dx
- 7 a3 T 2 7ty ERRPREPY -
18(x* +3)”  216(x"+3)" 72 3\2x"+3 27 x°+3
X 5x 15x

X
= + + + arctg—+C.
180C+3)  2160C +3)°  4320C+3) 43243 23

Poslije svih ovih primjera mozemo opisati op¢i postupak za integriranje racionalne funkcije.

INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJA
Racionalnu funkciju P(X)/Q(X), gdje su P(x) 1 Q(X) polinomi, integriramo na slijedeéi nacin:

(1) Ako je P(x) jednakog ili veceg stupnja od Q(X), onda podijelimo P(X) sa Q(X), ¢ime ¢emo
P(X)/Q(x) prikazati kao zbroj S(x)+R(X)/Q(X), gdje je R(X) stupnja manjeg od Q(X). (Zato
nadalje pretpostavimo da je P(X) manjeg stupnja od Q(X).)

(2) Nazivnik Q(X) faktoriziramo u linearne faktore oblika (X —cC), gdje je € realni korijen od
Q(X), i kvadratne faktore oblika X* —px+q, gdjeje p=2a i q=a’+8°, a a=pfi su
kompleksni korijeni od Q(X).

(3) Ako se u faktorizaciji od Q(X) pojavljuje faktor (Xx—c)™, pridruZzujemo mu zbroj parcijalnih
razlomaka

A LA A

(x—0) (x=0? T (x=o)™’

a ako se u njoj pojavljuje faktor (x> —px+q)", koji ima kompleksne korijene, pridruzujemo
mu zbroj parcijalnih razlomaka:

B x+C, + B,x+C, + 4 B,x+C,
O —px+q) (X —px+a)’ ¢ —px+)"
(4) Racionalna funkcija P(X)/Q(X) jednaka je zbroju svih parcijalnih razlomaka iz tocke (3)
Koeficijente A;, Bj i Cj odredujemo tako da taj zbroj izjednacimo sa P(X)/Q(X), te zatim same

koeficijente odredimo usporedivanjem lijeve i desne strane dobivene jednakosti ili pak
uvrstavanjem pojedinih vrijednosti od X.

(5) Integriramo zbroj parcijalnih razlomaka iz toc¢ke (4) kao u 2. 1 11. primjeru.
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PRIMJER 13.
5 4
X =X +1
Izra¢unajmo | —————dXx.
! I X —x?
RjeSenje:
1
(1) X =x+1 X=X =X+ NS
_(XS_X4)

1
Q) X =x'=x(x-1)

(3) Faktoru X* pridruzujemo %+i2, a faktoru (X—1) pridruzujemo ~ 11
X —
(4) Dakle,
1 _A + A + B

X(x=1) x x> x—1
Mnozeéi sa X(X — 1) nalazimo:
1 =AX(X—D+A(x—1)+Bx%.

Za Xx=0 imamo 1=—A,, tj. A,=—1. Za x=1 imamo 1=B,. Koeficijent uz X* na lijevoj
strani je 0, a na desnoj A;+B,. Dakle, Aj+B,=0, tj. Ai=—-B,=-1.

(5) Iz 1.14.slijedi

X —x*+1 _ 2_1_L L _
J.x(x ) dx= I( X2 (X— 1)jdX_I(X X x2+x—1jdx

+3
3x

X—1

X

3
=X?—1n|x|+i+ln|x—1|+C=X +1In +C.

PRIMJER 14

2

IzraCunajmo |———dx
J J.(XZ _ 2)2
RjeSenje:

Brojnik je stupnja manjeg od stupnja nazivnika. Medutim, nazivnik nije do kraja faktoriziran, jer je

(x? =2)% = (x+42)(x=+2))* = (x +2)* (x=+2).

Dakle,
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x __A A B B
(=2 x+42  (x+42)% x=42  (x=+2)°

X = A(XHV2)(X=2)" + A (x=2)" + B (X+ 42 (x=2)+ B,(x++/2)’.

Za x=+/2 imamo 2=8B,, tj. B, =1/4. Za x=—/2 imamo 2=8A,, tj. A, =1/4.
Usporedujuéi koeficijente uz X’ i X* nalazimo:
Ai+B =0, +2A +A —2B +B,=1.

Zbog A, =B, =1/4 slijedi

A+B, =0, ﬁ(Al—Bl):%,
A =-B, 2\/5A=%,
1 1
AR ST
Dakle,
TS o res e o e e o
(X*-2)° 4\/_ x+\/_ 49 (x+2)? 4\/_ x/_ 4 (x+\/_)
1 11
_mln‘x+\/§‘—z—x+\/§—4\/_ ‘ \/_‘ +C=
|x+f| X
M 2 200
PRIMJER 15.
x3dx

[zracunajmo j (_DOC £ 2%42)°

RjeSenje:

Kvadratni faktor X*+2x+2 ima kompleksne korijene pa se ne moze dalje faktorizirati. Dakle,

X’ __A L BX+G _ Bx+G
(X=D(X* +2x+2)> x-1 x+2x+2 (X +2x+2)*’

x> = AOC+2x+2)* +(Bx+C)(X — 1) +2x+2)+(Box+Cy)(x — 1).

Usporedujuci koeﬁcijente uz iste potencije i (ili) uvrStavajuc¢i konkretne vrijednosti za X nasli bismo

1 1 30 40
=—, B=——, C =— Bz___ i C2=_2_5 (provjerite). Dakle,
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X dx 1| dx —X+22 —30x—40
j > > =—J +|— dx+j > de .
(X=D(x" +2x+2)" 257 x-1 X" +2X+2 (X" +2x+2)

Izracunat ¢emo svaki od tih integrala:

| X nfx-1]+C

(x=1)
—X+22 J X— 1+23 ____[ 2X+2 ZJ- dx B
x2+2x+2 x> +2x+2 NG +2x+2 x2+2X+2

= ——ln‘x +2X+ 2‘ + 23J. = —Eln‘x2 +2X+ 2‘ + 23arctg(x+1)+C.

(x+1) +1

-30x-40 152x+2)-10 —(2Xx+2)dx dx
j 2 ydx= ,[ dx =15jﬁ—1ojﬁ=
(X" +2x+2) (X +2x+2) (X" +2x+2) (X°+2X+2)

=— 15 —IOJ. dx = (usp. primjer 11.b) =
2
X" +2X+2 [(X+l) +1]2
=21—5—1O lx—-’_zl+larctg(x+l) +C=
X" +2X+2 2(X+D)"+1 2
15 _ o+l —Sarctg(x+1)+C.

T 12x+2 X 42X+2

Uvrstimo li te vrijednosti dolazimo do konacnog rezultata:

J- x>dx

- {ln|x 1|——1n‘x +2x+2‘+18arctg(x+1)+&}+c
(X=X +2x+2)? 25

X2 +2X+2

Integrali racionalnih funkcija koji u nazivniku sadrze samo jedan faktor oblika (X —C)" mogu se izraunati
gore opisanim postupkom, ali ih je mnogo jednostavnije izracunati supstitucijom U=X—C. Evo jednog
primjera koji to ilustrira.

PRIMJER 16.
o X+ X+1
IzraCunajmo j—4dx.
(x=1)
RjeSenje:
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S L D2+ u+D)+1 2 43x+3
J-x +x4; dx = du = dx :J-(u+) +§u+)+ du:Ju +4x+ du =
(x=1 u u
X=u+1
:J'(Lz+%+i4jdu:—l—i2—i3+0:— L __ 3 = ! +C
u- u u u 2u- u Xx=1 2(x=-1)° (x-1)

8.6 INTEGRALI KOJI SE SVODE NA INTEGRALE
RACIONALNIH FUNKCIJA

Pogodnim supstitucijama mnogi se integrali svode na integrale racionalnih funkcija. Evo najprije par
primjera u kojima podintegralna funkcija sadrzi razlomljene potencije (tj. korijene).

PRIMJER 1.

Izra¢unajmo I

o

Rjesenje:

Da bismo se rijesili korijena supstituiramo u=3/x>+4; u®=x*+4, 3u’du=2xdx i X*=u’—-4:

j(x)2xdx (U* —4)’3u’du

- 3 34y =
Jx . J _j3mu —4) du=

vt

11 8 5 2
:3I(u‘0—12u7+48u4—64u)du:3(l:—1—12u 48u” _ 64u j+c:

+
8 5 2

:%(x2 +4)!13 —%(x2 +4)%3 +%(x2 +4)%3 —%(x2 +4)%3 +C.

Slijedeci je primjer nesto sloZeniji.
PRIMJER 2.

Vx®+2x+1

2X+1

dx.

Izra¢unajmo j

RjeSenje:

Uoc¢imo najprije da je:

U +2x+1 _ Y(x+17  (x+1)7°
2x+1 2x+1 2x+1
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Da bismo se rijesili razlomljenog eksponenta supstituiramo U= (x+1)""*:

(X+1)2/3d Ju=x+D” x=u’-1]  u?3uldu 3 u'du
e, e o

2x+1 u? =(x+1)%  dx=3udu| 2P -1)+1
u*: (u3—1/2) usi Y

~ . 20’ -1/2 EJ.u J- udu —§u2+éj udu
o E) 2 12 4 w—1/2

u/2
Nazivnik posljednje podintegralne funkcije, u® — 1/2, ima korijen 1/ 2 , paje jedan njegov faktor

u-— 1/ 2 , adrugi nalazimo dijeljenjem:

(us_lj(u_Lj_uz+L+L
2 32 2 Ya

3 u’
— u —_—
2
w1
2 2
2 1 u 1
(v _u Dakle (u __)=(u__)(uz+_+_)
u_1
Y4 2
(1
Y4 2
0
u 1
Faktor % q) ima kompleksne korijene, pa se ne moze dalje faktorizirati. Dakle,
u A Bu+C

Co12 u—1A2  C+uR N

MnoZenjem sa U’ —1/2 nalazimo:

L)+(Bu+C) u

1
u= AW+t ——).
Za u=1/3{/§ imamo 1/3\/5=3A/3\/Z, tj. A=§/§/3. Za u=0 imamo 0=1/63\/§—C/3\/5, tj.

C=1/3. Usporedujuéi koeficijente uz u* imamo A+B=0, tj. B=—A= —%/3. Dakle,
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J‘ udu _ﬁj‘ du _%I u- 1/\/_
w12 3Ju-132 3 U+U/\/§+l/\/_

2 gl Y2 p2ue 142332
u_1/\/5__J.u +U/\/§+1/\/_

N2 s M2 2ue AR | du
BT e A e oo vt e v

Y2 2 1 du
=5 nfu=1/3472] -~ o’ +“/3*/5”/3\/2‘+5[(u+1/2%/5)2 v3/5

Y2 2 2 22
=~ Inju—1/3/2|-~—=Inu* +u/Y/2 +1/3/4|+ ~=arctg—=u+C.
3 n /\/_ p n‘ /\/_ /\/_‘ ﬁangﬁ

Uvrstimo li taj rezultat u pocetnu jednadzbu, kona¢no nalazimo:

3/2 3 3
J'—”X+2X+1dx:%3\/ X2 +2x+1+ \/54\5 arctg ZJ/_E Ux? +2x+1

2X+1

3
\/Zi/xz +2x+1 +g +C.

Ux? +2x+

ln \/x +2X+1+

PRIMJER 3.
Izradunai dx
Zracunajmo Im .
Rjesenje:

MnozZenjem brojnika i nazivnika sa 3/x+1 integral ¢e se bitno pojednostaviti:

+1 2t

I I X+l dx x-1 -1 | _ J»t6t2(t3—1)dt_
2 T )43 2743
\/(x 1)(x+1)2 3\/x+1 —1 x+1 . t*+1 dx— 6t dt (t"-1~2t

X_ [
1 (> —1)?

dt .. . 1 2 2t+1
=-3 = . 9.i10.u8.5)=-Int—1|+—=Int" +t +1|+ 3 arctg———+C =
It3—l (usp. primjer 9.i10.u 8.5) n| | 5 n‘ ‘ J3arcte 3
X+1 x+1) X+1 23/ x+1+3/x
=—In|3 - +3 3 arctg
- x—1 N
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Integral oblika
I R(sin@,cosp)de,

gdje je R racionalna funkcija od sing i cos¢, svodi se na integral racionalne funkcije supstitucijom

Naime (usp. 2.3. primjer 3.), tada je

sin ——2t cos —1_t2 d —Zdt
e e LRI

paje

_ 2
st [ 212828

Sto je integral racionalne funkcije.

PRIMJER 4.
Izra¢unajmo _do .
2+cosp
Rjesenje:

oy I Q. 2t 1-t* . 2dt
Koristeéi se supstitucijom t=tg-—, iz koje slijedi singp=——, cosep= 1 dp=——,
HPSHINEY 8 1RO YT e T e

nalazimo:

J' do _J‘ 2dt 1 _J' 2dt B

2+cosp  1+t2 2+ (1-t)/(1+t?) 21+t +(1-1?)

= J 2 arctg arctg[ J+C

NER S bt
PRIMJER 5.

* d
Izra¢unajmo I g
cos@

0

RjeSenje:

1 cosp=

Qo ... .. 2dt
Iz t=tg— slijedi do=
g2 ! ¢ 1 1+t

+t?

. Osimtoga t=0 za ¢=0 1 t=1/\/§ za ¢=%.
Dakle,
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Td¢jfuﬁzm_wzm_fzm HIM IRGES
Jeosp 41—t 1+t 41— 3 (+Dd-h) i, -1

Integral oblika J R(sinp,cos@)dp moze se izracunati i slijede¢im (jednostavnijim) supstitucijama:

t=cos¢p akoje R(—sing,cos¢)=—R(sinp,cos),
t=singp akoje R(singp,—cosy)=—R(sin¢p,cos¢),
t=tgyp akoje R(—singp,—cos¢y)=R(sinp,cosp).

Evo nekoliko primjera koji to ilustriraju.

PRIMJER 6.
. .3
Izracunajmo I%dx.
2cos” x—1
Rjesenje:
Buduc¢i da je

(—sin X) + (—sin x)° _ [ sinX+ sin® x
2cos® x—1 2cos”® x—1

tj. R(—sin X,cos X) = — R(sin X,cos X), primijenit ¢emo supstituciju t= cosX:

1+ (1-cos’ X)
2cos” x—1

t=cosx 1+(1-t%) t? -2 1p2t> -4
— 2 (~dt)= dt=—
{dt——smxdx} j oy (97 j2t2—1 2I2t2—1

sin X+ sin> X 1+sin? X
I J n xdx =

'xdx.[

2cos’ X— 1 2cos? x—1

2t7 —1-— 3 1 3 dt
= — = — _— :—t—— _—
J 2t — I I2t2 2 4It2—12
t _COosX |\/_cosx 1|
2 4\/_ \/_t+1 2 4\/_ |\/_cosx+1|
PRIMJER 7.
3
Izracunajmo j‘zco;x.dx.
sin” X+ sin X
RjeSenje:
Bududi da je
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(—cos x)’ B cos® X
sin” X+ sin X sin? X+sinX )

tj. R (sin X,—cos X) = — R(sin X, cos X), primijenit ¢emo supstituciju t=sinXx:

J cos® xdx B I (1—sin” X) cos xdx _ | t=sinX J-(l t? )dt
sin? X+ sin X sin? X+ sin X dt = cos xdx t? +

1-t)(1+t 1-t 1 . :
I( t(1)4(rtJ)r ) 4t I dt_Jl(I—ljdt:1n|t|—t+C:ln|sz|—sz+C.

PRIMJER 8.

dx
sin® X+ 2sin Xcos X—cos> X

Izra¢unajmo J.

RjeSenje:
Budu¢i da je R(—sinX, —cos X) =R(sinX, cos X):

1 1

(—sin X)* +2(=sin X)(—cos X) = (—cos X)*  sin” X +2sin Xcos X—cos> X

dx

2
cos™ X

primijenit ¢emo supstituciju t=tgX, iz koje slijedi dt =

J dx __[ dx/cos’x t=tgX ~
sin® X+ 2sin XcosX—cos® X ¥ tg” X+ 2tgX—1 dt:dx/coszx

_J~ dt _I dt 3 u=t+1 _I du
t?+2t-1 Jt+1)*-2 |du=dt u* -2

nu—ﬁ |t+1 \/_| |tgx+1 \/_|
u++2 2\/_ |t+1+\/_| 2\/_ |tgx+1+\/_|

+C=
22

PRIMJER 9.

Izra¢unajmo Itgz xdx .

Rjesenje:

Primijenit ¢emo supstituciju U=tgX :
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u=tgx 2
Itgzxdx: 8 dx = du2 =I u ~du=
X = arctgu 1+u 1+u

2_
=deu=‘[(l— ! 2jdu=u—arctgu+C=tgx—x+C.
l+u l1+u
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