9. PRIMJENE INTEGRALA

PovrSina

Volumen

Duljina luka
PovrSina plohe
TeZiSte

Snaga, energija i rad

ok wbhRE

9.1 POVRSINA

POVRSINA U PRAVOKUTNIM KOORDINATAMA

Ako su funkcije f i g integrabilne na [a, b] i f(X)=g(x), za XE€[a, b], onda je povrsina podrucja koje se
proteze izmedu y=f(X) i y=g(X), od x=a do x=Db, jednaka integralu (usp. sl.1. i 4.5)

b
P={(f(0-g00)dx.

Y
A

y=f(x) A

S)—g )

»
T »>

a X X

y=g(x)

Slika 1.
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PRIMJENE INTEGRALA

PRIMJER 1.

Izradunajmo povrsinu podru¢ja omedenog parabolom y=2x—x* i pravcem y=—X. U kojem
omjeru os parabole dijeli tu povr$inu?
Rjesenje:

Zbog negativnog koeficijenta uz x>, os parabole se proteze od njezinog tjemena na dolje (j. u
negativnom smjeru osi Y). Svodenjem na puni kvadrat jednadzbu parabole mozemo napisati u obliku
y—1=—(x—1)% $to znai da joj je tjeme u tocki (1, 1). Apscise sjecista zadane parabole y=2X — x>
i zadanog pravca Y= —X nalazimo iz jednadzbi

2X—X'=—=X, 3Xx-xX'=X(3-X)=0, X;,=0,3.

Dakle, zadano se podrudje proteze izmedu y=2x—-x> i y=—X, od x=0 do x=3 (v.sl.2.), paje
njegova povrsina,

3 3 2 3 3
= - 2 -\~ = — 2 = 3L_X_
P_-([((Zx x%) — (—X))dx {(3x x> )dx (2 3J

A
y

v

Slika 2.

Os parabole, Xx=1, dijeli povrsinu P na dvije povrSine P, i P,, koje se protezu od Xx=0 do Xx=1, te
od Xx=1 do x=3 (v.sl.2)1iiznose:

2 3

1 1
T3 — %) — (—sendx = [(3x— s x| XX | _7
PI_‘([((zx X*) — (—=X))dx £(3x % )dx (2 ; o

3 3 2 3
_ 22y [ ax s\ dw = | XX | _10
Pz_!((zx %) — (—X))dx !(3x X% )dx (2 S ,
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POVRSINA

Omjer tih povrsina je

PRIMJER 2.

Izra¢unajmo povrsinu lika omedenog kruznicom x>+ y2 =2 iparabolom y= NG (unutar parabole).
Rjesenje:

Sjecista zadanih krivulja nalazimo rjeSavanjem sustava X’ +y*=2, y=x. Dakle,

—1x41+8 —1%3

2yv=2. V' + —2=0 = = =-2,1.
y+ty=2,Yy+y > Y > 5 )

Odavde, zbog X=i\/_ , slijedi,

X=4J-2 =42 i x=+/1=+1.

Nas zanimaju samo realna sjecista. To su S;(—1, 1)1 S(1, 1), $to znaci da se nase podrucje proteze

od x=—1 do x=1, izmedu gornje polukruznice y=+2—x> iparabole y=x> (v.sl.3.)

Njegova je povrsina:

|
P = J(VZ—xz —Xz)dx=%(X\/2—X2 +Zarcsin%]
!

1

-1

1 1) 1 (-1 (1 1) 1 7z
=—|1+2arcsin—= |——| -1+ 2arcsin| — | |-| =+ = |[==—+—.
2 J2) 2 N2 3 3) 3 2

A
y
y=x
S, S,
x2+y2 =2

Slika 3.
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PRIMJENE INTEGRALA

POVRSINA U PRAVOKUTNIM KOORDINATAMA
ZADANA PARAMETARSKI

Ako su funkcije f i g integrabilne na [a,b] i ako je krivulja zadana parametarski (usp. 2.3) s jednadzbama

x=f(t), y=9(1), zate[a,b], onda je povrsina podrucja koje se proteze izmedu te krivulje i osi X, od
x=f(a) do x=f(b), (v.sl4.)jednaka integralu:

b
P= j g(t) f'(t)dt.

Naime, supstitucijom nalazimo:

f (b) y=9() b
jydx: x=f(t) = j g(t) f'(t)dt.
f@ dx= f'(tdt| 2
A
y
() 1) x=£ ()
P= [ydx= [g@)f'()dt y=g ()
f(a) f(a)

\{

X

f(a) S (b)
Slika 4.

PRIMJER 3.

IzraGunajmo povrsinu omedenu elipsom X=acost, y=Dbsint.
RjeSenje:

Cetvrtina zadanog podru¢ja proteze se izmedu elipse i osi X, od Xx=0 do x=a (v.sl. 5.), paje
traZena povrsina

a 0 0
4 j ydx =4 J.(bsint)(—asint)dt = —4ab j sin® tdt =
0 72 /2
7/2
- 2ab% - abr.

0

/2 /2
=4ab J.sinz tdt = 4ab j %(1 —cos2t)dt = 2ab£t —%sin 2tj
0 0
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POVRSINA

A
t=m/2 X=acost
5 y=bsin t
t=0 =
0 a X
Slika 5.

PRIMJER 4.

Izratunajmo povr§inu omedenu astroidom x*° +y*?=a?">.

Rjesenje:

1 1/ v
3. y'"?) leze na

Iz X’ +y* =a? slijedi (x'°)*+(y'?)*=(@'"’)>, $to zna¢i da vrijednosti (x
kruznici radijusa a'’®, pa se mogu prikazati parametarski sa:

1

x'3=a'3cost, y!

3 =a'%sint,
to jest sa:

X=acos’t, y=asint.
Kada se t mijenja od 0 do 27 tocka (X, Y) opisuje astroidu na sl.6.

A
y

—a

Slika 6.

Lako se provjerava da je astroida simetri¢na s obzirom na os X i 0s Y, pa je dovoljno izracunati

Cetvrtinu zadane povrsine. Ona se proteze izmedu osi X i astroide, od X=0 (t= E) do x=a (t=0):
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PRIMJENE INTEGRALA

a 0 7/2
P= 4_[ ydx =4 Iasin3 t3acos’ t(—sint)dt =12a’ Isin“ tcos” tdt =
0 /2 0
2 /2 2
= (v.8.4 primjer 2) = 12a t—lsin4t—lsin3 2t = 3a T
16 4 3 0 8

PRIMJER 5.
Izra¢unajmo povrsinu omedenu prvim svodom cikloide i osi X, gdje je cikloida putanja koju opisuje
rubna tocka kruga radijusa a, kada se on kotrlja po osi X (v. sl.7.).

A
y

Slika 7.
Rjesenje:
1z sl. 7 lako nalazimo parametarske jednadzbe cikloide
X= at—a sint, y=a—a cost, tj. Xx= a(t—sin t), y=a(l —cos t).

Prvi svod cikloide dobija se za t€[0, 2], tj. za jedan puni okret kruga koji se kotrlja po osi X. Dakle,
traZzena povrsina je

2ar

2z 2
P= J.ydx= J.a(l—cost)a(l—cost)dt =a’ j(l—zcost+cos2t)dt=
0 0 0

=a’ t—25in'[+l t+lsin2t
2 2

Povrsinu ispod svoda cikloide jednaka je trostrukoj povrsini kruga koji generira tu cikloidu.

2z
=3a’x.

0

POVRSINA U POLARNIM KOORDINATAMA
Ako je funkcija f intgrabilna na [, #] i ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama (usp. 5.6) sa

r =h(p), za pE€J[a, B], onda je povrsina podrucja koje se proteze od pola do zadane krivulje, izmedu
p=a, i @=p(v.sl8), jednaka integralu:
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POVRSINA
g 1
P=[- () d

Ako su funkcije f i g integrabilne na [a, 8] i f(p)<g(p) za €[, B], onda je povrsina podruéja koje
se u polarnom sustavu proteze od r =f (@) do r=g(p), izmedu p=a i =4 (v.slL9.), jednaka
integralu:

P= f%([g((p) ~[fe)] Jag

Naime, podrucje na sl.8. sastavljeno je od infinitezimalnih (beskona¢no malih) kruznih isjec¢aka s radijusom
1 1
r =h(p) ilukom rdy =h(p)dp, Eija je povrsina Erzdgo = E[h(tp)]quo , pa je ukupna povrsina podrucja
jednaka kontinuiranoj sumi svih tih isjecaka, tj. integralu
lf[h(co)]zdco
27 '

Povrsina podrucja na sl.9. jednaka je razlici dvaju podrucja upravo razmotrene vrste, pa odatle i slijedi
odgovaraju¢a formula:

p=E[g<¢)]2d¢—z%[f<¢)]2d¢=E([g(¢>>]2 ol ho.

Strogi dokaz ovih rezultata koji se ne poziva na infinitezimalne kruzne isjecke i kontinuirane sume,
zainteresiranom Citatelju nudimo na kraju ovog odjeljka.

r=g(p)

P= T% ([e@)T-Lr@)] )do

\4
\{

Slika 8. Slika 9.
PRIMJER 6.

Izra¢unajmo povrsSinu jedne od latica $to ih omeduje krivulja r =cos 2¢p.

RjeSenje:
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PRIMJENE INTEGRALA

Zadana krivulja izgleda kao na sl. 10. a jedna njezina latica dobije se za ¢ od —% do% (usp. 5.6

primjer 4.). Dakle, trazena povrsina je:

/4 u="2 /2
P:l J.cosz 2pdp = ¢ :l jcosz udu=l(u+lsin2uj
27”/4 du=2de 2 8 2

/2

/2

\ 4

Slika 10.

PRIMJER 7.
Izracunajmo povrsinu lika omedenoga kardioidom r =a(l + cos ¢).
Rjesenje:

Kardioida je simetri¢na s obzirom na polarnu os, jer je r(—¢@)=r(p) (usp. 5.6). Kada ¢ raste od 0 do
7, I pada od 2a do 0 preko slijede¢ih vrijednosti:

o| 0 |72 =
rfi2al a | o

Dakle, kardioida izgleda kao na sl. 11. Ona omeduje povrSinu:
P= 2]%612(1 +cosp)’de = aﬁdgo + aZJ.2cosgod(p + azjtcos2 odp =
0 0 0 0

F 2
2 2 T 3a‘r
=alr+a’l== .

o 2 2

2 |F 2 *oal 1.5
=a (p‘o +2a sing| +7(¢+Esm (pj
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POVRSINA

r=a(l+cos )

2a

Slika 11.
PRIMJER 8.

Izra¢unajmo povrsinu lika koji je omeden krivuljom r =1+ 2cos¢, (a)za r=0 i (b)za r=<0.
RjeSenje:

Graf funkcije r =1+ 2cos ¢ izgleda kao na sl.12., pri ¢emu vanjski dio krivulje ima vrijednosti
r=0, za €[ —57/6, 5a/6], dok unutarnji dio krivulje ima vrijednosti r<0, za ¢&E[57/6,77m/6];
usp. 5.6. primjer 8.

r=1+2cos ¢

\4

Slika 12.

(a) Povrsina P* omedena vanjskim dijelom krivulje (r=0) jednaka je, zbog simetrije s obzirom na
polarnu os, dvostrukoj vrijednosti integrala od 0 do 57/6:

57/6 57/6

PT=2 j %(1+2cos¢)2d(p: j(1+4cos¢+4cosz p)de =
0 0

=(g0+4sin¢)+(2(0+sin2g0))|3”/6 =%+2+10Tﬂ—§=%(5”+4—\/§)-

(b) Povrsina P ~ omedena unutarnjim dijelom krivulje (r<0) jednaka je, zbog simetrije s obzirom na
polarnu os, dvostrukoj vrijednosti integrala od 57/6 do 7:
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PRIMJENE INTEGRALA

Tl . . x
P =2 j —(1+200s¢))2d(0=((p+4sm(0+2¢)+sm2(0)|5”/6 =
57/6

6 2

=37Z'—[5?”+2+10—ﬂ—ﬁj=%(ﬂ'—4+\/§).

PRIMJER 9.

Izra¢unajmo povrsinu podrucja koje se nalazi izmedu krivulja r =cos2¢p i r =2 +sin¢.
RjeSenje:

Krivulja r=cos2¢ i r=2+sin¢g skicirane su na sl. 13. PovrSina zatamnjenog podrucja koje se

nalazi izmedu tih krivulja iznosi:

2z 2
P= 2]%((2 +singp)? — (cos2¢)?)de =%J(4+4sin(p+sin2 @ —cos’ 2p)dg =
0 0

1 1 I . 1 I .
=—|4p—-4cosp+—| p——sing |—-—| 2¢ +—sin4
2( 4 4 2((0 5 €0j 4( P > §0D

2z

=4r.

0

r=2+sin ¢

\4

Slika 13.

Za zainteresiranog Citatelja, na kraju ovog odjeljka, formulu za izraCunavanje povrsine u polarnim
koordinatama dokazujemo bez poziva na infinitezimalne (beskona¢no male) kruzne isjecke i njihove
kontinuirane sume.

Razmotrimo, dakle, podru¢je koje se proteZe od pola do krivulje zadane s r =h(yp), izmdu ¢p=a i ¢=0
(v. sl.14.), gdje je funkcija h integrabilna na [a, §]. Ako je & =@o<@;<...<@n_;<@n=p particija

intervala [a, 8] zakojuje di=h(p) i gi=h(p), za E[pi_1, ¢i], onda je Dzz%dizA(oi donja , a

i=1

m
G= z% gizA(oi gornja aproskimacija zadane povrsine. Naime, %dizA(oi je povrsina i-tog kruznog
i=1
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POVRSINA

isjecka sadrzanog u i-tom dijeli zadane povrSine (jaCe zatamnjeno na sl. 14.), dok je 5 gizA(pi povrsSina

i-tog kruznog isjeCka koji sadrzi i-ti dio zadane povrSine (jace i slabije zatamnjeno na sl. 14.). Zato je zadana
povrsina veca od svih takvih donjih, a manja od svih takvih gornjih aproksimacija. S druge strane te su

aproksimacije donje i gornje sume za funkciju E[h(q))]2 , pa je jedina vrijednost, koja se nalazi izmedu svih

donjih i svih gornjih suma, integral te funkcije. Dakle, iznos zadane povrsine P je

B
P=[ LI do.
P

§to smo 1 trebali dokazati.

r=h(p)

\4

Slika 14.

9.2 VOLUMEN

Povrsina lika koji se proteze od x=a do x=Db 1ikoji ima presjek poznate duljine p(X) (v. sl.1.), jednaka je
integralu:

P= j! p(x)dx.

b
To slijedi iz osnovne formule prethodnoga odjeljka, P = J.( f (X)— g(X))dx, buduéi da je f(X)—g(x)=p(x).
a
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PRIMJENE INTEGRALA

P (x)

\/

Slika 1.

Na potpuno isti nac¢in racunamo volumen tijela s presjekom poznate povrsine:
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VOLUMEN

VOLUMEN TIJELA POZNATOG PRESJEKA
METODA ODREZAKA

Ako se tijelo proteze duz osi X, od Xx=a do x=Db (v.sl.2.), 1 ako na razini X ima presjek poznate

povrsine P(X), te ako je funkcija P(X) integrabilna na intervalu [a, b], onda je njegov volumen jednak

integralu:

V= T P(X)dX.

Slika 2.

To ¢emo strogo dokazati na kraju odjeljka.

PRIMJER 1.

IzraCunajmo volumen kosoga kruznog stosca ¢ija baza ima radijus r i ¢ija je visina h.

Rjesenje:
Stozac se proteze od razine X=0 do razine X=h. Presjek sto$ca na razini X ima radijus
r(x)=(h—x)r/h, jer iz sli¢nosti trokuta na sl.3. Slijedi r(x)/r =(h—x)/h. To znaci da je
odgovarajuéa povriina presjeka P(X) = r’(x)w = [(h— X)r /h]*z, pa je trazeni volumen:

h h 2 2 h
_ _r(h=x)" _a 2 2 _
V-!P(X)dx—'gTr ”dX—W.([(h —2hx+ X" )dx =

2 3
j_[hh %]

h

“Lren
3

0

A\
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PRIMJENE INTEGRALA

h A

PRIMJER 2.

Izracunajmo volumen klina na sl. 4. koji je pod kutom « isjecen iz valjka radijusa r.

RjeSenje:
1
Klin se proteze od X=—r do X=r. PovrsSina njegovog presjeka na razini X je P(X)= 5 a(x)-v(x),

dieje a(x)=~r’—x* i v(x)=a(X)tga=+r’—x’tga,paje P(X)=l r’ —x* Jtga . Dakle,
gaje) >

trazeni je volumen:
r

r r 3
V=|PX)dXx=|—=(r" —=x)tgadX=—tga| r " Xx—— =—r’tga.
Jr() [2( tg Zg[ 3J ;e

-r

CAVALIERIJEVA METODA

Ako su dva tijela presijecena familijom paralelnih ravnina tako da su im odgovarajuci presjeci uvijek
jednakih povrsina, onda su volumeni tih tijela jednaki (v. sl.5.)
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I

Slika 5.

Naime, ako os X postavimo okomito na tu familiju paralelnih ravnina, te ako se tijela protezu od x=a
do x=b, te na svakoj razini X imaju presjek povrsine P(x), onda po metodi odrezaka slijedi da oba tijela

b
imaju volumen J P(x)dx .

a

PRIMJER 3.
Koriste¢i se Cavalierijevom metodom izracunajmo volumen kugle radijusa R.
RjeSenje:

Razmotrimo, na sl. 6., pola kugle radijusa R i valjak istoga radijusa R i visine R, iz kojeg je odstranjen
stoZac istog radijusa i visine.

Slika 6.

Presjecemo li oba tijela, sa sl. 6., ravninom paralelnom s njihovim bazama, na visini X, dobit ¢emo
presjeke jednakih povrsina:

2
(\/Rz—xzj r=Rr-Xr.

Po Cavalierijevoj metodi slijedi da je pola volumena kugle jednako volumenu valjka umanjenom za
volumen stoSca:

1y RzﬂR—leﬂR, . V iR
2 3 3
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PRIMJENE INTEGRALA

PRIMJER 4.

Koriste¢i se Cavalierijevom metodom izracunjamo volumen torusa (npr. zracnice), kojem je R veliki
radijus, dok mu je r mali radijus presje¢noga kruga; v. sl.7.

Slika 7.
RjeSenje:

Na ravnini na kojoj lezi torus polozimo, duz njegove izvodnice, valjak radijusa r i visine 2R;

(v. sl.8.). Oba tijela presijecimo familijom ravnina paralelnih s ravninom na koju su tijela poloZena.
Ako ravnina te familije presjeca torus u kruznome vijencu nutarnjega radijusa a i vanjskog radijusa b,
onda ona valjak presijeca u pravokutniku duljine 2Rz i Sirine b—a (usp. sl. 8.). Naime, ta ravnina

presjeca izvodne krugova torusa i valjka (koji se vide kao debele linije na sl.8.) na istoj visini, koja
odreduje iste a i b.

oo

Slika 8.
Povrsine tih presjeka su jednake:
b%r — a’r = 2Ru(b — a),
jer je R (zbog simetrije) srednja vrijednost izmedu aib, tj. R= %(a+ b). Po Cavalierijevoj metodi
slijedi da je volumen torusa jednak volumenu valjka, tj.

V =r’12Rx.
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VOLUMEN

Volumene rotacijskih tijela ¢esto mozemo lako izraCunati, jer je njihov presjek na svakoj razini krug, ¢ija

nam je povrSina dobro poznata. Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi X, onoga lika koji se proteze izmedu

intervala [a, b] na osi X i grafa y=f(X), onda je presjek toga rotacijskog tijela, na razini X, krug s radijusom
b

f (X) i povrsinom [f(X)]’7, usp. sl. 9. Dakle, volumen toga rotacijskog tijela je I[f (X)]2 dx (uz

a

pretpostavljenu integrabilnost funkcije f, dakle i f %, na [a, b]).

Slika 9.

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi X, onoga lika (usp. sl. 10.) koji se od x=a do X=b proteze izmedu
y=f(X) i y=0(X), uz f(X)=g(X), onda je njegov volumen jednak razlici dvaju volumena prethodnoga tipa,
b b b
j [f (%) mdx— j [g(0 ] X, 1. jednak je integralu jﬂ'([f ] =g )dx (uz pretpostavljenu
a a a

integrabilnost funkcija f i g, dakle i % g% na [a, b]).

A
y

Slika 10.
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PRIMJENE INTEGRALA

VOLUMEN ROTACIJSKOG TIJELA
(METODA DISKOVA)

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi X, onoga lika koji se proteZe izmedu intervala [a, b] na osi X i grafa
integrabilne funkcije y=f(X), onda je njegov volumen (v. sl. 9.)

b
V=7zj[f(x)]2dx.

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi X, onoga lika koji se proteZe nad intervalom [a, b] izmedu grafova
integrabilnih funkcija y=7f(X) i y=09(x), gdjeje f(X)=g(x), onda je njegov volumen (v. sl. 10.):

v =] £ 0P ~[g0o] Jx.

PRIMJER 5.

Kugla radijusa r presjecena je na tri dijela paralelnim ravninama koje su od njezinog sredista udaljenje
za r/3. IzraCunajmo volumen svakog od dijelova i volumen cijele kugle.

RjeSenje:

Kugla radijusa r nastaje rotacijom oko osi X, onoga lika koji se proteze od intervala [ —r, r] na osi X
do grafa y=+/r* —x* (usp. sl. 11.). Zato cijela kugla ima volumen:

r r 3\
X 4
V=rx|ydx=x|@?=-x})dx=7|r’x—=—| ==r’z.
Jyiax=s] y) 3
Njezin sredi$nji dio ima volumen (v. sl. 11.):
r/3 r/3 NKE
szjyzdx=nJ.(rz—xz)dx=7{r2x—x—) _325,
3 81
-r/3 -r/3 -r/3
Slijedi da je volumen rubnih dijelova kugle (v. sl.11.):
1 1108 52)\; 28 ;
V.=-V-V)=—|——-—'r=—1"7.
=W 2( 81 81) 81
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VOLUMEN

~

w |~
W |

Slika 11.
PRIMJER 6.

Izradunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi X, lika omedenogs y=x’ i y=X (u
prvom kvadrantu).
RjeSenje:

Grafovi y=X i y=x (v.sl.12.) sijeku se, u prvom kvadrantu, u tokama s apscisama X=0 i X=1
(jer sustav X=X ima rjeSenja X=—1, 0, 1 od kojih x=0,1 daju to¢ke u prvom kvadrantu ). Zato je
trazeni volumen:

1 1 3 7 1
V=7r£([f(X)]2—[g(x)]z)dx=7r'([(x2—xﬂdx:;r(%—%}o=‘;—71z,
A
y =
y=x L
0 (; : 1 x>

Slika 12.
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PRIMJER 7.
Izra¢unajmo volumen rotacijskog elipsoida koji nastaje rotacijom lika (v. sl.13. 1 14.) omedenog
2 2
elipsom %4_[};—2 =1 (a) oko osi X, (b) oko osi Y.
Rjesenje:

(a) Rotacijski elipsoid nastaje rotacijom oko osi X onoga lika koji se, od X=—a do X=a, proteze

izmedu osi X i grafa y=4/b*(1— Xz/az) . Zato je njegov volumen:
a a 2 3
V, =ﬂIy2dx=ﬂjb2 1—X—2 dx=Db’z x—x—2
b b a 3a

A

Z y=b(-x]a’)

a

-4
Rl

Slika 13.

(b) Rotacijski elipsoid nastaje rotacijom oko osi Y lika koji se, od y=—b do y=b, proteze izmedu

osiyigrafa x=.a’(1-y’ / b?) . Buduéi da su xi y sada zamijenili uloge njegov je volumen:

b b 2 3\P

V, = ;rszdyz ﬂJ.aZ(l —%dez azﬁ( —;/?J
b b

=i7za2b.
3

-b
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-b

Slika 14.
PRIMJER 8.

Izracunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi Yy, lika omedenog astroidom koja je
parametarski zadana sa X =acos’t, y=asin’t (usp. 9.1 primjer 4.).

Rjesenje:

4 T
Kada se t mijenja od —3 do 5 tocka (X, Y) opisuje desnu polovicu astroide na sl.15. Zadani

volumen nastaje rotacijom oko osi Y, lika koji se od y=—a do y=a proteze izmedu osi y i desne
polovice astroide. Budué¢i da su X i y sada zamijenili uloge zadani je volumen:

72

a 3 .3
V, =7 J. x*dy = €08 ) 2y S 393 J.cosé tsin’ tcostdt =
b dy =3asin” tcostdt 2

" u=sint L
=3ma’ j(l—sinzt)3 sin” tcostdt = =3ﬂa3j(1—u2)3u2du=
) du = costdt %
1
=37za3j.(u2—3u4+3u6—u8)du:37za3 u_3_£+£_£ :32”33.
; 35 7 9) 105
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—a 1 =—

2

Slika 15.

PRIMJER 9.
Izracunajmo volumen “tuljka” koji nastaje rotacijom oko osi X, lika koji se proteze od x=1 do
X=A izmedu osi X i hiperbole y= i . Sto se zbiva s volumenom kada A— o, tj. kada se “tuljak”
proteze u beskonacnost?

RjeSenje:
Volumen zadanog “tuljka” iznosi (v. s1.16.):

A A A
V=7rJ.y2dX=7rJld—)2(=—Z
] 1 X X

1 A .

Ako A— o onda V->x. To znali da je volumen beskonacno protegnutog “tuljka” na sl. 16.
konacan.

A
y

Slika 16.
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VOLUMEN

Primijetimo da presjek beskonacno protegnutog “tuljka” s ravninom xy nema beskona¢nu povrsinu
(usp. 7.2 primjer 8.) iako sam “tuljak” ima beskonacni volumen.

Volumene rotacijskih tijela mozemo izraCunavati i tzv. metodom ljusaka. Ako tijelo nastaje rotacijom oko
osi Yy, onoga lika koji se proteze od X=a do x=Db izmedu osi X i grafa integrabilne funkcije y=f(x), onda
se ono sastoji od infinitezimalnih (beskonacno tankih) kruznih ljusaka debljine dx, visine f (X) i duljine 2x7,

b
¢iji je volumen 2sxf (X)dX. Kontinuirana suma svih ljusaka od x=a do x=b, dakle j272)<f (X)dx,
a

jednaka je volumenu tog rotacijskog tijela (usp. sl. 17.)

Slika 17.

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi Yy, onoga lika koji se proteze od X=a do x=Db izmedu grafova
integrabilnih funkcija y=f(x) i y=0(x), f(X)=g(X), onda je njegov volumen jednak razlici dvaju
volumena prethodno razmotrene vrste, dakle (usp. sl. 18.):

b b b
jz;zxf (X)dx— j 27xg(X)dx, . jz;zx( f(x) — g(x))dx.

yA

]

y=f(x)

\

ry=gx)

\/

Slika 18.

VOLUMEN ROTACIJSKOG TIJELA
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METODA LJUSAKA

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi Yy, onoga lika koji se proteze izmedu intervala [a, b] na osi X i grafa
integrabilne funkcije y=f(X), onda je njegov volumen (v. sl.17.):

b
vzznjxr(x)dx.

Ako tijelo nastaje rotacijom oko osi Y, onoga lika koji se proteZe nad intervalom [a, b] izmedu
integrabilnih funkcija y=f(X) i y=9g(X), gdjeje f(X)=g(X), onda je njegov volumen (v. s1.18.):

b
V= 24 X(f(X)— g(x))dx.

PRIMJER 10.

Izracunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi Y, lika koji se proteze od intervala [0, 1] na
osi X do grafa y=Xx".

RjeSenje:
Trazeni volumen je (v. sl. 19.):

; . o7
2ﬁI)O(ZdX=2ﬂIX3dX=27Z'— ==,
0 0 4 2

0

A

y

\

Slika 19.

PRIMJER 11.

1z kugle radijusa R izdubljena je (kroz njezino srediste) rupa radijusa r. Koliki dio volumena kugle je
time odstranjen?

RjeSenje:
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VOLUMEN

Pola odstranjenog volumena nastaje rotacijom, oko osi Y, onoga lika koji se proteze od intervala [0, r]
na osi X do grafa y=+ R —x* (v.sl.20.). Zato je iznos odstranjenog volumena:

r _p2_\2 R>—r?
V=2-27zJ.x Rz—xzdx:{u_R X}
0

=-2r Ix/adu =
du =-2xdx e

r? )
=2r I\/Udu = 27r§u3/2

R?—r?

=S AR (R 1)) =
r

r
R? -

Omjer odstranjenog volumena i volumena kugle je

5 \32 5 \32
iR37r 1- l—r—2 :iR37r=1— l—r—2 .
3 R 3 R

Na primjer, polovina kugle je odstranjena onda ako je

3/2
1_(1_r2)/ 1 e

S| == =" "R
R 2 4

Y A

|
=
|

~N
~
=
<A 4

Slika 20.

505



PRIMJENE INTEGRALA

PRIMJER 12.

Izradunajmo volumen torusa koji nastaje rotacijom kruga omedenog kruznicom (x—R)*+Yy*=r? oko
osi Y (usp. primjer 4.).

Rjesenje:

Slika 21.

Trazeni volumen nastaje rotacijom, oko osi Yy, onoga lika koji se nad intervalom [R —r, R+r] na osi

X proteZe izmedu grafa y=+/r? —(x—R)? igrafa y=—+/r?—(x—R)? (v.sl.21), paje po

metodi ljusaka njegov iznos

R+r

V=2 2_(x=R)? +4/r1 =(x=R)? Jdx =
ﬁR[rx(\/r (x )+\/r (x ))x

R+r — _R r
=4r J.xw/r2 —(x—R)zdx={ud X }=4nj(u+ RIWr? —u?du=
u=
R-r -r

dx

r r
=47Z'IU\/F2 —uzdu+4RrrJ' r2 —Uzdu=O+4R7[-%I’27Z'=2Rﬂ'-r2ﬂ'.

-r -r
r

Naime, v=u~r’>—u’ je neparna funkcija, pa je J.u\/r2 —u’du=0 (v.sl.22)), dok je
-r

r
v=+r?—u® jednadzba gornje polovice kruznice radijusa r, pa je J.\/r2 —u’du= %rZﬂ' (v.sl.22)).
—r
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VOLUMEN

v=Alr —u
_ |2 2
v=uNro —u

\/
\ 4

Slika 22.

Volumen rotacijskog tijela naj¢es¢e mozemo racunati s obje metode, dakle i metodom diskova i
metodom ljusaka.

PRIMJER 13.

Volumen torusa iz 12. primjera izracunajmo metodom diskova.
RjeSenje:

TraZeni volumen nastaje rotacijom, oko osi Y, lika koji se nad intervalom [ —r, r], na osi X, proteze

izmedu grafa x=R+ r> —u’ igrafa x=R—vr’>—u? (v.sl. 23.), pa prema metodi diskova
1znosi:

\Y =7rj'[(R+w/r2 —yz)z —[R—,/rz —yzjz}dyz
=7zj4R,/r2 —y2dy=4R7rj‘w/r2 —yzdy=4R7z%r27r=2R7z-l’27r.

yA

Slika 23.

I na kraju, zainteresiranom C¢itatelju nudimo i stroge dokaze valjanosti nasih metoda. Promotrimo najprije

tijelo poznatog presjeka. Ako se ono sastoji od n ravnih plo¢a povrSine P(X;) 1 debljine Ax; (¢iji je volumen

P(x)AX;), onda je ukupni volumen takvoga tijela Z P(x )Ax ,Sto je integral stepenaste funkcije P(X)=

i=1
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PRIMJENE INTEGRALA

b
P(x), za Xe[Xi_1, Xi], tj. volumen tijela je tada IP(X)dX; usp. sl. 24. U opcem slucaju tijelo zadanog

a
presjeka P(X) moze se odozdo aproksimirati takvim plo¢astim (stepenastim) tijelom, koje je tada potpuno
sadrzano u zadanom tijelu, i isto se tako moze odozgo aproksimirati takvim plocastim (stepenastim) tijelom,
koje tada potpuno obuhvaca zadano tijelo. Volumeni tih gornjih i donjih aproksimacija su gornje i donje
sume za P(X) na [a, b]. Nasa metoda pretpostavlja da je funkcija P(X) integrabilna na [a, b], pa postoji to¢no
jedna vrijednost koja je smjestena izmedu svih takvih donjih i gornjih aproksimacija. To je po definiciji
b
I P(x)dx, ion je jednak volumenu zadanog tijela poznatog presjeka P(X). To smo i trebali dokazati.

a

\/

Slika 24.

Metoda diskova samo je jedna konkretna primjena metode odrezaka, ¢ija je valjanost upravo dokazana, pa je
stoga i ona sama valjana. Valjanost metode ljusaka moze se dokazati na sli¢an nacin, kori§tenjem gornjih i
donjih aproksimacija, $to prepustamo Citatelju da sam provede.

9.3 DULJINA LUKA

Duljina dijela neke ravninske krivulje zovemo duljinom luka te krivulje. Razmotrimo najprije krivulju koja
je zadana parametarski sa x="f(t), y=9(t), za t€[a, b]. Ona je sastavljena od infinitezimalnih segmenata
ds, koji su hipotenuze infinitezimalnih pravokutnih trokuta s katetama dx i dy (v. sl.1.). Prema Pitagorinom

teoremu ds=+/dx* +dy* . No, dx=(dx/dt)dt=Ff'(t)dt i dy=(dy/dt)dt=g'(t)dt, $to znaci da je

ds= \/(dx/dt)2 + (dy/dt)2 dt = \/[f ’(t)]2 + [g’(t)]2 dt . Ukupnu duljina luka, od t=a do t=Db, nalazimo

kontinuiranim zbrajanjem svih infinitezimalnih segmenata ds, tj.

b b
L = [y/(dx/dt)’ + (dy/dtydt = [{[£'®F + [g'® dt.

Ako je krivulja graf funkcije y=f(X), nad intervalom [a, b], onda za parametar X imamo X=X i y=f(X),
uz Xe[a, b], paje duljina u tom slucaju
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DULJINA LUKA

L= T‘/l +(dy/dx)’ dx = T‘/l +[ /([ dx

Stroze opravdanje nasih formula za duljinu luka, koje se ne poziva na infinitezimalne segmente i njihovo
kontinuirano zbrajanje, zainteresiranom ¢itatelju nudimo na kraju odjeljka.

A
y

x=f ()
y=g(®

\{

Slika 1.
DULJINA LUKA U PRAVOKUTNIM KOORDINATAMA

Ako je luk krivulje parametarski zadan funkcijama x=f(t) i y=9(t), za t€[a, b], te ako te funkcije
imaju integrabilne derivacije dx/dt=f'(t) i dy/dt=g’(t), onda je duljina tog luka jednaka integralu:

in (%j [ jdt—j\/f(x) +[g'0Fdt.

Ako je luk zadan kao graf funkcije y=f(X), za xe[a, b], te ako ta funkcija ima integrabilnu derivaciju
dy/dx=f'(x), onda je duljina zadanog luka:

L =T 1+(%de:i,/1+[f '(x)J dx

PRIMJER 1.

Izra¢unajmo duljinu kruznice X=rcost, y=rsint, te[0, 2x].
RjeSenje:

Prema uokvirenoj formuli

J. (dx) (dyj dt—j\/r sin’t+r? cos tdt—rf sin’t + cos> dt—rjdt—27z'r

§to nam je dobro poznato.

PRIMJER 2.
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Izradunajmo duljinu parabole y=x>, od x=0 do x=1.
RjeSenje:

Prema uokvirenoj formuli

L= Jl. 1+ jdx:j' 1+(2x)*dx = ZI [ j2+x dx=
0 0

S TS Y| A

0

PRIMJER 3.
Izradunajmo duljinu asteroide X =acos’t, y=asin’t (v. 9.1 primjer 4.).
Rjesenje:

Zbog simetrije vrijedi

L= 4J. ( j [ J dt—4_[\/9a cos*tsin’t+9a’sin’ tcos’ tdt =

72 /2
—4I \/9a cos’ tsin® t(sin’t + cos t)dt—4J.3asmtcostdt—6asm t i = 6a.

PRIMJER 4.

Izra¢unajmo duljinu spirale X =tsint, y=tcost, t€[0, 4x].
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DULJINA LUKA
RjeSenje:

dy

dx . . o
Iz — =sint+tcost, — =cost—tsint slijedi:
dt dt

dx dy\ . . . .
(E) + (d_i/) =sin %t + 2tsin tcos t + t°cos ’t + cos *t — 2tsin tcos t + t°sin *t
=(sin’t +cos’t)(1 +t}) =1 + t*

Dakle,

4z

~ 80.8.

0

L= j ( ] (dyj dt= j 1+t dt—z(t 1+t2 +ln‘t+m

)

PRIMJER 5.
Izratunajmo opseg lika omedenog krivuljom y*=x* i y=+2—x*.
Rjesenje:

Odredimo sjeciita zadanih krivulja. Iz y* =X’ i y*=2-x* slijedi y°+y*—2=0. O¢ito je
y=1 jedno rjesenje te kubne jednadzbe, pa se polinom Y’ +y*>—2 moze faktorizirati na linearni
faktor y—2 i kvadratni faktor koji nalazimo dijeljenjem:

Y4y =2 1 y-2=y +y+2
—(y' -2y)
2y* -2
-2y’ ~2y)
2y -2
-(@2y-2)
0

To znadi da se kubna jednadzba Yy’ +y*— 2=0 moze napisati u obliku (y—2)(y*+y+2)=0,
odakle slijedi da su njezini preostali korijeni kompleksni. Dakle, y=1 je jedino realno rjeSenje

na$ega sustava, kojem odgovaraju vrijednosti X=4/y’ = JI=+1. Trazena sjeciSta su (1, 1) i
S(—1, 1). Trazeni opseg je OS; + 5,5, +S50=2(0S5 +S,S) (v.sl. 2.).

0S, = j(dXJ +1dy = j( j+1dy j,/—y+1dy——j(4+9y)l/2dy

112 !

=255+ = ((4+9)3/2 4% = (13\/_ ).

0
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SS—j‘ 1+[Q)2dx—jwl+ X" dX—\/_I \/_arcsm— —”—\E
0 dX 0 2—X2 1/2 X 4

Dakle, trazeni opseg je

L =2(0S, +SIS)=%(13\/B—8)+”\25 ~5.1.

A

y

S =+/2—x?

Sz(-l, 1) Sl(l, 1)

X = ﬂy3

0 X>

Slika 2.

Ako parametarske jednadzbe x=f(t), y=g(t) opisuju gibanje tocke (X, y¥) u vremenu t, onda je

o-f\(5) (3

put Sto ga tocka prijede od trenutka a do trenutka t. Prema osnovnom teoremu infinitezimalnog racuna
(usp. 4.3) brzina opisanoga gibanja S'(t) je

v(t)=s'(t)= (Ej +[%}

BRZINA GIBANJA

Ako se tocka (X, y) giba u skladu sa x="f(t), y=g(t), onda je njezina brzina u trenutku t

w(t) = ( j+(dyj [t oF+[goF .

dt

PRIMJER 6.

Cestica se giba po elipsi 4x*+Yy* =4 u skladu s jednadzbama x=cost, y=2sint. Kada je njezina
brzina najveca, a kada najmanja?

RjeSenje:
Prema uokvirenoj formuli brzina Cestice, u trenutku t, je
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2
v(t) = [%j [dt) x/sm t+4cos’ t—x/1+3cos

dt

Brzina je oéito najveéa kada je cos”t najveéi, tj. kada je cost= = 1. Te vrijednosti dobijamo za
t=0, 7, 277, ... tj. u tjemenima elipse na osi X. Brzina je najmanja kada je cos *t najmanje, tj. kada je
r 3n Sz

cost=0. Te vrijednosti dobijemo za t= 2oy tj. u tjemenima elipse na osi y (v. sl. 3.).
A

y

2
X=cos ¢
y=2sint

4x% + y2 =4
-1 1 X=
2
Slika 3.

PRIMJER 7.

Izra¢unajmo duljinu prvog luka cikloide x=a(t—sint), y=a(l —cost). Prethodne jednadzbe
opisuju gibanje obodne tocke kruga koji se jedinicnom kutnom brzinom kotrlja po osi X;
(usp. 9.1 primjer 5). Kada se ta tocka giba najbrze?

RjeSenje:

Duljina prvoga luka cikloide je (usp. 9.1 primjer 5., s.7.):

L= I ( J ( jdt J.\/a (1-cost)* +a*sin tdt—aj. 2(1—cost)dt =

2z
=8a.
0

2z
_\/_aj.«/l cos dt—\/_aJ.1/2s1n —dt—2ajsin%dt=—4acos%
0

Brzina gibanja obodne tocke kruga je:
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2 2
v(t) = ax + L =+2ay/1—cost .
dt dt

Ona je najvecéa kada je cos t najmanji, tj, za t=u, 37, 57, ... kada je obodna tocka na vrhu kotrljajuceg
kruga. Brzina tada iznosi 2a.

Ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama s r =f(¢) i €[, B], ondaiz X=rcos¢,
y=rsin¢ (usp. 5.6) slijedi da su

x=f(p)cosp, y=f(p)sing, ¢E€[a,pl,

njezine parametarske jednadzbe. Dakle, duljina luka te krivulje, od ¢ = do ¢ =p, iznosi

B
JE@F +[H @ dp = [{r? +dr/dg)* do

DULJINA LUKA U POLARNIM KOORDINATAMA

Ako je luk krivulje zadan u polarnim koordinatama s r =f(p) i ¢€[a, f], te ako su funkcije f i njezina
derivacija integrabilne, onda je duljina tog luka (v. sl.4.) jednaka integralu

( 2 2 ( dr ’
L=[[f@] +[f(@Pdp=] r2+(d—j do.
7 : 0

r=f(p)

\{

Slika 4.

PRIMJER 8.
Izracunajmo duljinu luka krivulje r =sin¢, za ¢€[0, 7/2],
RjeSenje:

Prema uokvirenoj formuli traZena je duljina:
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DULJINA LUKA

/2 /2

L= J‘\lsm @ +cos’ pdg = jdgo—

Uoc¢imo da je to Cetvrtina kruznice (usp. 5.6 primjer 3.)

PRIMJER 9.

Izra¢unajmo duljinu kardiode r =a(l + cos ¢); usp. 9.1 primjer 7, sl.11.

RjeSenje:

Prema uokvirenoj formuli traZzena duljina je:

L= 2j\/a2(l+cos¢7)2 +a’sin’ pdg = 2aj1/2(1+cos¢7)d¢7 =
0 0

:2a\/5.[1/2cos2%d¢=4aj.cos—d¢ 4a251n% =8a
0 0

Primijetimo da je 0052% =

cos% , ane cosZ . Dasmo pogresno uvrstili cos% dobili bismo

=cosZ.
2

netocni rezultat 0, a ne to¢ni 8a. Naravno za @€[0, 7], tj. za %e [0%} , cos%

PRIMJER 10.

Izradunajmo duljinu luka krivulje r =acos’ % , Za Q€ [O,%} .

Rjesenje:

Iz r=acos’ 2 slijedi d—r=3acos2£ —sin? -lz—acoszﬁsinﬂ.
3 d 3 3)3 3 3

@

Dakle, trazena duljina luka je

/2 7/2

L= [ [r*+ g—;jqu;:j
0

0
/2 /2

:aj\/cos“%(cosz%Jrsin )dgo aj,/ dqo—
0

:§(27r+3\/§).

\/az cos® £+ a? cos* £ sin? (od(o—
3 3 3

—§.|.(1+cosg jd —E( +§s1ng ]
29 3(p v 2 4 2 3(p

0
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Za zainteresiranog Citatelja jo§ jednom ¢emo razmotriti nase formule za duljinu luka, ne pozivajuéi se vise na
infinitezimalne segmente i njihovo kontinuirano zbrajanje (usp. po¢etak odjeljka).

Luk krivulje x=f(t), y=9(t), za t€[a, b], podijelimo diobenim to¢kama koje odgovaraju parametrima t,
=a,ty, ..., ti, t, ... th1, th=D. One cijeli luk duljine | dijele na N manjih lukova duljine Aly, ... Al;, ..., Aly,

tj. | = ZH:AIi (v.sl.5).

i=1

y=f(x)

\

Slika 5.

Svaki od manjih lukova Al; nastaje gibanjem to¢ke (X,y) od t=t;; do t=t;, uz varijabilnu horizontalnu
brzinu dx/dt i varijabilnu vertikalnu brzinu dy/dt. Ako bi se tocka gibala konstantnom horizontalnom
brzinom dy (odnosno gy) koja je manja (odnosno veca) od svih trenutnih brzina dx/dt na intervalu [ti, ;] 1
konstantnom vertikalnom brzinom d,; (odnosno g;) koja je manja (odnosno vec¢a) od svih trenutnih brzina
dy/dt na [ti.;, t;], onda bi ona presla put koji je manji (odnosno veéi) od Al;. Dakle,

\/(dxiAti)z +(dyiAti)2 <Al; S\/(gxiAti)z +(gyiAti)2

odakle slijedi,
n n
YAy +du AL <1< gk gl AL
i=1 i=1

Iz definicija dy 1 dyi, te g« 1 gy, slijedi da su lijeva i desna strana prethodne jednadZbe donja i gornja

suma funkcije \/ (dx/dt)* +(dy/dt)* , na intervalu [a, b]. Ako je ta funkcija integrabilna onda je njezin

integral jedinstveni broj smjesten izmedu njezinih gornjih i donjih suma, tj.

! =z (%j +(%j = EJ[f ‘OF +[g®F dt.

516



POVRSINA PLOHE

9.4 POVRSINA PLOHE

Ako luk neke krivulje rotiramo oko zadane osi, dobit ¢emo rotacijsku plohu ¢ija se povrsina nalazi
integracijom na slijedeci nacin.

POVRSINA ROTACIJSKE PLOHE
Ako je luk krivulje zadan parametarski (usp. 2.3) s jednadzbama
x=f{), y=g(), zaast<b,

onda je povrsina koja nastaje rotacijom tog luka oko osi X (v. sl.1.):

b b dXZ dy2
P=(2zyds=[2ay, || = | +| =] dt.
[aasis= o[ ] +( )

Povrsina plohe koja nastaje rotacijom tog luka oko osiy je (v. sl. 2.):
b b 2 2
P:fZﬂxds:IZ ax + dy dt.
dt dt
a a
Ako je luk krivulje zadan eksplicitno sa

y=0g(X), za asx<b,

onda povrsina koja nastaje njegovom rotacijom oko osi X iznosi

b b d 2
pz.[zﬂydszj'z;zy 1+ 2 ax,
4 A dx

a povrsina plohe koja nastaje njegovom rotacijom oko osi Y iznosi

b b d 2
P=Jands=I2 1+ Y dx.
4 A dx

Slika 1. Slika 2.
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U tocnost uokvirenih formula mozemo se uvjeriti na slijede¢i nacin. Ploha koja nastaje rotacijom luka
x=f(t), y=g(t) za a<t<b, oko osi X, sastavljena je od infinitezimalnih traka koje nastaju rotacijom
infinitezimalnih segmenata ds (v. sl. 3.). Svaka takva traka je plast krnjoga stosca ¢ija je povrsina 2ryds

(v. sl. 4.). Ukupnu povrsinu rotacijske plohe nalazimo kontinuiranim zbrajanjem svih infinitezimalnih traka,

b
od t=a do t=b, tj. P=j27zyds. Buduéi da je ds=\/(dx/dt)2+(dy/dt)2dt (usp. 9.3.) slijedi da je
a

b
trazena povisina P = [2zy/(dx/dt)? +(dy/dt)’dt
a

Na isti nacin opravdava se i valjanost druge formule, dok treca i Cetvrta slijede iz prve i druge (jer je
dx/dx =1).

A ds

y

\

Slika 3. Slika 4

Za zainteresiranog Citatelja na kraju odjeljka dajemo stroze opravdavanje nasih formula, koje se ne poziva na
infinitezimalne trake i kontinuirano zbrajanje.

PRIMJER 1.

Izracunajmo povrSinu sfere radijusa r.
Rjesenje:

Sfera nastaje rotacijom polukruznice

y=+r*—x*>, —rs<xsr,

ili ekvivalentno

X=rcost, y=rsint, O<t=m,

oko osi x. Dakle, trazena povrsina je
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P jZﬂyde jznm o

r
- J'Zmdx= 2mN, =4r’z,

ili ekvivalentno

T dx) (dy
P=|2 — | + dt = | 271 sinty'r 2t+r’cos’tdt=
_(I]l Ty. (dtj (dtj I sin \/ sin Ccos

= I27zr2 sintdt = 27r? cost‘: =4r’y.
0

PRIMJER 2.

Izradunajmo povrsinu plohe koja nastaje rotacijom luka krivulje y=x’, 0<x<1, oko osi X.
RjeSenje:

Povrsina zadane plohe (v. sl. 5.) jednaka je integralu

1 1 1
P= J0.27zde= !2m<3w/1+(dy/dx)2dx= 272"([X3 1+9x*dx =

10

=%(1o3/2 ~1)~3.56.

dv=36x3dx| 18 18 3

1

1

_ 4 10
:{V—1+9X }:ljﬁdwl-gv”

PRIMJER 3.
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Izradunajmo povrsinu plohe koja nastaje rotacijom, oko osi y, luka krivulje y=x>, 1<x<2.
RjeSenje:

Povrsina zadane plohe (v. sl. 6.) je

P= j.27rxds= J2.272Xw/1+(dy/dx)2dx= 27rj.x 1+4x*dx =
1 1 1

17

=T (17¥2 ~5%7) ~ 30.85.
du =8xdx 6

5

u=1+4x" T2 5
- =7 (Judu=Z.Zu¥?
e = =5

\ 4

Slika 6.
PRIMJER 4.

Izracunajmo povrsinu plohe koja nastaje rotacijom jednoga poluvala sinusoide y=sinX, oko osi X.
RjeSenje:

Povrsina zadane plohe (v. sl. 7.) je:

P=.[27zyds=j‘27zyw/1+(dy/dx)2dx=ZﬂIsinx 1+ cos? xdx =
0 0 0

_ o8 =2z [V1+tdt =27 [J1+tdt =
dt = —sin xdx 1 ’
2}

t++1+t 1 _ﬂ( 2+ln‘1+\/_‘ ln‘ 1+\/_‘)=

=2r lt 1+t2 +lln
2 2
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:2ﬁn+ﬂlngti —2V2r+2in(y2 +1f =242z + 27 1(V2 +1) = 22(y2 + In(v2 +1))

y=sin x

\/

Slika 7.

PRIMJER 5.

Izradunajmo povrsinu plohe koja nastaje rotacijom astroide X =acos’t, y=asin’t, za 0<t< % , oko
osi X.

RjeSenje:
Povrsina zadane plohe (v. sl. 8.) je:

7/2 z/2 Yy
P= ! 2ayds= | 27y/(dx/dt)* + (dy/dt)>dt =
0

a x=acos’ t
.3

y=asin’ t

0<t=<z/2

7/2
=2r J. asin3t\/9a2 cos*tsin’t+9a’sin*tcos’tdt =
0

7/2 »
=6a’r J sin3t\/sin2 tcos” t(sin’t + cos” t)dt = a X
0
72 .5 7/2
. t 6
=6a’r Ism“t costdt = 6a’z 20 = 3 a’r.
0 0

Slika 8.

PRIMJER 6.

Izracunajmo povrsinu plohe koja nastaje rotacijom grafa y=InX, 2<X<3 oko osiy.

Rjesenje:
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Povrsina zadane plohe (v. sl. 9.) je:

P= j27szS= j.27zxw/1+(dy/dx)2dx= 27zjx N +%dx = 2;ri\/x2 +1dx =
2 2

) _;z(a/_ 245 +1 3:{;}

= 27[(%\/ x* +1 +%ln‘x+ x* +1

y=Inx

\{

Wt

X
Slika 9.
PRIMJER 7.
2y
Izradunajmo oplosje rotacijskog elipsoida koji nastaje rotacijom elipse —-+ e =1 oko osi X.
a
RjeSenje:

Oplosje zadanog elipsoida (v. sl.10.) je

P= 2jzﬂyds 47rjy 1+(ij dx= 4”_[ y +(ydy) dx.

dx
A
Yy
b LA
a? b B
—a a X=
—-b
Slika 10.
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2
No implicitnim deriviranjem iz —-+ y—z =1 slijedi —X +—- 2ydy =0, to jest yg = —b—2X .
a> b a’ b’ dx dx a
Dakle,
dy , b b
P= 47:I y +(yd J dx=4r I\/b . +7dx_
J. x*d —e2x2dx,
a? —b?
gdje je ¢ =———— tzv. ekscentricitet elipse (pretpostavljamo da je a > b). Uvedemo li
a

supstituciju ex = asint, iz koje slijedi edX = acostdt, posljednji integral postaje

arcsing

arcsing 47Za.b
@ j Ja?-a? sinztgcostdt = Icosz tdt =
a 0 F & 0
= 27ab (t+sint cost) = 2ﬂab(arcsmg +1-¢g? j
& 0 &

Naime, iz sl.11 vidimo da je cos(arcsine) = cost =~/1—¢” .

1—¢?

Slika 11.

Ako b —>a, onda ¢ = 0, arcsine /e > 1, V1—-g” = 1 ielipsoid prelazi u sferu radijusa a, &ija je
povriina 4a’w.

PRIMJER 8.

Izratunajmo povrsinu plohe torusa koja nastaje rotacijom kruznice (X —R)*+y*=r? oko osi Yy (usp.
9.2 primjer 12.).

RjeSenje:

Povrsina zadane plohe torusa je:
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R+r R+r R+r
P=2 jz;zxds=4;r wa/1+(dy/dx)2dx=47zjl \/ (xR’ o dx=
R-r R-r

~(x-R)’

R+r
X

f e {t—x R} j t+R

=4nf

=2rz-2Rx.

-r

X
=0+ 4arRarcsin—|
r

©otdt ©oodt
=47 | —— + 4R | ——
_"-,\/rz—t2 :‘-,\/rz—t2

0, jerje _t neparna funkcija.

j tdt
o rr—t?

Uocimo da je

PRIMJER 9.

Izra¢unajmo povrsinu beskonacno protegnute plohe koja nastaje rotacijom luka hiperbole y= <

l1<x<o, oko osi X (usp. 9.2 primjer 2.).
RjeSenje:

Povrsina zadane plohe je:

A A
P:nmjz;zyds:nmjz;rl 1+(dyj dx> lim andx 27 lim In A= .
A~>ool A~)001 X

dx Ao 1 A

Dakle, povrsina zadane plohe je beskonacna. Uo¢imo da se radi o beskonacnom oplosju konacnog
volumena (usp. 9.2 primjer 2.).

Za zainteresiranog Citatelja jo§ jednom ¢emo razmotriti naSe formule za povrSinu rotacijske plohe, ne
pozivajuci se vise na infinitezimalne trake i njihovo kontinuirano zbrajanje (usp. pocetak odjeljka).

Promotrimo, dakle plohu koja nastaje rotacijom, oko osi X, luka krivulje y=f(x), asx<b (v.sl. 12.).
Ako taj luk podijelimo diobenim tockama (Xo,f (Xo)) = (&,f(Q)), (X1, f (X1)), ..., Xn_1,f Xn_1)),

(Xn.f (Xn)) = (b,f (b)) i aproksimiramo ga poligonskom linijom koja te to¢ke povezuje duzinama, onda
¢e ploha koja nastaje rotacijom poligonske linije aproksimirati plohu koja nastaje rotacijom luka
polazne krivulje.
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v

X
Slika 12.
Poligonska linija je graf po dijelovima linearne funkcije:
kx+h, xE|a, x|

k,x+b,, XE[x, X, ]

p(X) = 3 5

Ko X+b,_), XE[Xn—za Xn—l]
kx+b,, XE[X,_;, b

koja na intervalu [a, b] aproksimira funkciju f (X). Dokazat ¢emo da je povrsina plohe, koja nastaje
rotacijom poligonske linije, oko osi X, jednaka integralu

i=1

b %
jzﬂp(x),/l +[pofdx=>" J.27r(kix+ b)y/1+k2dx.
a Xi_

1

Taj integral je to bolja aproksimacija integrala

b
jzﬂf(x) 1+[f'0f dx,

Sto je p(X) bolja aproksimacija od f (X) (to se moze preciznije iskazati i dokazati pomoc¢u donjih i gornjih
suma za 2af (X)4/1+ [f ’(X)]2 na [a, b], kao §to smo to ucinili za duljinu luka na kraju 9.3). Zato povrSinu

plohe koja nastaje rotacijom luka krivulje y = f(X), za a<X< b definiramo posljednjim integralom. No to
je jedna od nasih formula. (Druge se mogu opravdati na isti nacin.)
Preostaje nam stoga dokazati da je povrsina plasta krnjoga stoSca, koji nastaje rotacijom duZzine

Xi
y = kX + bj, X_;=X=<X;, oko osi X (v. sl.13.), jednaka integralu I27r(kix+h) 1+ kizdx.
Xy
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2my,

Slika 13. Slika 14.
Razvijemo li taj plast (v. sl. 14.) vidjet ¢emo da se radi o isjecku kruznoga vijenca ¢ija je povrsina
w(Yi_1 + Vi)Si. Naime, povrsina isjeCka kruznoga vijenca §irine S = (R — r) i srednjice duljine L iznosi SL
jerje (v.sl 15.):

R+r
P=RZ_r?_(R-r)2- R—r( j _
5 5 ( )2 (R-r1) )P

R
{ R +r
K 2

Slika 15.

Dakle, povrsina plasta krnjoga stosca s(yi_1 + Vi)Si.(v. sl. 13.) iznosi:
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(Y +Yi)\/(xi _XH)2 +ki2(xi =% =2(kX_ +b +kx +b)(X _Xi—l)\/1+ki2 =

Z”\/1+ki2[ki(xi +%,)+2b ](Xi _Xi—l):”\/1+ki2 [ki(xi2 —x2,) +2b (X _Xi—l)]:
2 2 5 X
— o7y l+k’ ki%m,(xi—xi_l)}zm/uki{kiX?+blx}

X1

Xi
= [27(kx+B)y1+ k7 dx,
Xi-1
$to smo i trebali dokazati.
I na kraju, upozoravamo na jednu pogresnu analogiju. Duljina krivulje aproksimirana je duljinama duZina Ciji
krajevi leze na krivulji. Sto su te duzine manje to je aproksimacija bolja (v. sl.16). Mogli bismo analogno

pomisliti da je i povrSina plohe aproksimirana povr§inom trokuta ¢iji vrhovi leze na plohi, te da je
aproksimacija to bolja Sto su ti trokuti manji (v. sl. 17.). To medutim nije to¢no.

Slika 16.

Promotrimo plast valjka jedini¢ne visine i jedini¢nog radijusa, ¢ija je povrSina oc¢ito 2s. Podijelimo taj
valjak na m valjaka visine 1/m. U bazu svakoga od njih upiSimo pravilni n-terokut i to tako da je svaki za
mr/n zaokrenut u odnosu na sljede¢i (v. sl. 17). Spojimo tocke susjednih n-terokuta tako da 2n trokuta
“aproksimira” plast valjka visine 1/m, a ukupno 2nm trokuta “aproksimira” plast cijelog jedini¢nog valjka.

Slika 17.
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Povrsina svakog pojedinog trokuta je T =av/2, gdje je a stranica pravilnog n-terokuta, a V je hipotenuza
pravokutnog trokuta s katetama X i 1/m. Dakle (v. sl. 18.),

. T T
a=2sin—, X=l-cos—, V= [X +—,
m

Slika 18.

Plast cijelog jedini¢nog valjka “aproksimiran” je sa 2mn takvih trokuta:

2 _ 2 2
Pn= 2mnsin£\/(1—cos£j +L2 = 2ﬂ[sinﬁ/”j\/wﬂ'z%+l .
n n m n/ n z/n n

Budu¢i da je limsina/a =1 i lim(l-cosa)/a = lir%a/Z (er je (1 — cosa)/a= al2! — /4! + /6! —

a—0 a—0

...) slijedi da za m, n - oo, “aproksimacija” P, tezi prema:

2 2 4.2
lim 2n\/(£J 2 1 = lim 27 14+ 20
m—w n n m—w 2n

N—oo n—ow

Dakle,
4.2
lim Py, = lim 27,1+ 70
m—o0 Mm% 2n
N—o0 N—o0

Za m=n, Py, - 27 §to je to¢na vrijednost povrsine plasta. Aliza m=n’, Py, = oo, §to sigurno nije to¢na
vrijednost. Za m = [kn*?] (m je cijeli dio broja u zagradi), Pm, = 27K , za bilo koji k=1.

Dakle, trokuti ¢iji vrhovi leze na plastu ne aproksimiraju povrsinu plasta (iako najmanja od svih mogucih
“aproksimacija”, koju dobijamo za m = n, to Cini, a to je i opéenito tocno).

9.5 TEZISTE

Tocka u kojoj mozemo poduprijeti ravnu Sipku ili plocu, tako da ona miruje u polju sile teze, zove se
teziStem te Sipke odnosno ploce (v. sl.1.).
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NalaZenje tezista ravnih ploca i Sipki jedna je od mnogobrojnih fizikalnih primjena integriranja.

teziSte

teziste

Slika 1.

Razmotrimo najprije problem Sipke, i to najjednostavniji (idealizirani) slucaj dvije tockaste mase m; i m,
smjesStene na krajevima horizontalne Sipke zanemarive mase (v. sl.2.). Ako Sipku podupremo u tocki koja je

na udaljenosti d; od mase m;, odnosno d, od m,, ona ¢e (po Arhimedovom zakonu poluge) biti u ravnotezi
ako je

mldl =m, dz.

Postavimo li os X duz horizontalne §ipke i oznacimo li koordinate mase m;, mase M, i njihova tezista sa X;, X,
i X slijedi da je (v. sl.3.)

ml(i_xl)zmz(xz -X)

odakle rjeSavanjem po X nalazimo

= MX +MhX
m +m,
P d, . d X, x X,
N P > _.
O i O A *—
m, m, X=X, X,—X
Slika 2. Slika 3.

Ako je na Sipku zanemarive tezine rasporedeno N masa, m;, M, ...M,, onda se njihovo teziste moze odrediti
uz pomo¢ slijedeceg principa superpozicije tezista.

PRINCIP SUPERPOZICIJE TEZISTA

Ako je tijelo T mase M podijeljeno na dva tijela T; i T,, mase M, i M,, onda je teZziste tog tijela jednako
tezistu toCkastoga tijela koja se sastoji od dvije tocke mase M; i M, smjestene u tezistima tijela T i T.

Razmotrimo tockasto tijelo koje se sastoji od tri mase my, M, i M; smjestene na horizontalnoj X osi u X;, X, i

X;. Podijelimo ga u dva tijela, tako da prvo sadrzi mase m; i m, a drugo masu m (v. sl.4. ). Teziste prvoga
tijela (mase m;, = m; + mM,) nalazi se u tocki

m, X, +m, X,
X, =—t 272
12 m, +m,
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Po principu superpozicije tezista, teziste ¢itavog tijela nalazi se u tocki

(rnl +m2)(m1xl+mzxzj+ X3
ranX12+rnSX3 — rnl+rnz :n]lxl+nhx2+rnSX3.

m, +m, (M +m,)+m, m +m, +m,

X:

Slika 4.

Sli¢no dolazimo do opceg rezultata za tockasto tijelo koje se sastoji od bilo kojeg broja masa.
TEZISTE TOCKASTE SIPKE

Ako se tockasto tijelo sastoji od N masa my, My, ...M,, smjestenih na X osi u to¢kama s koordinatama
X1, X2, ..., Xn, Onda je njegovo teziste smjesteno u tocki s koordinatom:

MX +MyX +...+MX, 5
m +m, +...+m, .
2m

Y:

PRIMJER 1.

Mase od 30, 20 i 25 kg smjesStene su u to¢kama s koordinatama — 3, 01 5 na osi X. Odredimo
koordinatu njihovog tezista.

RjeSenje:
Koordinata tezista je

Y_3»0~(—3)+20-0+25-5 357
30+20+25 75 15°

Ako se Sipka kontinnirano proteze duZ osi X, od x=a do X=h_ i ako joj je linearna gusto¢a zadana
funkcijom g(x) onda je mozemo podijeliti na n dijelova [X;_i, Xi], 1 =1, ..., n, duljine AX; i priblizne mase
Im; = g(X)AX; , koje priblizno moZemo shvatiti kao tockaste mase smjestene u X; (v. sl.5.).

X, X, X, X, X X, X
Ax, b
a <>
Slika 5.

Priblizna masa Sipke tada je
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m="m =) g(x)Ax
i=1

dok je priblizna koordinata njezina tezista
n
2 mx
i=1 _
n
i=l

NgE

X 9 (% )AX;
X =

s -

> m

9(X )Ax,

Il
—_

Toéne vrijednosti dobijemo kada svi AX; teze prema 0. Naravno, tada gornje sume prelaze u integrale:
TEZISTE SIPKE

Sipka koje se proteze od x=a do x=D ikojoj je linearna gusto¢a zadana funkcijom g(x) ima masu
b
m=[g(xdx,
a

a teziSte joj je u tocki s koordinatom

b
ng(x)dx
i — a

: .
jg(x)dx

PRIMJER 2.

Sipka se proteze od x=0 do X= 6. Njezina linearna gusto¢a, na tom intervalu, zadana je sa
g(X) = X* +X. Izratunajmo njezinu masu i polozaj njezinog teZiita.

RjeSenje:

Trazena masa je

6 NN &
m:j(x2+x)dx: Z 42 =90.
0 32
0
Koordinata teziSta Sipke na osi X je
6
J‘x(x2 + X)dx 6
o % 1(x* X 23
X=Zg————=| 7+t~ | =<
) 9l 4 3 5
J (X* + x)dx 0

0
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Razmotrimo sada problem ploce i to najprije najjednostavniji (idealizirani) sluc¢aj kona¢nog broja tockastih
masa my, ..., M, smjeStenih na horizontalnoj plo¢i zanemarive mase, u to¢kama (X, Y1), ..., (Xn, Yn); V. sl. 6.
Da bismo odredili polozaj tezista takve tockaste ploce, uo¢imo da ¢e ploca koja miruje kada je poduprta u
teziStu (X,y) mirovati i kada bude poduprta u bilo kojem pravcu koji prolazi tim tezistem. Uzmimo npr.
pravac kroz (X,y) paralelan sa osi y (v. sl.7.) Ako mase m,...m, povucemo paralelno s tim pravcem, npr.

do osi X, ravnoteza se nece poremetiti.

Slika 6., Slika 7.

No tada mase my, ..., M, smjestene u Xy, ..., X, tvore tockastu Sipku ¢ije je teZiste u

n
D mX
Co XM, M, 5

m+m +...+m, Z”:m '
i=l

Ponavljajuci isti postupak s praveem kroz (X,y), koji je paralelan s osi X, nasli bismo da je

zmiyi

_ My My, feAmy, 5
m+m, +...+m,

<l

2.M

i=1

TEZISTE TOCKASTE PLOCE

Ako se tockasto tijelo sastoji od N masa m;, My, ...M,, smjestenih na X, y-ravnini u tockama s koordinatama
(X1, Y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn), onda je njegovo teziste smjesteno u tocki s koordinatama

mei Z”U’i

v _ =1 v
X="=—y=

>m _Zn)m

i=l1 i=1

PRIMJER 3.
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TEZISTE
Mase od 10, 20 i 30 kg smjesStene su u tockama (—1,1), (0,2) i (1,1). Odredimo njihovo teziste.
RjeSenje:
Koordinate tezista su

g=10-(=D+20:0+30-1 _1 o _10:1420-2+30-1_4
10+20+30 37 10420430 3

C ey, L. (1 4
tj. teziste je u tocki [—,—|.
3°3

Prijelaz na ploce kontinuirane gustoce prevest ¢e gornje sume u tzv. dvostruke integrale, kojima se u ovoj
knjizi ne bavimo. Medutim, ako se ograni¢imo na ploce konstantne (uniformne) gustoée, onda problem
nalazenja teziSta mozemo rijesiti i s naSim starim (jednostrukim) integralima. Promotrimo dakle plo¢u
uniformne gusto¢e smjestenu izmedu grafa y=f (x), f(x)=0, iintervala [a, b] na osi X (v. sl. 8.).

A
y dx

\ 4
A

y=fx)

N4

\4

a X b X
Slika 8.

Podijelimo tu plocu na infinitezimalne stupce visine f(X) i debljine dx. Njihova je masa pf (X)dx. Teziste

svakog takvog stupca je (zbog njegove konstante gustoce) u njegovoj sredini, tj. u tocki ( X’E f( X)) .

Zamijenimo li (po principu superpozicije teziSta) svaki takav stupac sa tockastom masom pf (X)dx
smjeStenom u njegovom teziStu i primijenimo li formule za teziste tockaste ploce, dobit ¢emo

b b b 1 1 b

jpr (X)dx jxf (X)dX jpg[f (0 dx Ej[f (0 dx
X=5 =4 ’ V=47 =—5

j of (x)dx j f (x)dx j of (X)dx j f (x)dx

Umjesto suma sada imamo integrale, jer je diskretna to¢kasta ploca zamijenjena kontinuiranom. StroZi dokaz
gornjih formula mogao bi se provesti bez poziva na infinitezimalne stupce i njihovo kontinuirano zbrajanje,
kao u prethodnim odjeljcima.

Zapravo vrijede jo$ opcéenitije formule koje se dokazuju na isti nacin (Sto prepustamo Citatelju),
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PRIMJENE INTEGRALA

TEZISTE PLOCE UNIFORMNE GUSTOCE

Ploca uniformne (konstantne) gustoce p, koja se proteze (v. sl. 9.) nad intervalom [a, b] od y=f(x) do
y=09(x), f(X)=g(X), ima masu

b
m=p[[g00 - f (9}
a
1 teziSte s koordinatama:

b
Kgoo-tookx 2 flaeo+ Feolaeo - ook
X = , y=_—=2

b
[l900 - f(0Jdx

QO — T

b
[la00 - f ()i

<
=

N y=g(x)

(x%(g(x) ~F@))

! -~
| =/

Slika 9.

PRIMJER 4.

Odredimo teZiste plo¢e uniformne gustoée, koja se proteze od intervala [0, 1] na osi X do grafa y =x".

RjeSenje:
Koordinate tezista su
1 4! 1 5!
X X

Ix3dx = lIx“dx .

o_ 0 4 o3 o 20 10 o _ 3

X= = ==, Yy=—7—="—"""F=—.
1 5 X3 1 4 1 ) X3 1 10
J.x dx 2 Ix dx 2
0 3 0 0 3 0

Dakle, teziste lika je u tocki (2, %), v. sl. 10.
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TEZISTE

3/10 1

Slika 10.

Ako je ploca uniformne gustoce osno simetri¢na, te ako kroz njenu os simetrije postavimo os Yy, njen je oblik
opisan parnim funkcijama f (X) i g(X), nad simetri¢nim intervalom [—a,a]; usp. sl. 11. No tada je funkcija
a
X[g(X) — f(X)] neparna, pa je njezin integral nad [—a,a] jednak 0, tj. Ix[g(x) —f (X)]dx =0, tj. prva
-a
koordinata tezista te ploca je X=0. To znaci da se teziSte ploCe nalazi na osi Y, tj. na osi simetrije te ploce.

A
y
y=g(x)
—a a X >
y=f(x)
Slika 11.
PRINCIP SIMETRIJE

Ako ploca uniformne gustoc¢e ima os simetrije onda se njezino teziSte nalazi na toj osi.

Ako ploCa ima viSe osi simetrije, onda je njezino teziste jednoznacno odredeno kao sjeciste tih osi, jer se
mora nalaziti na svima.

Na primjer, na sl. 12, teziSte kvadrata, pravokutnika, kruga i jednostrani¢nog trokuta jednoznac¢no su
odredena njihovim osima simetrije.
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PRIMJENE INTEGRALA

_________g_________

B E R R e B
N
1
1
1
1
1
1
1
1

Slika 12.

O tezistu jednakokracnog trokuta, deltoida, jednakokrac¢nog trapeza ili polukruga, mozemo reéi samo to da se
nalazi na njihovoj jedinoj osi simetrije, usp. sl. 13.

Slika 13.

PRIMJER 5.

Odredimo teziste polukruga radijusa r.
RjeSenje:

Polukrug radijusa r proteZe se od intervala [—r, r]na osi X, do grafa y=+/r* —x* ; (v.sl. 14.).
Koordinate njegovog teziSta su X =0 zbog simetrije, i
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TEZISTE

{(r - x*)dx —(r -x/3)| \

o - - -2 < 040r.
f r’z/2 3z
I r’ —x*dx

-r

Slika 14.

PRIMJER 6.
Odredimo teziste podrucja omedenog sa y=sinX i y=cosX nad [0, w/4].
RjeSenje:

Koordinate teziSta zadanog lika su (v. sl.15.)

/4
X(cos X —sin X)dXx . . 4
~ .([ ( ) (Xsin X+ cos X+ XcosX—51nX)|g/ \/572'—4
X = = -
/4

(sin X+ cos X)|Z/4 - 4(\/5—1)’

j(cos X —sin X)dXx
0

/4 /4
N 5 ‘([(cosx+ sin X)(cos X —sin X)dX . 5 !cos2xdx sin2 X|”/4 i .
Y= A _ T 2o 4{2-1) 4a)

I(cos X —sin X)dX
0

Dakle, teziste zadanog lika je u tocki (

V-4 1 }
a2 -1 a2 1))
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PRIMJENE INTEGRALA

y=cos x y=sinx

\4

T
4

Slika 15.

9.6 SNAGA, ENERGIJA | RAD

Energija je veli¢ina koja se pojavljuje u raznim oblicima. No, bez obzira na oblik, ona nastaje, ili se trosi,
tijekom vremena. Brzina kojom neki oblik energije nastaje, ili se trosi, zove se snagom naprave koja tu
energiju stvara ili trosi. Dakle, snaga je derivacija energije.

(U MKS - sustavu jedinica mjera energije je Joule (J), tj. kg m* / s>, dok je jedinica snage Watt (W), tj. J/s.
Jedna konjska snaga (KS) je 746 watta. Kilowatt—sat je jedinica energije jednaka energiji koju proizvede
naprave snage 1000 watta za 1 sat, §to je 3 600 000 joula.)

SNAGA I ENERGIJA
Snaga S je brzina promjene (dakle proizvodnje ili potrosnje) energije E u vremenu:
s-%E.
dt
Slijedi da je ukupna promjena (dakle ukupna proizvodnja ili potros$nja ) energije, od trenutka a
do trenutka b:

E:det.

a

PRIMJER 1.

Snaga generatora u (wattima) varira vremenski (u sekundama) prema formuli P = P sin®(120s7t),
gdje je Py maksimalna snaga generatora. Koliko energije generator proizvede za 1 sat? Koja je srednja
snaga generatora u toku 1 sata?

RjeSenje:

538



SNAGA, ENERGIJA | RAD

Generator od trenutka t=0 (sekundi) do trenutka t=3600 (sekundi), Sto ¢ini interval od 1 sata,
proizvede energiju:

3600 3600

E= I R, sin®(1207t)dt = % P j (1—cos(240xt))dt =
0 0

3600

Mj =1800F, Joulea.

gt
2 240

Srednja snaga generatora je

0

Ako se tijelo (pravocrtno) giba u polju neke sile, onda je njegovo gibanje opisano drugim Newtonovim
zakonom: F=ma, gdje je mmasa i a akceleracija tog tijela. Giba li se tijelo po X osi, a=d*x/dt*, pa drugi
Newtonov zakon glasi:

2
md—;( =F.
dt
Mnozeci sa dx/dt dobijamo:
dt*> dt - dt

2 2
Buduéi da je i(%j X X iiedis

dt dt dt*> dt
4 in{d_] _p &
dt| 2 \dt dt

Integracijom od trenutka t=t, do trenutka t=t;, uzimajuéi u obzir da je dx/dt brzina gibanja v,
nalazimo:

f 4 X = X(t) X
ji(lmvz dt:jF%dtz dx) . = | Fdx,
dt\2 Loodt o vl L

to

gdje je X(to)=Xo 1 X(t;) =X;. Dakle,

1 4 X
—mv? =IFdx.
2

ty Xo
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PRIMJENE INTEGRALA

Lijeva je strana promjena kineticke energije tijela, K = 5 mv?, od trenutka t, do trenutka t;, dok je desna

X

strana R= J Fdx, rad sile F na putu koji tijelo prede od polozaja X, do poloZaja X;. Dakle, promjena
X

kineticke energije tijela jednaka je radu sile (pod ¢ijim utjecajem se tijelo giba) na odgovaraju¢em putu.

Jedan od temeljnih principa fizike je princip konzervacije (oCuvanja) energije, po kojem energija ne moze ni

nastati ni nestati nego se samo moze pretvoriti iz jednog oblika u drugi. Dakle, ako tijelo izgubi kineticku

1
, onda se ona zapravo pretvara u neki drugi oblik energije, npr. potencijalnu ili toplinsku.

N B
energiju —nNMv
2 6\

SILA, RAD I ENERGIJA

Rad koji sila izvede na tijelu dok se ono giba od X=a do x=Db, jednak je integralu te sile po tom putu:
b
R= [ Fdx.
a

(Ako je sila F konstantna, onda je R=F(b—a), tj, Rad=Sila-Pomak.)

Ako se tijelo giba pod utjecajem sile F, onda je promjena kineticke energije tog tijela, od trenutka t, do
trenutka t;, jednaka radu te sile na odgovaraju¢em putu:

1 L x
—mv?| = I Fdx .
2

to

PRIMJER 2.

Ako tijelo mase m=1 kg ispustimo s visine h=10 m, kojom ¢e brzinom ono udariti u tlo? Koliko
se toplinske energije stvori tim udarom?

RjeSenje:

Promjena kineticke energije tijela, od ispustanja do udara, jednaka je radu sile teze mg (g =9.8 m/s%),
od mjesta ispustanja do mjesta udara:

1 t h
—mv? ='|'mgdx.
2 o %

Pocetna brzina tijela je 0. Ako brzinu pri udaru ozna¢imo sa Vy, iz gornje jednadzbe dobijamo:

%rnvhz = rrgh:

odakle slijedi:

v, =42gh =196 ~14m/s.
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SNAGA, ENERGIJA | RAD

Kinetic¢ka energija se udarom u tlo pretvara u toplinsku, a njen je iznos u trenutku udara

%m\/2 =mgh=981.

Tijelo je u trenutku ispustanja imalo kineticku energiju 0, pa se postavlja dodatno pitanje. Od kuda se
stvorila kineti¢ka energija, koju tijelo ima u trenutku udara? Iz potencijalne energije mgh, koju tijelo
ima zbog visinske razlike h, poCetnog i krajnjeg polozaja.

PRIMJER 3.

Koliko rada ulozi diza¢ utega kada digne uteg od m=50 kg na visinu od h=1 m. Kolika je njegova
prosjecna snaga tijekom dizanja, ako uteg digne za 2 sekunde?

RjeSenje:
Prije i poslije dizanja uteg miruje, tj. ukupna promjena njegove kineticke energije je 0. No to znaci da
je 1 ukupni rad sila koja djeluje na uteg tijekom njegova puta jednak nuli. Rijec je o dvije sile, sili tezi i
misi¢noj sili dizaca. Rad sile teze je mgh (usp. prethodni primjer) pa isti toliki, samo suprotnog
smjera, mora biti i rad dizaca utega. Dakle, rad koji ulozi diza¢ utega je

mgh=50-9.8-2=980 J.

(Drugim rije¢ima, diza¢ je povecao potencijalnu energiju utega za mgh, pa je toliko rada morao i
uloziti u njegovo dizanje.)

Prosjecna snaga dizaca, tijekom toga dizanja, je

S= 2807 _ 480 W= 0.64 KS.
s
PRIMJER 4.
Dokazimo da je F - v snaga kojom sila F djeluje na tijelo koje se giba brzinom V (pod njezinim
utjecajem).
RjeSenje:

b

Promjena kineti¢ke energije tijela AE jednaka je uloZzenom radu sile F, tj. AE = J Fdx. Iz temeljne
a

veze derivacije i integrala slijedi dE/dx=F. Dakle snaga je:

dE dE dx
dt dx dt

(Vrtimo li lon¢arsko kolo ili djeciji vrtuljak najefikasnije je djelovati silom potiska na vanjskom rubu
kola ili vrtuljka, gdje je brzina najveca.)

PRIMJER 5.

541



PRIMJENE INTEGRALA

Pumpa treba isprazniti spremnik vode u obliku stoSca na sl.1. Koliko je energije potrebno za taj posao
(1 m® vode ima 10? kg)?

wol

Slika 1.

RjeSenje:

Promotrimo sloj vode na dubini X debljine dx (v. sl.1.). Iz sli¢nosti odgovarajuéih trokuta slijedi:

' i,r:i(IO—x),
10-x 10 10

pa je volumen tog sloja
AV = r2zdx = 2 (10— x)2dx.
100
tj. masa mu je
dm=10*dV =90z(10— x)*dx .
Da bi se ta masa digla na visinu X (u polju sile teze mg) potreban je rad
dR=dm- gx=90g7 (10— X)* xdx .

Dakle, ukupni rad potreban za praznjenje cijeloga spremnika je

10 10 10
R=[dR=90g7 [ (10— %)’ xdx=90g7 [ (100x—20x" + X*)dx =
0 0 0

10 104
:9OgﬂE: 7.5-10°gr ~2.3-10° J.

=90g7| 50x _20 ey
3 4 0
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SNAGA, ENERGIJA | RAD
Dakle, energija potrebna za praznjenje spremnika je 2.3-10° J.

PRIMJER 6.

Pumpa koja prazni spremnik vode iz prethodnog primjera ima izlaznu snagu od 10° J na sat
(3.6-10° W),

(a) Kolika je razina vode u spremniku nakon 6 minuta praznjenja?
(b) Kojom brzinom opada razina vode u spremniku u tom trenutku?
RjeSenje:

(a) Ukupna energija potrebna da se ispumpa gornjih h metara vode iz spremnika je (usp. prethodni
primjer):

h
j90gﬁ(10— X)% xdx = 909ﬂ[50h2 —?W +%h4] ~ 2770h2[50—?h+%h2}
0

Na kraju 6 minute (1/10 sata) pumpa je obavila rad od 10* Joulea, tj. uloZila je u pumpanje
10 Joula. Dakle,

2770m2[ 50— Z2h+ Ln? |=10%,
3 4
odakle slijedi (nakon numerickog rjesavanja te jednadzbe) da je h=0.27 m. Nakon 6 minuta
praznjenja razina vode spustila se za 0.27 m.

(b) Nakon t sati praznjenja obavljen je rad od 10°t Joulea. Dakle,
h
9ngj(10— x)* xdx =10t
0

gdje je h dubina gornjega sloja ispumpanog za t sati. Deriviranjem obje strane posljednje
jednadzbe po t nalazimo

9097 (10— h)zhd—hz 10°,
dt
odakle slijedi

dh 10
dt  9gz(10-x)*h’

Za h=0.27 toiznosi 1.41 m/h.
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