2 Matematicka analiza 1
7. Diferencijalne jednacine

7.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Jednagcina oblika F(x,y,y’) = 0, odnosno oblika ' = f(z,y), naziva se diferencijalna jednac¢ina prvog
reda.

2. y' = f(z,y) je normalni ili eksplicitni oblik diferencijalne jednacine
Razlikujemo tri vrste reSenja diferencijalne jednacine:

1. Opste resenje diferencijalne jednacine oblika F'(z,y,y’) = 0 je funkcija y = y(x, C), koja zavisi
od C € R, a za koju vazi:

- zadovoljava datu diferencijalnu jednacinu, tj. F(z,y(z,C),y'(z,C)) = 0;

- za svaki pocetni uslov (z,y) = (xg,yo) iz oblasti resenja D, moZe se jednoznacéno odrediti
konstanta C' = Cy, takva da y = y(z, Cy) zadovoljava pocetnu jednacinu, tj. yo = y(zg, Co).
Geometrijski ovo znaéi da trazimo ono resenje koje prolazi kroz tacku (zg, yo)-

2. Partikularno reSenje diferencijalne jednacine je ona funkcija koja se dobija iz opsteg resenja za
C = (.

3. Singularno resSenje se obi¢no dobija iz ograni¢enja i nije ga mogucée dobiti iz opsSteg ni za jednu
vrednost konstante C'.

U nastavku se bavimo reSavanjem nekih tipova diferencijalnih jednacina prvog reda.

7.1.1. Jednacine koje razdvajaju promenljive

Diferencijalna jednacina ovog tipa je oblika y' = F(z,y), ¢ija se desna strana moze zapisati u obliku
proizvoda dve neprekidne funkcije, od kojih jedna zavisi samo od x, a druga samo od y, tj.

Y = f(x)g(y).

Sada imamo,

dy dy dy
—=f(a)g(y) = —==/[f(x)dz, g(y) #0 = /72 fx) d.
7 = (@g() 90 (x) ®) ) (z)
Zadatak 7.1. Nadi opsSte resenje diferencijalne jednacine
y(a® =1y’ = —a(y* - 1).
o NP dy . .
Resenje: Koristedi jednakost 3’ = e imamo da je
x
y(w2—1)@:_x(y2—1) = Y dy = — "
dz y2—1 2 -1

Uzimajudéi integral leve i desne strane jednakosti dobijamo,

Y T 2y 2z

Levi integral resavamo smenom ¢ = 3% — 1, odakle je dt = 2y dy. Sliéno, desni integral resavamo smenom
s = z? — 1, odakle je ds = 2z dz, te dobijamo

at _

d
: —/f = Inft|=—In|s|+n|C].
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Sada, vra¢anjem smena dobijamo opste reSenje jednacine

In[t| = In (SJ‘ = Inly*~1/=In 5520_1’
= |y’ - |_’x201’
g 92*1+ 2611
= y= 1+x2 Viy=—/1+ 26;1'

(*) Primetimo da vazi
lgW) =1Cf(x)] = g(y) =+Cf(a).
Medutim, kako je oc¢igledno

{Cf(z): C €R} = {~Cf(z): C €R},

dovoljno je uzeti g(y) = Cf(x).

Zadatak 7.2. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y' = 2zy — y.

Resenje: Transformacijom date jednacine dobijamo
d d d
Yy =y2r—-1) = —y:y(Qxfl) = —y:(Qxfl)d:n = /—y:/(Qxfl)dx.
dx Y y
Kada resimo dobijene tabli¢ne integrale imamo,

hly|=2-2+C = Jyl= I C1€I2_$.

Zadatak 7.3. Odrediti partikularno reSenje diferencijalne jednacine
(1+e")yy =e,
koje zadovoljava uslov y(0) = 1.

Resenje: Kao i u prethodnim primerima, ideja je da prvo grupiSemo sve funkcije po = uz dzx, i sve
funkcije po y uz dy. Stoga,

dy e’ e’
A+efy——=e" = ydy 1+6xm:>/yy /1+ewx

Levi integral je tabli¢ni, dok se desni resava smenom ¢t = 1 + %, odakle je dt = e*dz, te dobijamo,
Y2
5= n(l+e”)+InC = 3> =2InC(1+e")

= y=22InC(1+e?).

Kako je y(0) = 1, imamo

1= IO+ ) = 1=2(20) & I(20) =g

& 20=+e & Cz%.

Znagci partikularno resenje date diferencijalne jednacine sa pocetnim uslovom y(0) = 1, je funkcija

= o (S o)
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7.1.2. Homogena diferencijalna jednacina

Svaka homogena diferencijalna jednacina se moze svesti na jedna¢inu oblika y' = f (f), gde je f
neprekidna funkcija na nekom intervalu (a,b). Ovakve jednacine reSavaju se smenom t = y
x

funkcija od z, tj. t = t(x).

Homogena jednacina 3’ = f (E) se smenom
x

t=

vy o5 y=tlx)r = y =tr+t
T

svodi na diferencijalnu jedna¢inu koja razdvaja promenljive

to+t=ft) = xj—i:f(t)—t = /f(t‘)”t:/d?

X

Zadatak 7.4. Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine (x —y)ydz —x2dy = 0 i ono partikularno resenje
koje prolazi kroz tacku T'(1,1).

Resenje: Jednostavnom transformacijom date jedna¢ine dobijamo,

d d 2 2
(x—y)ydx:xQdy = xy—y2:x2—y = Ww_Y¥_Y = y’:g—(g) :f(g).
dx de x 2 T

Uvodimo smenu ¢t = g, odakle je y' = t'x + t. Stoga,
x

te+t=t—1t> = ﬁ—_# = _dt_dz o at _ [dx
x = xdx_ BT ol o

Resavanjem dobijenih (tabli¢nih) integrala imamo,

1
- In|Cax|

1
;zln|x\+ln|C| = t

s s Y .. . .. . . ..
Vracanjem smene t = =, dobijamo opSte reSenje pocetne jednacine,
x

T

y:1n|CJ:|'

Za tacku T'(1,1) imamo
1

In|C|

= In|C|l=1 = |C|=c¢,

pa je trazeno partikularno resenje
x x

- In e|x| B 1+In|z|

Yp

2
Zadatak 7.5. Odrediti opte resenje jednacine 3 = ——2

22 — 2

Resenje: Ako i brojilac i imenilac podelimo sa x? dobijamo

2ay Y
y' = xffyyz = Y= ziéy? = V= 1 ixgz
Uvodenjem smene % =t, odakle je ¢y’ = t'x + t dobija se
, 2 , ot .ot
b = tott=m > ot =gt
N dt  t+1¢3 1— ¢ P

= =
Cdr T 1o t(14t2) x
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Na levoj strani jednakosti imamo integral racionalne funkcije
1—¢2 A Bt
/7dt:/ L Bixe d—/ LI
t(1+412) o 1+t2 t 141t

1+t2 =2 dt dz
2t dt =

Sada je
dt d d
/ff/i:/ic = Inft|—In|z| =Injz| +n|C| = In|——:|=|Cz|
t z T
‘1+t Cal 1+ez "
Yy
= r —=Czx = Qxyzszﬁ%:
14+ % ety e +y

Zadatak 7.6. Nadi opste reSenje jednacine xy —y = /22 + y2.

Resenje: Kada datu jednacinu podelimo sa x dobijamo

Vi +y? +
vy —y=+va2+y? = zy=22+y2+y = y':¢

2 dt
y = 1+(g) +g = t+z-t’:\/1+t2+t¢x~d—:\/1+t2
X X

NI
1+t 142 x

= 1n‘t+\/1+t2‘:1n|x|+ln|0|

. 2

TGN t+\/1+t2:Cx:>%+\/l+%=Cx

= y++a2+y?=Ca?

7.1.3. Linearna diferencijalna jednacina

To je diferencijalna jednacina oblika y’' + f(x)y = g(x), gde su f(x) i g(z) neprekidne funkcije nad
nekim otvorenim intervalom I. Ova jednacina se reSava uvodenjem smene

y=uv, gdesuu=u(z) i v=ov(z),

Tada vazi vy = w'v + wv’, primenom pravila za izvod proizvoda, pa ubacivanjem ove dve jednakosti u
pocetnu jednacinu dobijamo,

wv4w + f@)uw =g(z) = dv+ul + flz)v) =g(z).
Da bismo nasli funkcije u i v koje zadovoljavaju dobijenu jedna¢inu, mozemo da biramo v tako da je

zadovoljeno v' + f(z)v = 0. Odatle vazi,

Ttap=0 = Tof@ds = [T=o [f@de
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Kada resimo levi integral, dobijamo,
ln|v|:—/f(ac)dm = v=dte [I@dz

Kako je neophodno naéi jedno v koje zadovoljava jednakost, u zavisnosti od zadatka mozemo izabrati +
ili —. Ovako dobijena funkcija v uvrstava se u diferencijalnu jednac¢inu v'v = g(x), te imamo,

d—uv: x UZM T u = Mz w= z) . el f@)dz
glz) = d U(x)d = /d /U(x)d = /g()

odakle jasno sledi da je reSenje polazne jednacine dato sa

2
Zadatak 7.7. Naci opste reSenje diferencijalne jednacine 3’ — o (x4 1)3.

Resenje: Uvodenjem smene y = uv, odakle je vy’ = u'v + uv’ dobijamo

w'v+uv — w=(x+1)°* = vvtul(v - v]=(x+1)3
x+1 z+1
Prvo resavamo jednacinu v’ — n V= 0, pa kako je v = v(x) sledi,
x
dv 2 dv 2 dv dx
de x+1 v r+1 v r+1

= Inf|=hjz+1? = = (z+1)>2%

Kako i v = (x +1)? i v = —(2 + 1)? zadovoljavaju gornju jednakost, imamo pravo da izaberemo jedno v,
neka to bude na primer (x + 1)2.
Sada jos resiti jednac¢inu w'v = (z + 1)3, te vazi

d
o= (z+1)? = JE+1)? =@+1)> = d—uzx—i—l
T

= du=(z+1)dzx = /du:/(a:—l—l)da:

= u:%—l—x—i—C

Kako je y = uwv, sledi da je reSenje pocetne diferencijalne jednacine funkcija,

2 (22
y=(z+1) ?+x+0 .

Zadatak 7.8. Nadi resenje pocetnog problema y' + ycosz = sinz cosz, y(0) = 2.
Resenje:

Uvodimo smenu: y =u-v=9 =u -v+u-v

Yy +ycosx =sinxcosr = u -v+u-v +cosx-u-v=sinzrcosw

= v -v+u( +cosz-v)=sinxcosx
Odredimo funkciju v:

dv

v 4+coszr-v=0 = —
dx

dv
=—coszr-v = — = —cosxdx
v

dv .
= — =— [ coszdr = Infv] =—sinx
v

= v:e—sinm
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Odredimo funkciju u iz jednacine u’ - v = sinx cosx :

. s . U s .
v -v=sinxcosr = v -e "% =ginxcosx = T -e”"? =sinxcosx
x

= du=e"""sinzcoszdr = /du:/esmmsinxcosxdx
[Sinx:técosxdx:dt}

= u:/et~tdt

u =t = dulzdt
dvy =etdt = v, =¢

= u:tet—/etdt = u=tel —e+C

= wu=e"(sing —1)4+C
Sada je opSte resenje:
y=u-v= (esmz(sinx -1+ C') ceTSNT —ging — 1 4 Ce™ 507,
Ako je y(0) = 2, imamo
2=0-1+C-¢* = 2=0C-1 = (C=3,

pa je trazeno partikularno resenje

yp =sinz — 1 + 3e~ 57,

Zadatak 7.9. (1+y*)dz+ (zy +1)dy =0
Resenje:

S obzirom da je ova jednacina linearna po z, a ne po y, sveSéemo je na oblik
'+ fly)-x+g(y) =0

d
A4y>)de+ (zy+1)dy=0 = (1+y2)j+xy+1:0

dy
= (1+y>)2d +ay+1=0
Y 1
= =0
S TETA R
Uvodimo smenu: z =u-v =2 =u -v+u-v
/ Y o 1 / / Y _ 1
$+W$—_m = U -v+u-v +1+y2UU——W
/ / Yy o 1
= u-v+u(v—|—1+y2-v>——1_‘_y2
Odredimo funkciju v:
, y dv Y dv Y
=0 = —=—— iy > — = d
v+1+y2 ! dy T+2 " v 1+42 %
dv Yy 1+y2 =t l/dt
= — = dy = =—= [ —
v /1+y2 y {ydyzédt 2/ ¢
S el =~ = —2 (1 +y%) = fo] = ———
nlv]=—=Inlt{=—-=In Yy V| = ——
2 2 1+y2
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1

i odrediti funkciju u iz jednacine v’ - v = ———:
1+y

1
Uze¢emo da je v = ——
L+y?

, L 1 L du 1
U= ——— U | = _—=
1+y? V1+y? 1+y? dy 1+ y2
1 dy
= du= ——dy = /du:/i
V1+y? V1+y?
= uzln‘y+\/1+y2‘+0
Sada je resenje:
ln’y+\/1+y2‘+c
VU= — .
v 1+ 9?2

r=1Uu

7.1.4. Bernulijeva diferencijalna jednacina

Bernulijeva jednacina je oblika
Y+ f@)y =g(z)y™, meR, y>0.

Primetimo da za m = 0 dobijamo linearnu jednac¢inu, dok za m = 1 imamo jednac¢inu koja razdvaja
promenljive. Postoje dva pristupa reSavanju ove jednacine:

1. direktno, uvodenjem smene y = uv;

2. uvodenjem pomoéne smene z = y' ~™ Bernulijeva jedna¢ina se svodi linearnu. Opisimo taj postupak.

v+ flay=gy™ < gt f@)y'=m = g().

1-m

Sada kao $to smo rekli, uvodimo smenu z = y , odakle na osnovu izvoda slozene funkcije sledi

/
2 = 1—my_my':(1—my— &
( ) )ym "

/

Yy __z
m 1 —m

Zamenom dobijenog u jednac¢inu dobijamo linearnu diferencijalnu jednacinu,

Z/

1-—

—+f@)z=g) & 24 @)1 -m)z=g@)(1-m).

1
Zadatak 7.10. Resiti pocetni problem zy’ +y = y?Inz, y(1) = 3
Resenje: Deljenjem jednacine sa x dobijamo,

, 1 nz ,
y+-y=-—v,
x x

§to je Bernulijeva jednacina za m = 2. ReSi¢emo je smenom y = uv. Kako je ¢y’ = v'v + uv’, dobijamo,

1 Inz 1 Inz
Wo+ur + —uw = —u2? = do+tulv+ Zv) = a0
x x x x

1
Kao i kod linearnih jednacina, odredujemo funkciju v koja zadovoljava jednakost v’ + —v = 0. Sada
] x
imamo,

dv 1 dv dx dv dx
—=——v > —=-— = —=—[ — = Injy=—-Inlz|
dx T v T v T

1 1 1
= Inpl==h— = |v=— = v=-—.
|| x
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Inz
Sada resavamo jednaginu v = ——u2v?. Kada skratimo v u jednagini, dobijamo,
x

du lnx /du /lnx
- =— —dx
U

o, du I 1
T

u =lnzr = du1:”;

dx = %

U =—uv = =
T dz T

d’U1 = 3 v = —
1 Inz dx 1 Inz 1
= ——=——+ 5 = -=—+-+C.
U x x
1 1 1+C
Vidimo da je — = M, odnosno u = v Otuda je opste resenje polazne jednacine
U x Inx+1+4+Cx
T 1 1
= uv = C—_ = .
Y Inz+1+Cx =z Inz+1+Cx
Ako je y(1) = 3 imamo
L_ ! = 1+4C=2 = (C=1
2 0+14C B -
pa je trazeno partikuarno reSenje
1
P it

Zadatak 7.11. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine (22%yIny — x)y’ = y.

Resenje: U ovom zadatku ¢emo promenljivu « posmatrati kao zavisnu, a y kao nezavisnu. Primetimo, u

dx 1
tom slucaju imamo, x’ = W , §to implicira,
Y y'’

1 22%yIny — 1
(2$2y]ny—gj);:y = x/:% = x’—|—§x:2x21ny.

Dobijena jednagina je Bernulijeva za m = 2. Podeliéemo jednaginu sa z? i uvesti smenu z = 27! = —,
x

: !
odakle je 2/ = =
11 1 1
%4_, —=2lhy = —2Z+4+--z=2lhy = 2---2z=-2ny
T y x Y Y

Ovim smo dobili linearnu jedna¢inu po z i uvodimo smenu z = uv, gde su u = u(y) i v = v(y). Kako je
7' = u'v + uwv' dalje imamo

1 1
vv+uw — ~uww =2y = vvtu <'U' — v) = —2lny.
Y Y

1
Iz pretpostavke da je v/ — —v = 0 sledi
Y

dy y

dv 1 dv _ dy / dv dy

= 11fllv\—hﬂlyl Ivl—lyl
= v=Zdy = v=—y.

Sada odrdujemo u iz jednacine u'v = —2Iny.
d
d—u.(—):—Zlny = du— yd = / u—2/ nyd
Y

dy
{lny:t = :dt}
Y

= u:2/tdt = u=t’4+C = u=’y+C
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Otuda je
z=ww = —y(n’y + C),
odnosno
1 1
rT=-=— 5 .
z y(ln"y+C)

cosx
Zadatak 7.12. Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine 2y’ Inz + ¥
T Y
ResSenje: Ako datu jednacinu podelimo sa 21Inx
cosx cosx
9/ Inz + L = Y+ = T
T Y 2clnx  2Inx
vidimo da se radi o Bernulijevoj jednacini za m = —1. Mnozimo polaznu jednacinu sa IL’ pa uvodimo
nx
smenu z =y? = 2 =2yy :
cos y>  cosw

2y Inx + L. 2yy’ +
x

zlnz  Ilnz

, z cos T

= z + = .
zlnx Inx

Dobili smo linearnu jednac¢inu po z, pa uvodimo smenu z = uv, odakle je 2’ = v/'v + uv’ :

z CcOoS T , , coS T
z 4+ = = uUv+uv + uv =

zlnz Inz zlnx Inx
Ccos T

1
= dvtulv+ v) = .
zlnz Inx

Iz uslova v’ + v = 0 odredujemo funkciju v:

zlnx
dv 1 dv 1 dv dzr
-— = v — == de = — =
dxr zlnz v zlnzx v zlnx
= [lnx—t = —dt]
T

1 1
= == =>v=-=—.
|t] t Inz
Sada iz jednacine u'v = $* odredujemo funkciju u:
1 CoS T du
v — = = —:cosxé/du:/cosxdaz = wu=sinz + C.
Inx Inx dx
Sada je resenje
sinx + C
Zz=U-V= ———,
Inx
odnosno

sinx + C
Inz

y=vz=
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7.1.5. Jednacina totalnog diferencijala

Jednagina P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 je jednacina totalnog diferencijala ako postoji funkcija F'(z,y)
takva da je leva strana jednacine totalni diferencijal funkcije F'(x,y), tj. da je

dF(z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy,

odnosno,
OF OF

3o @y = Play) i Go(y) = Q).

Ako takva funkcija F(z,y) postoji, tada iz dF(z,y) = 0 sledi da je F(x,y) = C, i to je resenje ove

diferencijalne jednac¢ine u implicitnom obliku.

Da bi takva funkcija postojala, u otvorenoj jednostruko povezanoj oblasti G C R2, potrebno je i dovoljno
oP . 0Q

da funkcije P, Q, — i —— budu neprekidne, i da vazi
Oy O

oP 0
afy(x,y) = %(w,y% (z,9) €G.

Zadatak 7.13. Naci opste resenje diferencijalne jednacine
(y — 32?) dx + (x — 4y) dy = 0.
Resenje: Kako je

oP

P(x,y):y—35r2 = Fy(xvy)zl
oQ
) = —4 = a0 ) = ]-7
Qz,y) == — 4y 9 (& Y)
vidimo da vazi
or _0Q
oy Oz’
o . o . op . o0Q ..
Zakljucujemo da je u pitanju jednacinu totalnog diferencijala, jer su funkcije P, @, 50 e polinomi po
Y x

obe promenljive, te stoga neprekidne na jednostruko povezanoj oblasti R2. Zato postoji funkcija F(x,y),

tako da vazi OF OF
a5 @y =y - 3% i afy(w,y) =z —dy.

Sada imamo,
Fa.g) = [y 30%) do = yo = o+ 6(0).

Primetimo najpre da kada integralimo funkciju y — 322 po z, promenljivu y posmatramo kao konstantu.
Sa druge strane, kada smo resili integral umesto konstante C, kao do sada, dodali smo neku funkciju ¢
koja zavisi od y. Razlog tome je sto funkcija F'(x,y) zavisi od dve promenljive, pa kako smo imali integral
po z, dodajemo funkciju po y, jer je njen izvod po z jednak nuli. Jasno, da smo integralili po y, dodali
bismo funkciju po z, tj. ¥(x).

U nastavku, koriste¢i drugi uslov, dobijamo

OF 9
Fy(x’y) = @(W — 2’ +¢(y)) =+ ¢ (y) =z — 4y,

odakle je
Py)=-4y = oy = —4/ydy = oy =2 +C.
Konacno, F(z,y) = yz — 2° — 242 + C, pa je krajnje resenje (u implicitnom obliku) dato sa

yr —z° — 2% = C.
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dr —xd
Zadatak 7.14. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine x dx + ydy = %
T Y
ResSenje:
Posto je
oP  —1-(2? 2 -2 2 2?
AP I HCESIES T
22ty dy (2% +y?)? (22 +2)?
T 0Q 1-(x®>4y?) —xz-2x y? — z?
Q(x,y):quﬁ = .= ( 2 )22 ) 2127
a2ty Ox (% +9?) (=% +y?)
. : o . Lo . oP . 0Q
vidimo da je — = —, pa ovo jeste jednacina totalnog diferencijala jer su funkcije P, Q, — i —
oy ox dy ox

neprekidne na jednostruko povezanoj oblasti R? \ {(0,0)}.
Odredimo funkciju F(x,y) takvu da vazi dF = Pdx + Q dy

)= Py = Fa) = [ Pay)ds+ i)

= F(x,y)/(maﬂyw) dz + ()

z? 1 T
= F(z,y)= % —y- —arctg = + ¢(y
(z,9) =~ , y (v)
oF o [ 22 2 .
afy(a?,y) =Q(z,y) = . (2 —arctg +¢(y)> =Vt
1 T , T
= —— (= —yt
Yy
> W) =yt
z? +y? v=y 2 + 52
= ¢y =y

Sada za funkciju F' vazi

2 2
x x ~
F(x,y) = Efarctgng%JrC,

pa je reSenje date diferencijalne jednacine u implicitnom obliku dato sa

z? + o> —223L1"ctgE =C.
Y

7.1.6. Jednacine koje dopustaju integracioni mnozitelj

Postavlja se pitanje §ta ako za jednacinu oblika P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 nije zadovoljen uslov
orP 0
0 = a—Q? Jedan od nacina da se prevazide ovaj problem jeste da se odredi funkcija h(z,y) # 0, koju
Y x
nazivamo integracioni mnoZitelj, tako da jednacina

h(m,y)P(x, y) dx + h(l‘, y)Q(m,y) dy =0

bude jednacina totalnog diferencijala.

Zadatak 7.15. Pokazati da diferencijalna jednacina xdxr + ydy + xdy — ydx = 0 ima integracioni
mnozitelj oblika h = h(2? + y?) i naéi njeno opste resenje.
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Resenje: Primetimo da se data jednacina moze zapisati kao
(x—y)de + (z+y)dy =0.

Ocito, vidimo da ona nije jednac¢ina totalnog diferencijala. Mnozenjem jednacine sa nekom funkcijom
h = h(z,y) dobijamo,

(7.1) h(z,y)(z —y)dx + h(z,y)(z +y)dy = 0.
P(z,y) Q(z.y)
Potrebno je da za nove funkcije P(z,y) i Q(z,y) vazi 3—1; gQ Za h(x,y) = h(2?® + y?) imamo
% =h(2* +y%) - 20 i Z—Z =n'(2* +y%) - 2y,

odakle

oP

oy W =W+ 2y (@ —y) + h® +y7) - (-1),

oQ

Ty @) = W@ +9°) 20 (@ +y) + ha® + 7).

Da bi jednacina (7.1]) bila jednac¢ina totalnog diferencijala mora da vazi
2 (2 + y*)(zy — y?) — h(a? +y?) = 2 (2 + y*) (zy + 2°) + h(2® +y°)
2(2” +y)h'(a? +y°) = —2h(2® + y).
Uvodenjem smene t = 22 + 32 dobijamo

dh dh dt
/ = — _ — _— = —— = —
t-h'(t)=-ht) = t- i h = A s In |A| In |¢],

1
pa mozemo uzeti h(t) = t~!, odnosno h(z? + y?) = el Sada jednac¢ina 1’ dobija oblik,
€ Y

T—y
ot 2+ Yody =0,

i ona je sigurno jednacina totalnog diferencijala na svakoj jednostuko povezanoj oblasti koja ne sadrzi
koordinatni pocetak. Otuda postoji funkcija F(z,y) tako da vazi,

87F(x ) = r—Y i 87F(x ) = Tty
oz Y o242 Oy Y a2 4y?

T Yy
/x2+y /x2+y dx_/x2+y2d$
x+y =t dt dz
[Qxdm—dt] 7/77y/x2—|—y2
1
2

1 1 x
Inlt] —y- farctg + ¢ —In(2? + y?) — arctg = + ¢(y).
| ; ; (y) = 5 In( ) ” ()

Stoga je,

Sa druge strane imamo,

oF 1 2y 1 x ,
2

oy y 1 S Y
7$2+y2+$2+y yg ¢(y)7m2+y2+¢(y)
. T+y . ., . ~
Kako je Q(z,y) = ——, zaklju¢ujemo da je ¢'(y) = 0, odakle je ¢(y) = C.
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1 .
Konaéno, F(z,y) = 3 In(z? + y?) — arctg L 4 @, pa je resenje jednacine (u implicitnom obliku) dato sa,
Y

In(z? + %) — Qarctgg =C, y#0.

Treba napomenuti da zbog y # 0 dobijeno resenje treba posmatrati na jednostruko povezanim oblastima
gornje poluravni {(z,y) € R?, y > 0}, ili donje poluravni {(x,y) € R? : y < 0}.

3
Zadatak 7.16. Pokazati da diferencijalna jednacina (2xy + 22y + y3> dx + (22 + y?) dy = 0 ima inte-

gracioni mnozitelj oblika f(x,y) = f(z) i naéi njeno opste resenje.

Resenje: Ocigledno, polazna jednacina nije jednacina totalnog diferencijala. Mnozenjem jednacine sa
nekom funkcijom f(x) dobijamo,

3
(2 ) (20 %+ 22 ) ot f@)a? +92) dy =0,
3 —
Q(z,y)
P(z,y)
Potrebno je da za nove funkcije P(x,y) i Q(z,y) vazi Z—P = Z—Q Imamo
Yy x
oP
oy (=¥ = f(@) (2¢ + 2% +47),
0
O (0.) = @)@ +9) + F@)2r

Da bi jednacina (7.2)) bila jednac¢ina totalnog diferencijala mora da vazi
f@)2e + f(2)(@® +y%) = f'(@)(@® +y) + f(2)2e = f(z) = f'(2).

Zakljutujemo da je f(z) = e, pa jednacina (7.2]) dobija oblik,

3
e’ (Zmy + 2%y + y3> dx + e (x? + y?) dy = 0,

i ona je sigurno jednacina totalnog diferencijala, pa onda znamo da postoji funkcija F'(z,y) tako da vazi,

OF . 3 . OF N
oy =¢ (2xy+:62y+y3> i afy(w,y)=6(w2+y2)-

Otuda je,
yS
Fap) = [ew s @a=e (@i = (25 +

Sa druge strane imamo,

oF 3 3
B @y =¢ (xzy + y3> +e" - 2zy +9)(x) = €” (Zwy +a2%y + yg) +1'(2).

Vidimo da je ¢'(z) = 0, odakle je ¥ (z) = C.

3 ~
Kona¢no, F(x,y) = e* <x2y + 23) + C, pa je resenje jednacine (u implicitnom obliku) dato sa,

e’ (32%y +y°) = C.
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7.1.7. Kleroova jednacina

To je jednacina oblika y = zy’ + f(y'), gde f ima neprekidan drugi izvod razli¢it od 0 na nekom
intervalu (a,b). Uvodimo smenu 3’ = p, pri ¢emu je p funkcija od z, sto nam daje

(7.3) y=uazp+ f(p)
Diferenciranjem jednacine ([7.3]) dobija se

y =p+ap’ +fp = 0+ f(p)=0
Odavde je p’ =01ili z + f(p’) = 0.

1) Iz p’ = 0 sledi p = C, pa vradanjem u jednacinu (7.3) dobijamo y = Cx+ f(C), i ova familija pravih
(koja zavisi od parametra C) je opste resenje Kleroove diferencijalne jednacine.

2) Iz x = — f'(p) mozemo izraziti p u zavisnosti od z, tj. p = g(x), odakle se, vra¢anjem u jednacinu

, dobija
y=ag(x)+ f(g(x)).

U pitanju je singularno resenje, koje je obvojnica familije pravih pod 1), tj. tangenta na singularno
resenje u svakoj tacki je jedna od pravih iz opsteg resenja.

Ovo resenje mozemo dobiti i parametarkom obliku

r=—f(p) i y=—-f(p+flp).

1
Zadatak 7.17. Naéi opste reSenje diferencijalne jednacine y = xy’ + vE
Y

Resenja: Data jednacina je ocigledno Kleroova, pa uvodimo smenu y' = p, p = p(x). Tada je
Sl 1
y:xy+2—y, = y::L‘p—&-%.
Diferenciranjem ove jednacine dobija se
, , 1, , 1
y=p+wp—§Pp = p<w—2>=0

Imamo dve moguénosti:

1
Np=0 = p= = - .
)yp' =0 p=C y CZE+2C,

1 1 1 1 1
) @ 92 P =5 P \/; Y= 2 2\/?

L 0 = 1 i ! + ! =
xr— — = €r= —— 1 = —_— —_— e
2p? y 2p2p 2p y

"=

1
Zadatak 7.18. Uvodeéi smenu y = —, z = z(x) rediti jednacinu (y')® — y*(y + zy’) = 0.
z

1 1
Resenje: Uvrstavajuéi smenu y = —, odakle je y' = —— 2" u polaznu jednacinu
z z
1 3 1 (1 € /) "3 ’
—— ) -—=(-—=2 =0 = —()’—z+xz =0,
ol GO ld (s (')

dobijamo Kleroovu jednacinu,
z=zz — ()3
Uvodenje smene 2’ = p nam daje jednaéinu z = xp — p3, ¢ijim diferenciranjem se dobija
Y =p4ap —3p* = p(x—3p?)=0.

Sada imamo dva slucaja:
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1 1
3 3
Hp=0 = p=C = 2z=Cx-C° = Q—C'x—C' = y—cx_CS,C’;«EO.
— 1
2) z-3p*=0 = |z=3p’ i z=3p* - p—p° = z=2p° = Y= ops |

7.1.8. Zadaci za samostalan rad

—r—x
1. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine 3y’ = -
y+zry

PR e .. . .. / T+y

2. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine zy’ —y = (z + y) In .
x

. - . . . 3ty

3. Naci opste resenje diferencijalne jednacine dy = dx.

4. Naéi opste redenje diferencijalne jednaéine v’ sinz + y cos x = sin? x.

5. Naci opste resenje diferencijalne jednacine zy’ — 4y — 22,/y = 0.

6. Naci opste resenje diferencijalne jednacine

() @+ (75) =0

7. Pokazati da diferencijalna jednac¢ina

(52% + 2zy + 3y%)dx + 3(2? + zy® + 2¢%)dy = 0,

ima integracioni mnozitelj oblika h = h(z + y) i naéi njeno opste resenje.

8. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y =

/
%(Qx—f—y’).
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