Vezbe iz Matematike 1

1. Sistemi linearnih jednacina

-Arhitektura-

Asistent:
Tamara Kopanja

1.1. Determinante

Determinanta reda n je kvadratna Sema

aill a12 e A1n
a1 a922 oo Q2p
an1 AaAp2 ... Qapn

¢ija se vrednost racuna po odredenim pravilima. Elementi determinante su
realni brojevi a;; gde sa i = 1,2...,n oznacavamo vrstu a sa j = 1,2...,n kolonu
u kojoj se element nalazi. Broj vrsta i kolona odreduje red determinante (broj
kolona mora biti jednak broju vrsta). Elementi ai1, asa, ..., Gny, ¢ine glavnu dija-
gonalu, a elementi a1p, az(,—1), ---, @n1 sporednu dijagonalu. Dve determinante
su jednake ako imaju jednaku brojnu vrednost.

Brojna vrednost determinante reda 1 je jednaka njenom jedinom elementu,
npr. |—2| = —2.

Brojna vrednost determinante reda 2 odreduje se tako §to od proizvoda
elemenata sa glavne dijagonale oduzmemo proizvod elemenata sa sporedne di-
jagonale:
ail a2

= a11 - a22 — a2 - a21-
a1 Aa22

Brojnu vrednost determinante reda 3 mozemo odrediti uz pomoé¢ Sarusovog
pravila:
a1 a2 a1z | ail 012

a1 A22 (23 a21 Q22 =
az1 asz2 as3 asy as2

= 011022633 + 012023031 + A13G21G32 — 31022013 — (32023011 — G33021012-

Zadatak 1.1. Izracunati determinante:

1 2
a) 3 4‘:1 4-3.2=-9
12 -1 12 —-1]1 2
by|2 3 1 |=|2 3 1 2 3 =646+ (—8)—(-9)—4-8=1
3 4 2 3 4 2 3 4
it 8
O | G e | =P = ()N i()? = —1 i
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1
d) | 4 =45+84+96— 105 —48 — 72 =225 —-225=0
7

oo Ot N
© O W

Minor (subdeterminanta) M;; elementa a;; determinante D reda n je de-
terminante reda n — 1 koja se dobija od determinante D izostavljanjem i-te
vrste i j-te kolone.

Primer:

D= ‘:8—14:—6

1 2
7 8

~ = =
oo U N
O O W

M23=’

Kofaktor (algebarski komplement) A;; elementa a;; je
Aij = (1) My
Primer: Ay3 = (—1)>"3My; = —1-(—6) =6

Svaka determinanta D reda n moze se predstaviti kao zbir n determinanti reda
n — 1 na sledeéi nacin:
-razvijanjem determinante po i-toj vrsti

n
D= Zaiinj = a1l + ailiz + ... + @inAin

j=1

- razvijanjem po j-toj koloni

n

D = Z aiinj = G,lelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj
i=1
gde su A;; odgovarajuéi kofaktori.

11 1
Zadatak 1.2. IzraCunati determinantu D =| 1 2 —1 | razvijajudi je po
3 2 1

a) drugoj vrsti

b) prvoj koloni

Resenje:
S 11 AR
a) D=1-A3+2 Agsa+(—-1)-Ass =1-(-1) 9 1 +2-(=1) 3 1|t
(-1)- (17| ;‘(12)+2-(13)+(23)14 —
2 -1 S 11
b)D:1~A11+1-A21+3'A31:1'(—1) 9 1 +1'(—1) 9 1 +
314 _11‘—(2+2)(12)+3(12)—4+19—4

Zadatak 1.3. Razvijajuéi determinantu po trec¢oj koloni izracunati
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e%i 1 0 51 1
D=| -1 e %! 1 =0-A13+1-Ay3—1-A33 = 0+(—1)5 i T
i —i € €
e e -1
ezl 1

Zadatak 1.4. (Domadéi) Razviti determinantu po elementima prve vrste

2
D = 1
1

S W =
W = W

Resenje: -7
Osobine detereminanti:

1. Ako u determinanti zamene mesta vrste i kolone, ne menjajuéi njihov
poredak, vrednost determinante ostaje ista.

1 3 0
Primer: D=2 1 1 |=-7
3 1 3

2. Ako elementi jedne vrste (kolone) zamenu mesta za elementima neke
druge vrste (kolone) determinanta menja znak.

Primer: =7 (druga i tre¢a vrsta su zamenile mesta)

w O =
— =N
— W W

3. Determinanta se mnozi nekim brojem tako sto se elementi jedne vrste ili
kolone pomnoze tim brojem.

1 2 3 3 6 9
Primer: 3|3 1 1 |=|3 1 1 |=-7-3
0 1 3 0 1 3
4. Vrednost determinante jednaka je nuli ako su bilo koje dve vrste ili kolone
jednake.
1 2 1
Primer: | =1 2 —1 | =0 (prva i treca kolona su jednake)
2 1 2

5. Vrednost determinante jednaka je nuli ako su elementi jedne vrste (ko-
lone) proporcionalni odgovarajéim elementime neke druge vrste.
1 2 3
Primer: 3 6 9|=0
2 1 2

6. Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne vrste (ko-
lone) dodaju odgovarajuéi elementi neke druge vrste (kolone) prethodno
pomnozeni nekim brojem.
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1 30 1 0 0
Primer: D =12 1 1|=1]2 -5 1| = —7 (prva kolona po-
3 1 3 3 -8 3
mnozena sa -3 1 dodata drugoj koloni)

Ako je svaki elemenat k-te vrste prikazan kao ay; = bi; + ci; tada je
determinanta jednaka zbiru determinanti Dy i Do, tj.

ail ai2 a13 ai; a2 ais ailp a2 ais
b1 +ca1 baa+ca2 bazHcaz | =| bar baa bag |+| c2a1 a2 cCo3
a3y a32 a33 az1 asz a3z asz1 asz a33

Vrednost determinante je jednaka nuli ako je jedna vrsta (kolona) jednaka
linearnoj kombinaciji drugih vrsta (kolona).

Vrednost determinante ¢iji su svi elementi iznad (ili ispod) glavne dijago-
nale jednaki nuli jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.

1 2 3
Primer: D=0 5 6 |=1-5-9=45
0 0 9
Zadatak 1.5. Izracunati determinantu i naé¢i kada je njena vrednost jednaka
1 1 1
nli. D=| a b ¢
a? b 2
1 1 1 1 0 0
ReSenje: D=| a b ¢ |=|a b—a c—a |=
a? b 2 a? b —a? 2 —a?
b—a c—a 1 1
=1 (b—a)(b+a) (c—a)(c+a) =(b-a)c-a) b+a c+a |
=0b-a)(c—a)lcta—b—a)=(b—a)(c—a)(c—b)
D=0zab=qailic=alilic=b.
a—1 1 1
Zadatak 1.6. Izracunati determinantu D = 1 a—1 1
1 1 a—1
ResSenje:
a—1 1 1 a+1l a+1 a+1
D= 1 a—1 1 = 1 a—1 1
1 1 a—1 1 1 a—1
1 1 1 1 0 0
=(a+1)| 1 a—-1 1 =(a+1)|1 a=—2 0 = (a+1)(a—1)?

1 1 a—1 1 0 a—2
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T Y T+y
Zadatak 1.7. (Domadi) Izracunati determinantu D = Yy r+y =
T+y x Yy

Resenje: Iskoristiti ideju kao u prethodnom zadatku, pojednostaviti racunanje
uz pomoé¢ osobina. Resnje je —2(22 + y3).

2 -1 1 3
. . . 1 4 0 4
Zadatak 1.8. Izracunati determinantu D = 1 -1 -1 -1
2 2 5 3
Resenje:
2 -1 1 3 0 0 1 0
D_ 1 4 0 4 | |1 4 0 4 1 é :12 ;L _
_1—1—1—1_3—2—12__87_12_
2 2 5 3 -8 7 5 =12
1 0 0
=| 3 —14 -10 :’ ;1)4 _2%0 ‘:—280+390=110
-8 39 20

2. Sistemi linearnih jednacina

Sistem m linearnih jednacina sa n nepoznatih nad poljem realnih brojeva
je konjunkcija jednac¢ina

a1121 + a12Z9 +...+ A1nTLn = bl
(2 1) 211 + a922Zo + ...+ GopTyn = by
Am1T1 + GmaT2 + ...+ ATy = by,

gde su n,m € N, koeficijenti a;; i slobodni ¢lanovi b; realni brojevi, x; nepo-
znate 1 <1 <mil < j <n. Uslucaju da su svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli,
tj. b =0za j =1,2,...,m tada je sistem homogen.

Ako je broj jednac¢ina jednak broju promenljivih, tj. m = n sistem je
kvadratni. Resenje sistema je uredena n-torka (ki, ks, ..., k,) takva da je zado-
voljena svaka jednac¢ina u sistemu za vrednosti 1 = k1, xo = ka, ... , T, = ky,.

U zavisnosti od broja reSenja sistem moze biti:

1. odreden - ima tacno jedno resenje
2. neodreden - ima vise od jednog resenja

3. nemogué (kontradiktoran) - nema resenja.

Ako sistem ima bar jedno resenje kazemo da je saglasan (mogué).
Primer:

a)
r1 +2x9 = 3
1 +2x9 = 4.

Sistem je kontradiktoran, nema resenje. Rg = ()
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T+ x2 = 4
To = 3.
Sistem je odreden, ima jedno resenje Rg = {(1,3)}.
c)
1+ X2 = 2
3561 + 3$2 = 6.

Sistem je neodreden, ima beskona¢no mnogo resenja, Rg = {(t,2 — t) :
t € R}.

Homogen sistem uvek ima bar jedno resenje (0,0, ...,0) i ono se naziva tri-
vijalno resenje. Dakle, homogen sistem nikada nije nemogucé.

Za dva sistema kazemo da su ekvivalentni ako im se skupovi resenja pokla-
paju. Zbog toga je cilj prilikom reSavanja sistema transformisati ga u ekviva-
lentan sistem za koji je lako odrediti resenja.

Elementarne transformacije:

1. zamena mesta jednacina
2. mnozenje neke jednacine brojem razlicitim od nule

3. dodavanje neke jednacine pomnozene brojem razli¢itim od nule nekoj
drugoj jednacini

Gausov algoritam

Pomoéu Gausovog algoritma mozemo reSavati proizvoljan sistem linearnih
jednacina. Elementarnim transformacijama svodimo sistem na ,trapezni® ili
ytrougaoni“ oblik. Neka je dat sistem jednacina i neka je aj; # 0 (ako je
a11 = 0 onda menjamo jednacine tako da je koeficijent kod x; razli¢it od nule).

. . . azy . . . o
Prvu jednacinu pomnozenu sa ——— i dodajemo drugoj jedna¢inu. Po-

a11
. a3 . L. .. . .o
mnozenu sa ——— dodajemo tre¢oj i tako redom. Dobijamo ekvivalentni si-
a11
stem:
(2.2)
CL11.’E1+ a12X2 + ...+ A1ndn = b1
aio-a A1n-Q _ bi-a
(agg - 7121121 ).’£2 +...+ (a2n - 71(“121 ).Zn = b2 - 721121
(am2 - a12;~1(11m,1 ).1‘2 + ...+ (amn — Hnlml )xn = bm — biay .

aii apl

Nakon oznacavanja koeficijenata sa ¢;; 1 b, imamo:

/

aj1x1+ a2+ ...t apT, = 1

(2 3) CooTo + ...+ ConTp = /2
=

Cm2T2 + ...+ CnTn = .

Ako se u sistemu pojavi jednacina ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli dok
se sa desne strane nalazi elemenat razli¢it od nule sistem je kontradiktoran i
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postupak se zaustavlja. Ako su svi koeficijenti jednaki nuli i slobodan ¢lan
jednak nuli, jednac¢ina se odbacuje i nastavlja se postupak.
Neka je coo # 0. Prva i druga jednacina se prepisuju, ostaju nepromenjene.

. L. . C32 . . o . Cm2 .
Drugu jednac¢inu pomnozenu sa ——— i dodaje treéoj,..., mnozi se sa ——— i

C22 C22
dodaje poslednjoj. Nastavljamo postupak dok ne dodemo do nekog od sledeé¢ih
sistema:

1. ,trougaoni*

gu11T1+ gieTa+...+ ginTn = M
(2.4) 922T2 + ...+  GopTn = o
I9mnTn = hm

2. ,trapezni®
P11T1+ p1eTet+ ...+ PpTh = Q1
(2.5) D22%2+ ...+ Doan®n = Q2
PrkTr  PrknTn = (g

Ako se dobije sistem (1) i ako je pri tome g;; # 0 za ¢ = 1,2...,n, tada je sistem
odreden i pocev od z,, iduéi ka prvoj jednacini lako odredimo resenje.
Ako je dobijen sistem (2) on se moZe napisati u obliku

P11+ pir2¥2+...+ P1kTk = @1 — P1k+1Tk+1 — - — P1nTn
(2.6) P22X2 + ...+ Pk = G2 — P2Ak+1Tk+1 — - — P2nTn
PkkTk = Qk — Pkk+1Tk+1 — - — PknTn,

Zaklju¢ujemo da sistem ima beskona¢no mnogo resenja koja zavise od izbora
Tktly ..., Tn tj. n — k promenljivih je proizvoljno pa je sistem n — k puta
neodreden.

Zadatak 2.1. Gausovim algoritmom resiti sistem jednéina:

a) 3z + 5y = —4b) x + 2y — =z = 2
-3z — y = 8 2 + 3y + =z = 5
3r + 4y + 2z = 7
Resenje:
a) 3z + by = —4
-3z — y = 8

Prvu jednacinu prepisemo, a u drugu dodamo prvu (pomozenu sa 1).

3z + dy —4
9y = 4

Iz druge jednacine dobijamo direktno y = 1 i nakon vradanja u prvu
dobijamo x = —3. Sledi da je Rg = {(—3,1)}.



T +
2¢ +
3z + 4y + 2z =

Matematika

2y — z =
3y + =z =

~ Ot N

Prvu jednaéinu prepiSsemo. Prvu mnozimo sa (—2) i dodajemo drugoj, a
zatim je mnozimo sa (—3) i dodajemo trecoj.

r + 2y — z = 2
-y + 3z =1
- 2y 4+ 5z =1

Prepisujemo prvu i drugu jednaéinu, a drugu mnozimo sa (—2) i doda-

jemo trecoj.

z + 2y — z = 2
-y + 3z = 1
- z = -1
Iz treée dobijamo z = 1, zatim iz druge y = 2 i iz prve da je z = —1.

Sledi Rs = {(~1,2,1)}.

Kramerovo pravilo

Kramerovo pravilo se moze primeniti samo za reSavanje kvadratnih sistema.
Neka je dat sistem jednacina

(2.7)
ai1
Dg = a21
an1
a1
D; = a21
an1

stavimo slobodne ¢lanove

a1y + a12X9 + ...+ A1nTn = bl

ag11 + a22X9 + ...+ A2nLn = b2

Ap121 + Ap2X2 + ... + AppXn = b’ru
aig Ain
a9; a . .

‘ ™ | - determinanta sistema
Anj Anpn
b1 a1n
b2 as .. ..

™ | - dobijamo kada umesto koeficijenata uz x;

b'l’L ann

Ako je Dg # 0 sistem je odreden i ima jedinstveno resenje (z1, ..., x,) gdje

D
jex; = D—l Ako je Dg = 0 sistem je neodreden ili nemogucé.

Za homogen sistem vazi:
Dg # 0 sistem je odreden

Dg = 0 sistem je neodreden.

Zadatak 2.2. Kramerovim pravilom resiti sisteme iz Zadatka

Resenje:
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a) Dg = 5’3 —51 = 3+15=12#0,
-4 5
D, = 8 1 =4 — 40 = —36,
3 —4
D, = 3 g =24-12=12
D, —36
Sledi da j = — = — = 3y =
edi da je x Ds 2 Y
(3.1},
1 2 -1
by Ds=|2 3 1 |=1#0,
3 4 2
2 2 -1
D,=]5 3 1 |=-1,
7T 4 2
1 2 -1
D,=12 5 1 |=2
3 7 2
1 2 2
D,=12 3 5 |=1
3 47
- 2
Sledidajex:T:fl,x:I:2iz:

Zadatak 2.3. Resiti sisteme jednacina:

a) = + 3y — 5z = 6 b) 3z +
2z + z =3 2z +
3 + 3y — 4z = 0. 3x +

c) x + y = 6 d) =z +
2c + y =9 3z —
dr + 2y = 18

e) = + y + 2z + 2u= 5
2t + y — z — wu= 0
3r + 2y + 2z + wu= 5
-r — Yy + 2z + wu= 3

f) 2¢ - y + 3z — 2u 4+ 4dv= -1
dc — 2y + 5z + uwu + Twv= 2
2r — Yy + z 4+ 8u + 2v= 1

Resenje:

a)
r + 3y — Oz
2z + =z
3r + 3y — 4z

12
:1—2:1pajeR5

1 paje RS = {(71,2, 1)}

1=
3y — 5z = 6
2y + 2z = 3
y — 4z = 9.
y + z = 5
y + 2z =1
= 6
= 3
= 9
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z + 3y — 5z = 6
- 6y + 11z = -9
- 6y + 11z = -9
r + 3y — 5z = 6
- 6y + 11z = -9
0 = 0.
r + 3y = 6 + 5z
- 6y = -9 — 11z
3 11 9 11 3t
Neka je z=t,t € R. Tadajey = §+§ti$:6+5t—§—?t: 5 5

Sistem je neodreden, resenja su Rg

3—t 3 11
_— =t — : R 5.
{( 5 ,2+6t,t) te }

b)

3r + 3y — 5z = 6
2 + 2y + z = 3
3z + 3y — 4z = 9
z + 2z + 2y 6
-5z + 3v + 3y = 3
-4z + 3x + 3y = 9
z + 2z 4+ 2y = 6
13z + 13y = 21
11z + 11y = 21
z + 2z + 2y = 6
T + Yy = ﬁ
r + Yy = 1

z + 2x + 2y = 6

r + .
g _ H
11~ 13

Sledi da je Rg = 0.
¢)

r + y = 6

2 + y = 9

dr + 2y = 18

T + y = 6

-y = -3



Vezbe iz Matematike 11

r + y = 6
Y -3
0 = 0

Sledi da je y = 3, a zatim da je x = 3, pa je Rg = {(3,3)}.

d)

r + y + z =95
3. — y + 2z =1

r + y + z = 5
- 4y - z = -14

r + z = 5 — ¥y
-z = -4 + 4y

Zay=tteRjez=14—-4tiax=5—-t—14+ 4 = -9+ 3¢, tj.
Rs ={(3t —9,t,14 — 4t) : t € R}.

e)

r + y + 22 + 2u= 5
2 + y — z — u= 0
3 + 2y + 2z 4+ wu= 5
-r — y + 2z + wu= 3
r + vy + 2z 4+ 2u= 5

-y — 52 — du= -10
-y — 5z — du= -—10
4z 4+ 3u= 8
r + vy + 2z 4+ 2u= 5
-y — 5z — du= -—10
0= 0
4z 4+ 3u= 8
z + vy + 2z + 2u= 5
-y — 5z — du= -—10
4z 4+ 3u= 8
r + y + 2z= 5 — 2u
-y — dz= —-10 + bu
dz= 8 - 3u
3 15 -5
Zau:t7t€Rjez:2—Zt,y:10—5t—10+zt: Tti
3 5 3
x:5—2t—4+§t+1t:1+1t, odnosno

3 5 3
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f)

20 — y 4+ 3z — 2u + 4dv= -1

dc — 2y + 52 + u 4+ Tw= 2

2c — y + 2z + 8u + 2 1

2 — y + 3z — 2u + 4dv= -1

- z + Su - = 4

— 2z + 10u — 20v= 2

2t — y + 3z — 2u + 4dv= -1

- z + du — v= 4

0= -6

Sistem je kontradiktoran tj. Rg = 0.

Zadatak 2.4. Odrediti realne parametre c i d tako da sistem bude neodreden
i resiti u slu¢aju neodredenosti:

5 4+ 3y + z = -5
r — 2y + z = 2
cx + 2y — z = d

Resenje:
Sistem ¢e biti neodreden ili nemogu¢ ako je Dg = 0,
5 3 1 5 3
Dg=|1 -2 1 1 -2 =1043c+2+2c—-10+3=5+5c.
c 2 —-1]c¢ 2

Dakle, Dg = 0 akko ¢ = —1. Za ¢ = —1 sistem je nemogué ili neodreden.
Menjamo u sistemu ¢ = —1 i reSavamo Gausovom metodom sistem:
5S¢ + 3y + z = -5
r — 2y + z = 2
—-r 4+ 2y — 2z = d
T - 2y + z = 2
5S¢ + 3y + z = =5
- + 2y — z = d
T 2y + z = 2
13y — 42 = —-15
0 = d+2

Za d # —2 sistem je nemogué. Za d = —2:

r — 2y 4+ 2z = 2
13y — 4z = -15
r - 2y = 2 - z

13y = —-15 + 4z



Vezbe iz Matematike 13

Zaz=t tcRje 7154—41&' 2t 30+8t 45 baie
z = = — —1l 1T = —_ 1 — — _t = - — —
: V=3 T3 13 713" 13 130 P

4 5 -15 4
D e T A 1
B {(13 130 13 +13t’t) te }

Zadatak 2.5. Odrediti realan parametar b tako da sistem bude nemogué

z + y — 3z =1
2c + y - 2z = 1
r + y 4+ z =D
r + 2y — 3z =1
Resenje:

r + y — 3z =1
2c + y - 2z = 1
r + y 4+ =z =D
r + 2y — 3z =1
z + y — 3z = 1
-y + 4z = -1

4z = b-1
Y = 0

r — 3z = 1

4z = -1

4z = b-1

r — 3z =
4z = -1
0 = b

Za b # 0 sistem je nemogudé, a za b = 0 imamo sistem

x — 3z 1
4z = -1

koji je odreden.

Zadatak 2.6. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem linearnih
jednacina i resiti ga u slucaju neodredenosti.

axr + (a—1ly + =z =1
r - Yy + az = a
— ay + az = 0

ResSenje: Determinanta sistema je

a a—1 1| a a—1
Ds=|1 -1 a|1 -1 =-d>-a+ad®>-ad*+a=d*(a—2)
0 —a al| 0 —a
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Dakle, za Dg # 0, odnosno a # 0 i a # 2 sistem je odreden.
Za a = 01 a = 2 sistem je neodreden ili nemogué. Ispitajmo koji je od tih

slucaja.
a=0
-y + z =1
T — ¥y =
0 =0
z = Y
z = 1+y

Zay=t,tcRjez=1+tixz=tpaje Rg={(t,t,1+1):t e R}
a=2

2c + y + 2z =1
r — y + 2z = 2
- 2y + 2z =0

r — Yy + 2z = 2
3y — 3z = -3

- 2y + 2z = 0
r — y + 2z = 2
-y + z = 1

0 = -3

Sistem je nemogué, tj. Rg = 0.

Zadatak 2.7. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem linearnih
jednacina i reSiti ga u slucaju neodredenosti

a) r + y + z= ab z — 2y 4+ (a+1)z = 3
x + (a+1l)y + z= 2a 5z + 2y = 1
r + Yy + az= -—a ax + 2z = 2
c) (a—1)x =0
z 4+ (a—1)y =0
y — (a=1)z = 0.
Resenje:
a)
1 1 111 1
Ds=|1 a+1 1|1 a+1 =d*+ta+l+l—a—1-1—a=a’*—a=ala—1)
1 1 a| 1 1
Za Dg # 0 tj. a # 01 a # 1 sistem je odreden.
a=0
z + y + 2= 0
r + y + z= 0
r + vy = 0
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r + y + z= 0
0= 0
- 2= 0

15

Sledidajez=0ix=—-y. Akojey=1t,t € R onda je Rsg = {(—t,¢,0) :

t € R}. Sistem je neodreden.

a=1
r + vy + z= 1
r + 2y + z= 2
r + y 4+ z= -1

Sistem je nemogué, Rg = ().

1 =2 a+1| 1 -2

Ds=|5 2 0 5 2 =4-2a(a+1)+20=—2a>—2a+24 =

a 0 2 | a O

=—2(a®>+a—-12) = —2(a+4)(a — 3)
Dg #0zaa# —41ia+# 2itada je sistem odreden. Za a = —4ia =3

sistem je neoreden ili nemoguc.

a=—-4
r — 2y
5r + 2y
—4x
r - 2y -
12y +
- &y
r — 2y —
- 4y -
12y +
r — 2y
- 4y
Sistem je nemogué, Rgs = 0.
a=3
r — 2y
5z + 2y

3

+

3z
15z
10z

3z
5z
15z

3z
5z

4z

2z

3z

2z

N =

N —
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r — 2y + 4z = 3
12y — —20z = 14
6y — 10z = 2
r — 2y + 4z = 3
6y — —10z = 7
0 =0
r — 2y = 3 — 4z
6y = 7 + 10z

7

Zaz—ttERJey—é
167 5

Re={(t+5.5+3ut)ster),

c)
a—1 0 0
Ds=| 1 a-1 0 |=(a—1)?
0 1 a—1

83

5 7 16
—t 1 = —4 — = —_ 1
2 ix =3 t+3+5t t+3paje

Za Dg # 0 tj. za a # 1 sistem je odreden. Za Dg = 0 sistem je neodreden
(jer je homogen pa ne moze biti nemogud).

Y = 0.
Sledi da je Rs = {(0,0,t) : t € R}.

Zadatak 2.8. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem
linearnih jednacina i resiti ga u slu¢aju neodredenosti

a) x + 2y + 2z = 3 b) —ax - 3z = 3b
2z + 3y — 3z = a z + (a+1)y =1
z + by + 6z = -2 ar — 20 + 4z = =2
¢) ax + bz = —a
(a+0b)y = b
bx az = 2a
Resenje:
a)
1 2 1 1 2
Ds=|2 3 -3|2 3 =18-6+20—-3+30b—24=5b—-15
1 b 6 1 b
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Za Dg # 0, odnosno b # 3 sistem je odreden. Za b = 3 sistem je nemogué
ili neodreden.

b=3
x + 2y + =z = 3
2 + 3y — 3z = a
r + 3y + 6z = =2
r + 2y + =z = 3
-y — 5z = a—6
y + 5z = =5
x + 2y + =z = 3
- y — bz = a—6
0 = a-11

Za a # 11 sistem je nemogué. Za a = 11 dobijamo

r + 2y + =z = 3
-y — 5z = 5

z + 2y = 3 — =z
-y = 5 4+ 5z

Sistem je neodreden, za z =t,t e Rjey = —-5—-5tix =3—-t+10+10t =
9¢ + 13 pa je Rg = {(9t + 13, -5 — 5¢,t) : t € R}.

b)
—a 0 -3 | —a 0
Ds=| 1 a+1 0 1 a+1 =—4a*—4a+6+3a®+3a =
a -2 4 a =2

=—a’—a+6=—(a—2)(a+3)
Sistem je odreden za Dg # 0 tj. za a # 21 a # —3, dok je za Dg =0
sistem neodreden ili nemogué.

a=2
—2x - 3z = 3b
r + 3y = 1
20 — 2y + 4z = -2
r + 3y = 1
6y — 3z = 3b+2
- 8y + 4z = -4
r + 3y = 1
- 2y + 2z = -1
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r + 3y =1
- 2y + z = -1
0 =

|
S8
|

1 1
Za b # 3 sistem je nemogué¢ i Rg = (). Za b= 3 imamo

x + 3y =1
- 2y 4+ 2z = -1
T = 1 - 3y
z = -1 4+ 2y

Zay=t,teRjez=—-14+2tix=1-3tpaje Rg = {(1—3t,¢2t—1):
t € R}.

a bl a 0
Ds=|0 a+b 0|0 a+b =d*(a+b)—b*(a+b)=
b 0 al|b 0

= (a+b)(a® - ) = (a+b)*(a—b)
Za Dg # 0 tj. a # b1ia # —b sistem je odreden. Za Dg = 0 sistem je
neodreden ili nemoguc.

o

a=">
axr + az = -—a
2ay = a
ar az = 2a
axr + az = -—a
2ay = a
0 = 3a

Za a # 0 sistem je nemogué Rg = (). Za a = 0 sistem postaje 0 = 0 tj.
tri puta neodreden sistem Rg = {(s,w,t) : s,w,t € R}.

a=-b
ar — az = -—a
0 = —a
—ax az = 2a

Za a # 0 sistem je nemogué Rg = ). Za a = 0 ista situacija kao malopre,
sistem je tri puta neodreden Rg = {(s,w,t) : s,w,t € R}.

Napomena 2.9. U zadacima sa diskusijom u zavisnosti od parametra ne kori-
stimo Kramerovo pravilo. Ako je D, = Dy, = D, = 0 ne znamo da li je sistem
neodreden ili nemogué.
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Primer:
r 4+ y= 2 r + y + z=1
2 4+ 2y= 2 2 + 2y + 2z= 2
1 1 r + y + z= 3
DS“Q 2‘_01 11 1
D,=D,=0 Ds=|2 2 2 |=0i
a sistem je neodreden. 1 1 1

D,=Dy,=D,=0
a sistem je nemogué (prva i treéa
jednacina vode do kontradikcije).

3. Zadaci za samostalan rad

Zadatak 3.1. Resiti sledece sisteme linearnih jednacina:

a) x + 2y — =z = 2 b) z + y =1
3 — y + 2z =7 T + z = 3
-r - y + 2z = 3 y + z = 0
Zadatak 3.2. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem linearnih
jednacina:
a) ar — 3y = a b) 2z + y + az = 1
(a—4)r + (a—T)y = —6 ax + 3y — =z =5
r — y + 7z = -3
c) bz + (a—2)y = 1d =z + y + z =6
3z + y — 2z =0 ar + 4 + =z = 5
ar + (a—2y + 2z = 2 6z + (¢+2)y + 2z = 13
4. Matricne jednacine
Matrice
Pravougaona Sema oblika
ail a2 ... Qip
ao1 azy ... A2
aml Qm2 .- Amn,
je matrica formata (tipa) m xn .
Vrednosti a;;, i € {1,2,...,m}, j€{1,2,...,n} suelementi matrice. Ta-

kvu matricu oznacavamo sa A = [ayj], ., - U sluéaju da je m = n matrica je
kvadratna. Mi ¢emo raditi sa matricama kod kojih su elementi a;; realni bro-
jevi. Matrice A = [ay],, ., I B = [bij]qu su jednake ako je m =pin =gq
ia;; = bs;, odnosno ako su istog tipa i ako su im odgovarajudi elementi jednaki.

e Matrica ¢iji su svi elementi jednaki nuli zove se nula-matrica
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e Kvadratna matrica E ¢iji su svi elementi van glavne dijagonale jednaki
nuli, a svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici, zove se je-
diniéna matrica

e Suprotna matrica matrice A = [ay], ., je —A = [—ai],, -

e Transponovana matrica matrice A = [a;;] dobija se kada u matrici A

mXn
sve odgovarajuce vrste i kolone zamene mesta, ozna¢avamo sa A7

Operacije sa matricama:

- Sabiranje matrica: Akoje A = [a;;], .., i B = [by], .., tadaje A+B = C
gde je €' = [aij +bijl,, .,
Dakle, matrice se mogu sabrati samo ako su istog formata i to tako Sto
im se sabiraju elementi na odgovaraju¢im mestima.

Primer:
—4 1 5 n 0 -1 1| | -4 06
-1 1 1 2 4 0| 5 1

Osobine sabiranja matrica:

1. A+ (B+C)=(A+B)+C
2. A+0=4
3. A+ (-4)=0
4. A+ B=B+A
- Mnozenje matrice skalarom: Ako je o neki skalar (o € R) a [ag],, ., ma-

trica, tada je o [ay;),, ., = [@aij],, ., Dakle, matricu mnozimo skalarom
tako Sto se svaki njen element pomozi tim skalarom.

Primer:
-1 2 3 —6
(-3)| 0 1 |=|0 3
-4 3 12 -9
- Proizvod matrica: Ako je A = [ay],,.,, i B = [bij], ., tada je proizvod

n
matrica, u oznaci A- B matrica C' = [c], ., gde je ¢;; = Z a;kbrj. Da-

i=1
kle, dve matrice se mogu pomnoziti samo ako je broj kolona prve matrice
jednak broju vrsta druge matrice. Rezultat je matrica ¢iji je broj vrsta
isti kao kod prve matrice a broj kolona kao kod druge matrice. Eleme-
nat u i-toj vrsti i j-toj koloni proizvoda dobija se tako Sto se elementi
i-te vrste prve matrice pomnoze sa odgovaraju¢im elementima j-te kolone
druge matrice i dobijeni proizvodi se saberu.

Primer:

1 2 5 2 -1
0 1 B(l)?’] =] 2 1 1
3 2x3

3x2 -1 -2 -1 3x3
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Osobine proizvoda matrica:

1. A(BC) = (AB)C
(A+ B)C = AC + BC
A(B+C)=AB+ AC
a(AB) = (aA)B = A(aB)
FA=AFE=Aza A#0
Ako je AB=0nesledidaje A=0ili B=0

Primer:
1 1 ) 1 1 |0
1 1 -1 -1 10

Napomena 4.1. Mnozenje matrica nije komutativno.

A e

Primer:
2 2 2 -1
=3 A ]e-0
6 0 4
an=] 5 0 uman]d
Transponovanje
Primer:
1 5
A=1| -1 3 ,AT:H _31 H
4 0
Osobine transponovanja matrice:
1L (AT) =4

2. (A+B)T = AT + BT
3. (aA)T = AT
4. (AB)T = BT . AT

Zadatak 4.2. Izra¢unati 3A —2D +5F ako je A = {

N —

Resneje:

342D+ 58 = [ 6-6+0 3—8+5

Zadatak 4.3. Izracunati, ako je moguce:

a)

[211} g} _{9
301 — 10
2x3 103><2

3.1 5 1 1 9 3
2 1 13 0 1 =17 2
10 2%3 2 1

3x2

3—2+5 6—4+0}_[6
1o

')

-]
|

SN

w W
I

W

3x3

1
3

2
4

21

|
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b)
[ 3 2 1 ] sl [ 10 ]
0 1 2 T 8
2x3 3 3x1
: {3 2 1} -~
2 - nemoguée je mnoziti
0 1 2
3 2x3
3x1
c)
3 6
1 : [2]1><1 = 2
1 3x1 2 3x1
3
2] 1 - nemogude je mnoziti
3x1

Zadatak 4.4. Date su matrice:
2 3

1 2 1 2 1
A:L 3}’32[3 6 3]’02 g 0

Odrediti A% + BC — 3E.
Resenje:

B |

) Cam 38 131 ,[1 0] [11 38
A+BC3E_[411+30 Slo1]=]7 s
Inverzna matrica

Determinanta kvadratne matrice A = [a;;]

w =
N
I~
w
-

nxn ‘]e
aix aiz ... Qain
det(A) _ as1 a22 ... Q2pn
an1 Qn2 ... Gpp
Adjungovana matrica kvadratne matrice A = [ay;],, ., je
A Ao A 10

. A21 A22 v A2n
adj(A) =] . S .

Apr Ame oo Amn
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gde su A;; = (—1)i+jMij kofaktori elementa a;;.

Ako je A kvadratna matrica reda n i ako postoji kvadratna matrica X takva
da je AX = XA = F tada je X inverzna matrica matrice A i ozna¢avamo je
sa A7L.

Kvadratna matrica je regularna ako ima inverznu matricu, a singularna ako
je nema. Kvadratna matrica je regularna (ima inverznu) akko je det(A) # 0.

] 1 .
Tada je A7 = det(A) adj(A).

Osobine inverzne matrice:

1. Ako su A i B regularne matrice istog reda tada je (AB)~! = B~1A~!

2. Ako je A regularna matrica, tada jei AT regularna matrica i vazi (AT) o

(A1)’

3. Ako je A regularna matrica, tada je (A*l)f1 = A.

SHORE D

Primer:

2 1

Napomena 4.5. Kod matrica reda 2 adjungovana matrica se moze lako odrediti
tako §to elementima na glavnoj dijagonali zamenimo (medusobno) mesta, a
elementima na sporednoj zamenimo samo znak.

jer je det(A) = —6 i adj(A) — { 30 ]

Zadatak 4.6. Odrediti A~!, ako postoji:

1 9 1 -1 1 -1 2 0
a) A:[Q 5} b) B=| -1 4 0 ¢c) C=|1 1 2
1 1 -1 0 1 1

Resenje:

a) Kako je det(A) = 5—4 = 1 # 0, inverzna matrica matrice A postoji.
Da bismo je odredili, izra¢unac¢emo prvo adjungovanu matricu adj(A)
matrice A kao transponovanu kofaktor-matricu matrice A. Kofaktori
A, 1,5 € {1,2} elemenata a;; matrice A su

A = (71)1+1 -5 =5, App = (*1)1+2 ‘2=-2

Agy = (1) 2= -2 Ay =(-1)>*.1=1,

1 , 1 5 —2 1" 5 -2
_1— . = — - ==
A= Gay i@ = g [—2 1] {—2 1]

Primetimo, kori§¢enjem napomene [£.5] brze bismo izracunali adjungovanu
matricu.
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b) Determinanta matrice B je

1 -1 1
det(B)=| -1 4 0 |=-8,
11 -1

T
cos | S e Y] e
1 _ _
e B e A Gl N Rl
~-1 1 1 1 1 -1
(1% 4 0‘ (-1)*r 1 o‘ S 4‘
Dakle
I A R N B R .
B—lz—g 0 =2 2| =—2 | -1 =2 -1
-4 -1 3 -5 -2 3
¢) Determinanta matrice C je
-1 20
det(C)=| 1 1 2|=-14£0
0 1 1

pa zaklju¢ujemo da inverzna matrica postoji. Adjungovana matrica je

-1 -2 4
adj(C)=1 -1 -1 2
1 1 -3
Dakle, inverzna matrica je
1 1 2 —4
c = Tadj(C) =l 1 1 =2
B -1 -1 3

Matriéne jednacine su jednacine u kojima se kao poznate i nepoznate pro-
menljive javljaju matrice.

Zadatak 4.7. Resiti matri¢ne jedncine:

o (1271, 2
a) AXBakOJeA[6 3}1B{0}

. 3 =5 . 4 5
b) AXQXBakOJeA|:1 —1]13[—8 _3]

¢) X —2XA =B akoje A= { 2 12]13— { N _12]
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Resenje:
a) Nakon mnozenja jednakosti sa leve strane sa A~! imamo

E
—~

A'AX =A"'B

odnosno X = A~1B. Moramo odrediti inverznu matricu A~!. Determi-
nanta det(A) =3 — 12 = —9. Sledi,

pa je
L, 13 —27[2] -17 6 2[ -1
— 1p__ _ ~ e — P
e [ 5] v [ 5 ]5 ]

b) Napisa¢emo jednac¢inu u pogodnijem obliku i zatim mnozimo sa leve
strane sa odgovaraju¢om inverznom matricom:

(A-2E)X =B
(A-2E)"Y(A-2E)X = (A-2E)"'B

X =(A-2E)"'B

Sl EE T ER

pa je det(A —2FE) = =3+ 5 =2 # 0. Sledi da je

_1[-35 4 5] 1[-52 —30] [ -26 —15
“o| -1 1|8 3] 2| -12 8| | -6 —4
—_———

(A—2E)-1

[\

c) X-2XA=B8B
X(E-2A)=B
X (E -2A)(E —2A)"' = B(E —24)~!

E

Dakle, sada smo mnozili sa desne strane sa inverznom matricom matrice

(E — 24).

e[ §]-a[ ¥ 4 ]-[ 5 7]

Determinante det(E — 2A) = 25 — 12 = 13 # 0, pa inverzna postoji.
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x_[0 1] 1[5 2]_1[6 5
S -1 =2 13 6 5| 13| —17 -—-12 |-
N———
(E—2A)-1

Zadatak 4.8. Resiti matri¢nu jednacinu AX B = C, gde su

2 -1 3 1 2 1 2 1 1
A=|1 2 —-4|(,B=| 1 3 2|,C=] 0 1 -1
3 1 2 -1 -2 0 -1 1 1
Resenje:
Mnozimo jednagéinu sa A~! sa leve strane i sa B~! sa desne strane.
AXB=C
E
—~
AT'AX BB ' =A"1CB!
S——
E
X =A"1CB!

Racunamo inverzne matrice matrica A 1 B.
det(A) =8+124+3—-184+8+2=15#0,

8§ -14 -571"
adj(A) = 5 -5 =5
-2 11 5
1 8 5 =2
A7t = s -14 -5 11
-5 -5 5
det(B)=0—4—-2+344=1#0,
4 —2 11"
adj(By=| -2 1 0
1 -1 1
1 4 -2 1
B! = 712 1 -1
1 1
Vra¢amo se da rac¢unamo X :
1 8 5 =2 2 1 1 4 -2 1
11 0 1 -1 —2 1 -1

X:A*CB*:B —-14 -5
-5 -5 5 -1 1 1 1 0 1
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1 18 11 1 4 -2 1 1 51 =25 8
=15 -39 -8 2 -2 1 —-1|= 5 —138 70 —-29
-15 -5 5 1 0 1 —45 25 -15

Zadatak 4.9. Resiti matri¢nu jedna¢inu AX — B = X, gde su

1 2 0 0 2 -6

A=| -1 1 1 |iB=| 4 -2 =2

3 11 -3 7 -3
Resenje:

AX-B=X

AX-X =8B

(A-E)X =B

A-FE=| -1

= O N
o = O

Determinanta det(A — E) = 6 # 0, pa inverz postoji, ratunamo adjungovanu
matricu:

-1 3 -11"
adj(A—E)=| 0 0 6
2 0 2
[-1002 0 2 -6 12 0
X=>|3 0 0 4 —2 —2|l=| 0 1 -3
61 16 2| -3 7 -3 3 0 -2

Zadatak 4.10. Resiti matri¢nu jedna¢inu ABX =4X + C za

11 -2
A=1|0 2 |,B=ATC=| 0
3 1 2
Resenje:
ABX =4X +C
(AB-4E)X =C
(AB —4E)"Y(AB —4E)X = (AB — 4E)~'C
X = (AB—-4E)~'C
11 1 00
AB—4E=1| 0 2 {}g?}él 01 0=
3 1 0 0 1
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0 -2 2 4
0= 2 0 2
1 4 2 6

4
2

I
=N N
[CRSINY

1
-410
0

—_
o = O

0

Od dobijene matrice AB — 4F trazimo inverznu. Determinanta je det(AB —
4F) =164 16 +8 — 24 = 16 # 0, a adjungovana matrica:

—4 —4 4 717
adj(AB —4AE) = | —4 —28 12
4 12 -4

Primetimo da je adj(AB—4F) simetri¢na i da je jednaka svojoj transponovanoj
matrici. ReSenje po X je

1 -1 -1 1 —2 1

X = 1 -1 -7 3 . 0 =12

1 3 -1 2 1
(AB—4E)-!

Zadatak 4.11. Matricnim racunom reSoto sistem linearnih jednacina:

- + 2y = 3
x + y + 2z =5
y + =z = 3

ResSenje: Zapisa¢emo sistem jednacina u matricnom obliku sa matricamas:

-1 2 0 3 x
A= 1 1 2 |,B=|5|,X=1]y
1 1 3 z

Sledi da je AX = B, odnosno X = A~!B. Inverznu matricu matrice A smo
veé ra¢unali u Zadatku [4.6l

1 2 -4

Al=11 1 =2

-1 -1 3
1 2 —4 3 1
X=|1 1 =2|-15]|=]2
-1 -1 3 3 1

Dakle, resenje sistema je © = 1,y = 2,z = 1, odnosno Rg = {(1,2,1)}.
Zadatak 4.12. Matri¢nim ra¢unom resiti sistem linearnihh jednacina:

-r + y + 2z = 2
2 + 3y — =z =T
2t - y + =z = 3
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Resenje:
Slicno kao u prethodnom zadatku, sistem mozemo napisati u matri¢énom
obliku kao AX = B gde su sada

11 2 x 2
A=| 2 3 —1|,x=|yl|.B=]|7
2 -1 1 2 3

Sledi da je X = A~!'B, pa ra¢unamo A~!. Determinanta je det(A) = —20.

4 -3 =5
adj(A) = 0 -5 5
-8 1 -5
Dobijamo resenje za X:
1 4 -3 -5 2 1 —28
X=— 0 -5 5 =— | =20 |,
—20 20

7 6
d S = — :1 = —,
odnosno x 5,y , 2 5

Zadatak 4.13. Matri¢nim rac¢unom resiti sistem linearnih jednacina

Sr — 3y + 22 = 17
—x + 7z =9
r + 3y = 7
Resenje:
Sistem mozemo napisati kao AX = B, gde su
5 -3 2 x —17
1 3 0 z 7

Resenje za X dobijamo kao A~'B, no pre toga ra¢unamo inverznu matricu

matrice A. Determinanta matrice je det(A) = —132.
-21 6 =21
adj(A)=| 7 -2 37
-3 —-18 =3
1 —21 6 —21 —-17 -2
X = 133 7T =2 =37 |- 9 =| 3
-3 —-18 -3 7 1

Resenje sistema je x = —2,y = 3,z = 1, odnosno Rg = {(—2,3,1,)}.
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5. Zadaci za samostalan rad

1 1 0
Zadatak 5.1. Izracunati 242 — 347 + 4FE akoje A= | 2 0 1
0 1 0
Zadatak 5.2. Izracunati A~!, ako postoji:
1 0 -2 [ '3 3 0 -1 0
) A=|01 2 ) A=| 1 1 1| ¢ A=]| 0 1
1 3 0 -2 0 -1 1 3

Zadatak 5.3. Resiti matri¢ne jednacine:

11 2]
a) XA=B,akoje A= |0 2 0 |iB=[1 1 1]
0 0 4
1 2 1] 1]
b) A X=BakojeA=|0 2 0 |iB=]1
00 3| 1

c) AX-2X=B+3Fakoje A=

w o w
— s O
—
—
Sy
Il
[\
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