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Predgovor

Predmet izucavanja ovog master rada su zakoni velikih brojeva. U teoriji verovatnoce,
zakoni velikih brojeva razmatraju konvergenciju niza slu¢ajnih promenljivih ka nekoj kon-
stanti. U zakonima velikih brojeva su dati uslovi pod kojima ukupno dejstvo slucajnih
uticaja dovodi do rezultata za koji moze da se kaze da ne zavisi od slucaja.

U prvoj glavi rada dati su osnovni pojmovi teorije verovatnoce potrebni za razumevanje
rada u celini. Zakoni velikih brojeva za slucajne promenljive dati su u drugoj glavi rada.
[zucavaju se dve vrste zakona velikih brojeva, slabi zakoni i jaki zakoni velikih brojeva.
Prezentovani su zakoni velikih brojeva Cebigeva i Hitina, koji spadaju u slabe zakone
velikih brojeva, kao i zakon velikih brojeva Kolmogorova, koji je jaki zakon velikih brojeva.
Pored zakona velikih brojeva za slucajne promenljive, u ovom radu izucavaju se i zakoni
velikih brojeva za fazi brojeve. Zakon velikih brojeva za niz simetri¢nih fazi brojeva
predstavljen je u tre¢oj glavi. Navedeni su i primeri koji pokazuju da zakon velikih brojeva
za niz simetri¢nih trougaonih fazi brojeva ne vazi uvek. Pored zakona velikih brojeva za
slucajne promenljive i fazi brojeve, u cetvrtoj glavi rada, izuCavaju se i zakoni velikih
brojeva za fazi slu¢ajne promenljive, koje se smatraju jednim od uopstenja sluc¢ajnih
promenljivih. Na kraju rada dat je jaki zakon velikih brojeva za niz nezavisnih fazi
slu¢ajnih promenljivih koje imaju istu raspodelu.

* * *

TIzuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Slavici Medié, kao i predsedniku
komisije dr Tatjani Grbié, na ukazanom poverenju, pruZenom znanju, svim savetima i
sugestijama koji su mi olakSali izradu ovog rada. Takode, zahvaljujem se i c¢lanovima
komisije, dr Sanji Rapajié¢ © dr Sandri Buhmiler.

Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima i sestri, kao i svim svojim prijateljima,
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Glava 1

Prostor verovatnocée

U ovom delu rada predstavljeni su osnovni pojmovi teorije verovatnoce. Polazi se
od definicije slucajnog dogadaja i verovatnoce slucajnog dogadaja, uz koje su navedeni
primeri. Definisane su slucajne promenljive, jednodimenzionalne i viSedimezionalne,
njihove osnovne raspodele i transformacije slucajnih promenljivih. Za potrebe ovog
rada izdvajaju se brojne karakteristike sluc¢ajnih promenljivih, matematicko ocekivanje
i disperzija. Nejednakosti Markova, Cebigeva i Kolmogorova, koje procenjuju svojstva
slu¢ajnih promenljivih, neophodne su u dokazima zakona velikih brojeva.

Rezultati teorije verovatnoce prikazani u ovom delu mogu se opsirnije naéi u [5, 8, 9,
13, 18, 19, 20].

1.1 Slucajan dogadaj

Eksperiment (opit) koji kada se odvija pod istim uslovima ne dovodi do jedinstvenog
ishoda je polazni pojam teorije verovatnoce. Takvi eksperimenti se nazivaju verovatnosni
(stohasticki) eksperimenti. Pored njih postoje i tzv. deterministicki eksperimenti, i naj-
¢eSce eksperiment ima i stohasticku i deterministicku stranu. Skup svih mogucih ishoda
nekog eksperimenta oznacavamo sa €2, a elemente skupa €2 nazivamo elementarnim doga-
dajima i obelezavamo ih sa w, wy, we, . ... Slucajan dogadaj je podskup skupa elementarnih
dogadaja 2, obelezavamo ga velikim latini¢nim slovima sa pocetka abecede. Kazemo da
se dogadaj A realizovao ako se realizovao neki od elementarnih dogadaja koji mu pripa-
daju. Skup €2 je dogadaj koji se uvek realizuje i naziva se siguran dogadaj. Prazan skup
() je nemogué dogadaj i on se nikada ne moZe realizovati.

Primer 1.1 Baca se kockica za igru. Opisati skup elementarnih dogadaja §2 i dogadaj A
pasce paran broj tackica na kockici”.

Resenje: Skup elementarnih dogadaja je
Q - {wh Wa, W3, Wy, Ws, WG}

gde je sa w;, © = 1,2,3,4,5,6, oznacen dogadaj da se na gornjoj strani kockice nalazi ¢
tackica.
Dogadaj A se realizuje ako se na gornjoj strani kockice pojavi 2, 4 ili 6 tackica, tj.

A = {w2, W4, u)(;}.
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Primer 1.2 Baca se novcié tri puta i belezi strana koja se vidi. Opisati skup elementarnih
dogadaja ) i dogadaj B ,u prvom i drugom bacanju pasce glava’.

Resenje: Skup elementarnih dogadaja je

Q0 = {(P17 PQ? P3)7 (Pla P27 G3)7 (Pla G27 P3)7 (Gla P27 P3)7

(Pla G27 G3)7 (Gla P27 G3)7 (Gla G27 P3)7 (Gla G27 G3)}7

gde je P; dogadaj da ¢e u i—tom po redu bacanju pasti pismo, a G; dogadaj da ¢e u
1—tom po redu bacanju pasti glava, 1 = 1, 2, 3.
Dogadaj B se realizuje kada u prvom i drugom bacanju padne glava, tj.

B = {<G17 G27 P3)7 <G17 G27 G3)}
Uobicajeno je da se skup 2 krace pise

Q={(P,PP),PPG),(PGP),GPP),PGG),GPG), (GG, P), (GGG}

1.2 o - polje dogadaja

Aksioma 1.1 (Aksioma o-polja) Neka je Q) # () skup svih moguéih ishoda nekog ekspe-
rimenta. Neprazan podskup F partitivnog skupa P(€2) je o-polje nad Q ako vaze uslovi:

1. Qe F,
2. ako A € F, onda A° € F, gde je A° komplement skupa A,

3. ako {A;}ien C F, onda |J A; € F.
i=1
Elementi klase F se nazivaju dogadaji, a uredeni par (2, F) naziva se prostor dogadaja.

Direktno iz definicije slede vazne osobine o-polja F:

1. p e F,

2. ako Ay,..., A, € F,onda |J A; € F,

i=1
3. ako Ay,..., A, € F,onda () A; € F,
i=1

4. ako {A;}ien C F,onda [ A; € F.
i=1
Komplement dogadaja A, O\ A, naziva se suprotan dogadaj i obelezavamo ga sa
Acili A. Dogadaj A€ se realizuje ako i samo ako se dogadaj A ne realizuje.

Primer 1.3 Suprotan dogadaj dogadaja A ,pasée paran broj tackica na kockici” iz Primera
1.1 je dogadaj A€ ,pasée neparan broj tackica na kockici”, tj.

AC - {Wl, w3, CU5}.
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Primer 1.4 Kada se baca novcié (Primer 1.2) dogadaji P ,pasée pismo” i G ,pasce glava”
su suprotni dogadaji i moZemo pisati P = G¢ (ili G = P€).

Presek dogadaja A i B, u oznaci AB, je dogadaj koji se realizuje ako i samo ako se
realizuju oba dogadaja A i B.

Dogadaji A i B se medusobno isklju¢uju ako su skupovi A i B disjunktni $to piSemo
AB = (). Konana (prebrojiva) familija dogadaja je disjunktna u parovima ako je
A;A; =0, za svako 1 # j.

Unija dogadaja A i B, u oznaci AU B, je dogadaj koji se realizuje ako i samo ako se
realizuje bar jedan od dogadaja Ai B. Akosu Ai B disjunktni dogadaji uniju oznac¢avamo

sa A+ B. Unija familije u parovima disjunktnih dogadaja {4;};en oznacava se sa »_ A;.
i=1

1.3 Verovatnoca slucajnog dogadaja

Aksioma 1.2 Neka je Q) skup elementarnih dogadaja nekog eksperimenta i F o-polje
nad skupom Q. Funkcija P : F — [0,1] naziva se verovatnoca na prostoru (2, F) ako
zadovoljava uslove:

1. P(Q) =1,
2. ako je {A;}ien familija dogadaja disjunktnih u parovima tada je
i=1 i=1
Prostor verovatnoce je uredena trojka (€2, F, P), gde je Q skup svih elementarnih doga-
daja, F je o-polje, a P verovatno¢a na prostoru dogadaja (€2, F).
Lema 1.1 Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoée i P(-) verovatnoéa na (2, F). Tada:

1. P(0) =0,

2. ako je Ay, .., A, € F, AA; =0, 043, j=1,2,...,n, tada
i=1 i=1

3. P(A°) =1— P(A),
4. ako je A C B, onda je P(A) < P(B),
5. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

0. P(O Ai) = CPA) =L PAA)+ 30 PAAA) =+ (1) P(Ar. . Ay).

i=1 1<j 1<j<k



4 Prostor verovatnodée

1.4 Jednodimenzionalne sluc¢ajne promenljive

[zu¢avanje prostora verovatnoce (2, F, P) moze biti veoma komplikovano usled ¢ega
se javlja potreba da se sa apstraktnog prostora verovatnoce prede na realnu osu R koja
ima bogatu matematicku strukturu. Taj postupak prelaska omogucéava se uvodenjem
pojma sluc¢ajne promenljive u teoriju verovatnoce. Svakom elementarnom dogadaju w € €2
dodeljuje se realan broj X (w) i na taj nac¢in opisuje se rezultat nekog eksperimenta pomoc¢u
realne funkcije X : Q — R. Funkcija X preslikava skup svih moguéih ishoda eksperimenta
Q u skup realnih brojeva R i potrebno je da to preslikavanje bude merljivo.

Definicija 1.1 Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoée i X : Q — R. Preslikavanje X
je slucajna promenljiva ako X 1(S) € F za svako S € B, gde je B = B(R) Borelovo
o-polje.t

Primer 1.5 Baca se novcié tri puta v belezi strana koja se vidi, kao v Primeru 1.2.

a) Slucajna promenljiva X : Q — R koja predstavija broj palih pisama u tri bacanja
data je sa

X(P,P,P)=3, X(P,P,G)=2, X(P,G,P)=2, X(G,P,P) =2,
X(P,G,G)=1, X(G,P,G)=1, (G,G,P)=1, X(G,G,G) = 0.

b) Slucajna promenljiva Y : Q — R koja dodeljuje broj 1 ako je u tri bacanja pao paran
broj pisama, @ 0 inace, data je sa

1, paran broj pisama

Y{w) = { 0, inace

Na osnovu prethodnog primera mozemo zakljuc¢iti da na istom skupu {2 mozemo
posmatrati viSe slucajnih promenljivih.

Skup slika slucajne promenljive X oznacavamo sa Rx i nazivamo ga skup vrednosti
slucajne promenljive. Ako je Ry konacan ili prebrojiv skup, slu¢ajna promenljiva X je
diskretnog tipa, Rx = {x1, %2, ..., Tp, ...}. Ako je Rx neprebrojiv skup (interval, ili ¢itava
realna prava), slu¢ajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa.

Napomena 1.1 Osim slucajnih promenljivih diskretnog i apsolutno neprekidnog tipa po-
stoje i sluéajne promenljive meSovitog tipa [15].

Definicija 1.2 Neka je X slucajna promenljiva. Funkcija Fx : R — [0, 1] definisana sa
Fx(x) =PlweQ: X(w)<z)=P(X <x)

naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

!B(R) najmanje o-polje koje sadrzi sve skupove koji se dobijaju kao kona¢ne ili prebrojive unije ili
preseci ili komplementi familije poluotvorenih intervala [a,b), a,b € R [19, 20].
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Teorema 1.1 Za funkciju raspodele Fx slucajne promenljive X vaze sledeée osobine:

1. lim Fx(z)= Fx(—o0) =0,

T——00

2. lim Fx(z) = Fo(z) =1,

T—00

3. funkcija raspodele je monotono neopadajuca funkcija, tj. ako je x1 < xo, tada je
Fy(71) < Fx(12),

4. funkcija raspodele je neprekidna sa leve strane, tj.

lim Fx(x) = Fx(a),

T—a—
5. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a), za sve a,b € R.

U teoriji verovatnoce izdvajaju se tri tipa funkcija raspodele: diskretne, apsolutno
neprekidne i singularne [13].

Definicija 1.3 Neka je X slucajna promenljiva  diskretnog tipa 1 Rx =
{1, 29, 3, ..., T, ...}, skup vrednosti slucagne promenljive X. Tada se sa

px(zi) = P(X = z;),
za svako i =1,2,...,n,... oznacava verovatnoca dogadaja (X = x;).
Primetimo da je Q = > (X = x;), pa sledi da je > px(z;) = P(Q) = 1.
i€N ieN
Diskretna slu¢ajna promenljiva je zadata ako su poznati:

1. skup vrednosti Rx slucajne promenljive X,
2. odgovarajuce verovatnoce px(x;), i =1,2,....

Skup vrednosti diskretne slu¢ajne promenljive zajedno sa odgovarajué¢im verovatno-
¢ama naziva se zakon raspodele slucajne promenljive X koji se najcesée predstavlja Se-

matski:
() il ) (1

Na osnovu Definicije 1.2 sledi da se funkcija raspodele za slu¢ajne promenljive diskret-
nog tipa moze izraziti

Fx(x) = Z px ().

x; <x
Definicija 1.4 Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nene-
gativna, integrabilna funkcija px : R — [0,00) tako da vazi
Fy(z) = / o (1)

Funkcija px(x) naziva se gustina raspodele verovatnoca slucajne promenljive X ili krace
gustina.
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Teorema 1.2 Za slucajnu promenljivu X apsolutno neprekidnog tipa vaZe sledece osobine:
1. ox(2) = Fx(z), u svim tackama v € R u kojima je ¢x neprekidna,
+oo
2. Fx(+o00) = / ox(r)dr =1,
3. P(X =a) =0, za svako a € R,
b
4. Pla< X <b) = /gpx(x)dx, za svako a,b € RU{—o00,+00}.
Definicija 1.5 Neka je Fx funkcija raspodele slucajne promenljive X. Ako izvod Fy

postoji i jednak je nuli skoro svuda (osim na skupu mere nula), tada se ta funkcija naziva
singularna funkcija raspodele [13].

Osim navedenih tipova funkcija raspodele postoje funkcije raspodele koje ne pripadaju
grupi navedenih tipova. Sledeca teorema, ¢iji se dokaz moze pronaci u [13], opisuje odnos
medu funkcijama raspodele.

Teorema 1.3 Svaka funkcija raspodele moZe se predstaviti u obliku
F($):OZFl(IL')+/8F2($)+(1—O[—6)F3({L'), OZ,/BZO,

gde je Fy funkcija raspodele slucajne promenljive diskretnog tipa, Fy funkcija raspodele
slucajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa i F3 singularna funkcija rapodele.

1.5 Transformacija slucajne promenljive

Neka je X slucajna promenljiva koja preslikava prostor verovatnoce (£, F,P) u
skup realnih brojeva R i ¢ : R — R Borelova funkcija, tj. zadovoljava uslov da
je g71S) € B(R) za svako S € B(R). Tada je kompozicija preslikavanja g i X,
(Xog)(w) =g(X(w)), w € 2, nova slu¢ajna pomenljiva nad istim prostorom verovatnoce
i krace pisemo Y = g(X). Ako je poznata raspodela slu¢ajne promenljive X i funkcija g,
moze se odrediti raspodela slu¢ajne promenljive Y = g(X).

Transformacijom slu¢ajne promenljive X diskretnog tipa sa zakonom raspodele (1.1)
dobija se slucajna promenljiva Y = ¢(X) takode diskretnog tipa. Skup vrednosti

slu¢ajne promenljive Y je Ry = {vy1,¥2,-- - Uk,---} tj. ¢ : {z1,20,...,2p,...} —
{v1,92,.. ., Y, ... } 1 odgovarajuce verovatnoce py(y;) se racunaju
py(y) = D px(w)
i:g9(wi)=y;

Slucajna promenljiva Y = ¢(X) ima zakon raspodele

v (Pyy(ilyl) pygﬁn) )
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Kod transformacije slu¢ajne promenljive X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom
px 1 funkcijom raspodele Fx potrebno je obratiti paznju na monotonost funkcije g i
raspodelu sluc¢ajne promenljive Y = ¢(X) je najbolje traziti preko definicije funkcije
raspodele, tj.

Fy(y) = P(Y <y)=P(g(X) <y).

1.6 Osnovne raspodele slucajnih promenljivih

Bernulijeva raspodela: Posmtaramo eksperiment sa dva ishoda: dogadaj A se rea-
lizovao ili dogadaj A se nije realizovao. Neka je X = 1 ako se A realizovao i X = 0 ako se
realizovao suprotan dogadaj od A oznacen sa A°. Ako je P(A) = pi P(A°) =1—p, dalje
sledi

P(X=1) = p,
P(X=0) = 1-p

(

Ove jednakosti opisuju Bernulijevu slu¢ajnu promenljivu X sa parametrom p € (0,1).
Bernulijeva slucajna promenljiva ima znacajnu ulogu u razvoju teorije verovatnoce i
predstavlja osnovu za definisanje binomne slucajne promenljive.

Primer 1.6 Indikator dogadaja A € F, u oznaci I, jeste slucajna promenljiva sa Ber-
nulijevom raspodelom i definise se na sledec¢i nacin:

1, weA
[A(W)I{O w e A

Binomna raspodela: Eksperiment ponavljamo n puta u nepromenjenim uslovima
i rezultati ponavljanja ne zavise jedan od drugog. Neka je X slucajna promenljiva koja
predstavlja broj pozitivnih ishoda eksperimenta u n ponavljanja. Mogué broj pozitivne
realizacije eksperimenta je {0,1,...,n}, a verovatnoc¢a da se u n ponavljanja pozitivan
ishod realizuje ta¢no k puta je

P(X =k)= (Z)pk(l —p)"*  ke{0,1,...,n}. (1.2)

Za svaku slucajnu promenljivu ¢ija je verovatnoca odredena sa (1.2) kazemo da ima bi-
nomnu raspodelu sa parametrima n € Nip € (0,1) i zapisujemo

X : B(n,p).
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0ol 00n =40, p=0.2
' L lon =40, p=10.5
0.1} I il

0.1}

10 20 30 40

Slika 1.1: Binomne raspodele B(40,0.2) i 5(40,0.5)

Specijalno, za n = 1 binomna raspodela je Bernulijeva raspodela.

Primer 1.7 Verovatnoca da se u jednoj porodici rodi dete muskog pola je 0.5. Ako ta
porodica ima desetoro dece, naci raspodelu slucajne promenljive X koja predstavlja broj
rodenih sinova.

Resenje: Kako broj rodene dece mouskog pola u toj porodici moze biti 0,1,..., 10, to je
skup vrednosti slu¢ajne promenljive X, Ry = {0,1,...,10}. Verovatnoéa da od desetoro
dece njih k£ budu muskog pola je

1
P(X =k)= (;) -0.58.0510°% k=1,...,10,

pa slu¢ajna promenljiva X ima binomnu raspodelu X : B(10,0.5).

Bernulijeva i binomna raspodela spadaju u diskretne sluc¢ajne promenljive, a u
nastavku je navedena jedna od osnovnih slu¢ajnih promenljivih apsolutno neprekidnog
tipa.

Normalna raspodela: Normalna raspodela je vazna raspodela apsolutno neprekid-
nog tipa sa sirokom lepezom primena kako u teoriji, tako i u praksi. Mnoga fizicka merenja,
kao i prirodni procesi imaju raspodelu ovog oblika.

Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu A (m, o) raspodelu sa parametrima m i o, gde
jem € Rio >0, ako je njena gustina
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Slika 1.2: Normalne raspodele N(0,0.5) i N'(1,0.75)

U slucaju kada su parametri normalne raspodele m = 0 i ¢ = 1 dobijamo normalnu
N (0, 1) raspodelu koja se naziva standardizovana normalna raspodela ili Gausova raspo-
dela i veoma cesto se koristi kako u teoriji verovatnoce, tako i u matematickoj statistici.
Gustina raspodele za slu¢ajnu promenljivu Z sa standardizovanom normalnom raspode-
lom je
1 22

e 2 z € R.

QOZ<Z) = \/% )

|—m=0,0=1

2 4 6

Slika 1.3: Gausova raspodela N(0,1)

1.7 ViSedimenzionalne slucajne promenljive

Definicija 1.6 Preslikavanje X = (X1,...,X,), X : 2 — R” je n-dimenzionalna slu-
¢ajna promenljiva na prostoru verovatnoée (2, F, P) ako za svako S € B, = B(R") vazi
X1(S) € F, gde je B, Borelovo o-polje* dimenzije n.

2B, = B(R") je generisano skupovima oblika {(z1,...,2,) € R? : a; < x; < b;, a;,b; € R, i =
1,...,n}, mneN|[19]
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Teorema 1.4 Preslikavanje X = (Xq,...,X,), X : Q — R™ je n-dimenzionalna slucajna
promenljiva ako i samo ako je svaka koordinata X;, © = 1,...,n jednodimenzionalna
sluc¢ajna promenljiva.

Definicija 1.7 Funkcija raspodele n-dimenzionalne slucajne promenljive X =
<X17 . 7Xn) je
Fx(l‘l, NN ,l‘n) = P((Xl < ZL‘1), RN (Xn < ZL‘n)),

1 pomocu nje se moze odrediti funkcija raspodele svake koordinate Xy, k=1,...,n,
Fx, (x) = Fx(00,...,00,2,00,...,00).
Tako dobijene funkcije raspodela zovu se marginalne funkcije rapodela.

Definicija 1.8 Neka su X;, i = 1,...,n, diskretne slucajne promenljive definisane nad
istim prostorm verovatnoce (2, F, P). Tada je n-dimenzionalna slucajna promenljiva X =
(X1,...,X,) diskretnog tipa i

px(z1,...,2n) = P(X1=21,..., X, = x,).

Radi jednostavnosti dalje posmatramo samo slucaj n = 2 tj. dvodimenzionalnu
diskretnu slu¢ajnu promenljivu.

Zakon raspodele dvodimenzionalne slucajne promenljive (X,Y') ¢ine skup vrednosti slu-
¢ajene promenljive (X, Y)

Rxy = {(@1,y1), (x1,92), ..., (x2,01),... } C R?, (1.3)
i odgovarajuce verovatnoce
pX,Y(in,yj) IP(X:%,Y:%)’ i,y =1,2.... (1-4)

Marginalne verovatnoce za slucajne promenljive X i Y u ovom slucaju su
px () =Y pxy(riy) 1 py(y) =D pxy(@sy;).
j i

Definicija 1.9 Slucajna promenljiva X = (X1, ..., X,,) je n-dimenzionalna slucajna pro-
menljiva apsolutno neprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija o x : R™ — R takva
da za svako S € B(R™) vazi

P((X1,...,X,) €8) = // ox(x1, ..., T,) dxy ... dz,.
{(1'17"'733”)65}

Funkcija ox(x1,...,2,) je gustina raspodele verovatnoce slucajne promenljive X.

I u slucaju n-dimenzionalne slu¢ajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa, radi
jednostavnosti, dalje posmatramo samo slucaj n = 2 tj. dvodimenzionalnu slucajnu
promenljivu apsolutno neprekidnog tipa.
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Neka je (X,Y) dvodimenzionalna sluc¢ajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa
sa gustinom ey y(z,y), (z,y) € R

Marginalne gustine za slu¢ajne promenljive X i Y su

+00 +oo
ox(r) = /@X,Y(xay)dy i py(y) = /@X,Y(Jf,y)dx-

Definicija 1.10 Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva. KaZemo da su
X 1Y nezavisne sluc¢ajne promenljive ako za svako z,y € R vazi

Fxy(2,y) = Fx(z)Fy(y).

Teorema 1.5 Slucajne promenljive X 1Y su nezavisne ako i samo ako
pxy (i, y;) = px(@i)py(y;) zasve 4,5 =12,...,
exy(z,y) = ex(@)ey(y) 20 sve z,yeR,

za diskretne i apsolutno neprekidne slucajne promenljive, respektivno.

Definicija 1.11 Neka su X1, ..., X, slicajne promenljive definisane nad istim prostorom
verovatnoce (Q, F, P). Ako vaZi

Fx, x,(x1,...,2,) = Fx,(21) ... Fx, (%),
za svako xy,...,x, € R, onda su slucajne promenljive X, ..., X, nezavisne.

Transformacija viSedimenzionalne sluc¢ajne promenljive posebno je interesantan
problem sa stanoviSta primene. Transformacijom jedne (Poglavlje 1.5) ili vise sluc¢ajnih

promenljivih dobija se nova slu¢ajna promenljiva. Ako su X, Xs,..., X, nezavisne
slu¢ajne promenljive i funkcija g : R — R Borelova funkcija, onda se moze odrediti ras-
podela slu¢ajne promenljive Z = g(Xi, Xs,...,X,). Radi jednostavnosti, razmotri¢emo

sluc¢aj dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive.

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipa i g : R* — R
Borelova funkcija, tada uredeni par (X,Y") transformisemo u jednu sluc¢ajnu promenljivu
Z = g(X,Y) diskretnog tipa. Skup vrednosti slu¢ajne promenljive (X,Y") i odgovarajuce
verovatnoce dati su sa (1.3) i (1.4), a sa Rz = {21, 29,... } ozna¢avamo skup razli¢itih
vrednosti slucajne promenljive Z, gde je 2, = g(x;,y;). Odgovarajuce verovatnoce pz(z)
date su sa

pz(z) = Z pxy (i, y;)-
1,5:9(%i,y5) =2k

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa i
g : R? — R Borelova funkcija, tada kao rezultat kompozicije slu¢ajne promenljive (X,Y)
i funkcije g dobijamo slu¢ajnu promenljivu Z = g(X,Y’). Funkcija raspodele F sluc¢ajne
promenljive Z data je sa

Fz(2)=P(Z <z2)=Pg(X,Y) < // oxy(x,y)drdy.

{(z,y):9(z,y)<z}
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1.8 Matematicko ocekivanje i disperzija slucajne pro-
menljive

Definicija 1.12 Neka je X slucajna promenljiva diskretnog tipa sa zakonom raspodele

o
(1.1). Ako red > x px(x) apsolutno konvergira, matematicko ocekivanje, u oznaci
k=1

E[X], slucajne pro_menljive X je
E[X] = Z ), px (k).
k=1

Definicija 1.13 Neka je X slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa gusti-
+oo

nom px(x). Ako integral [ x px(x)dz apsolutno konvergira, matematicko o¢ekivanje, u

oznaci E[X], slucajne promenljive X je

—+00

Mxp:/xwxmmx

Osobine matematickog ocekivanja:
1. E[¢] = ¢, gde je ¢ konstanta,
2. E[cX] = ¢ E[X], gde je ¢ konstanta,

3. ako slucajne promenljive Xi,..., X,,, n € N, imaju matematicka ocekivanja, tada

je
E| > x| =) Elx)

4. ako je za svako w € 0, X(w) > 0, tada je E[X] > 0,
5. ako je X > Y (za svako w € 2, X(w) > Y (w)), tada je E[X]| > E[Y],

6. ako su slucajne promenljive Xi,...,X,, n € N, nezavisne u parovima i imaju
matematicka oc¢ekivanja, tada vazi

7. E[X — E[X]] =0,

8. ako je sluc¢ajna promenljiva Y dobijena transformacijom sluc¢ajne promenljive X, tj.
Y = g(X) tada je

E[Y] = Zg(fﬁz‘) px (i),



Prostor verovatnoce 13

za diskretnu slucajnu promenljivu X i
+oo

E[Y] = / 9(z) ox(2)dz,

—00

za apsolutno neprekidnu slu¢ajnu promenljivu X.

Specijalno, za g(z) = z* vazi

E[X?] = fol px (i),

kada je X diskretrna slu¢ajna promenljiva i
+oo

B = [ o px(o)ds

—00

kada je X apsolutno neprekidna sluc¢ajna promenljiva.

Definicija 1.14 Moment reda k, k € N, slucajne promenljive X je E[X*]. Centralni
moment reda k, k € N, slucagne promenljive X je E[(X — E[X])¥].

Iz prethodne definicije sledi da je matematicko oc¢ekivanje moment reda 1.

Definicija 1.15 Centralni moment drugog reda slucajne promenljive X zove se disperzija
(varijansa) slucajne promenljive X i oznacava sa D[X]. Dakle,

DIX] = E(X — E[X])?]
Za izracunavanje disperzije ¢esto se koristi sledeéi izraz:
D[X] = E[X?] — E[X]>.
Osobine disperzije:
1. D[X] > 0,
2. D[X] = 0 ako i samo ako je X = const,

3. ako je c konstanta, tada je
D[cX]=c*D[X] i D[X + ¢ =D[X],

4. ako su sluc¢ajne promenljive X7,..., X,,, n € N, nezavisne i imaju disperziju, tada

Dpixﬂzéim&y

Definicija 1.16 Standardno odstupanje (standardna devijacija) slucajne promenljive X
definise se kao kvadratni koren iz disperzije tj. /D[ X].

Definicija 1.17 Neka je X slucajna promenljiva sa matematickim ocekivanjem E[X] i
disperzijom D[X]. Standardizovana (normalizovana) sluéajna promenljiva Z je
X —E[X]
Dlx]
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Matematicko ocekivanje i disperzija nekih sluc¢ajnih promenljivih:

1. Bernulijeva raspodela. Neka slu¢ajna promenljiva X ima Bernulijevu raspodelu

X:(lfp ]19) pe(0,1). (1.5)

Tada
E[X]=p, D[X]=p(l-p).

2. Binomna raspodela. Slu¢ajna promenljiva X : B(n,p), n € N, p € (0,1), moze
se predstaviti kao zbir n nezavisnih Bernulijevih slu¢ajnih promenljivih, tj. X =
X1+ -+ X, gde su Xy, ..., X, nezavisne slucajne promenljive sa Bernulijevom
raspodelom (1.5). Tada je

E[X] = ZE[XZ-] = Zp = np,

DX] = ZD[XA = Zp(l —p) =np(1 —p).

3. Normalna raspodela. Matematicko ocekivanje i disperzija slu¢ajne promenljive
Z :N(0,1) su
E[Z] =0, D[Z]=1.

Slucajna promenljiva X : N(m,o0), m € R, o > 0 dobija se transformacijom
X =0Z+m, pa je
E[X]=m, D[X]=o%

Primer 1.8 Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne promenljive sa normalnom raspode-
X+ + X, _ ' ' .
lom N'(m,o), i X =2 ret njihova aritmeticka sredina. Tada je
n
_ X1+ + X, 1
E[X]:E[ L }:—nm:m,
n n
_ X +--+ X, 1 2
]D)[X]:]D)[ Lt ]:—ZnJQZU—.
n n n

1.9 Karakteristi¢na funkcija

Osim funkcija raspodele, koje u potpunosti opisuju slu¢ajne promenljive, po znacaju
se izdvajaju i karakteristicne funkcije slu¢ajnih promenljivih. Svakoj slu¢ajnoj promen-
ljivoj odgovara tacno jedna karakteristicna funkcija i ona jedinstveno odreduje raspodelu
slucajne promenljive.

Definicija 1.18 Karakteristicna funkcija slucajne promenljive X, u oznaci kx(t), je
funkcija kx : R — C zadata na sledeci nacin

kx(t) = E[e"™X], teR.
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Ako je slucajna promenljiva X diskretnog tipa, tada je njena karakteristi¢na funkcija

kx(t) = 3 6" pyay).

J

Ako je sluc¢ajna promenljiva X apsolutno neprekidnog tipa, tada je njena karakteri-

sticna funkcija
“+o0o

Osobine karakteristi¢ne funkcije:
1. |kx(t)| <1, gde je |k| moduo kompleksne funkcije ,
2. kx(0) =1,
3. kx(—t) = kx(t), gde je k konjugovana funkcija za k,
4. kaoxip(t) = €kx(at),
5. ako su X 1Y nezavisne slucajne promenljive, tada je kxiy (t) = kx(¢)ky ().

6. ako za slu¢ajnu promenljivu X postoje momenti reda n tj. postoji E[X"], n € N,
tada je
n t r tn
k() = 3 g x) o), 1 2

rl t—>0 ¢
r=0

L
7. Ako postoji E[X"], n € N, tada je E[X"] = ,—xg()(O), r=1,...,n.
ZT’

Sledeca teorema govori o neprekidnosti korespodencije izmedu funkcija raspodele i
karakteristi¢nih funkcija.

Teorema 1.6 Ako niz karakteristicnih funkcija kx,(t), kx,(t),... konvergira ka k(t) za
svako t € R i k(t) je meprekidna uw t = 0, tada niz odgovarajucih funkcija raspodele
Fx,(x), Fx,(x),... konvergira ka F(z) za svako x € RU{—00, 400}, gde je F(x) funkcija
raspodele koja odgovara karakteristicnoj funkcigi k(t).

1.10 Nejednakosti Markova, CebiSeva i Kolmogorova

Nejednakosti Markova, Cebiseva i Kolmogorova predstavljaju vazan alat u teoriji ve-
rovatnoce za procenu svojstva diskretnih i apsolutno neprekidnih sluc¢ajnih promenljivih
kada je poznato matematicko ocekivanje ili disperzija.

Teorema 1.7 (Nejednakost Markova) Neka je X nenegativna slucajna promenljiva.

Tada je za svako € > 0

E[X]
ot

P(X >¢) < (1.6)
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Dokaz. Neka su I{x>.y i Ix<. indikatori dogadaja (X > ¢) i (X < ¢), redom. Iz
nenegativnosti slu¢ajne promenljive X sledi

EX] = E[XIx>]+EX( - [x>o))]

> E[XI(x>e)]

v

Elel(x>e)]

= ¢ P(X >¢).

O

Primer 1.9 Radnici jedne firme koja se bavi anketiranjem stanovnistva u proseku
dnevno obave 10000 poziva. Odrediti verovatnocu da ée radnici sutra obaviti preko 15000
POZIVQ.

Resenje: Neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja broj obavljenih poziva tokom
jednog dana. Na osnovu pretpostavke primera je E[X] = 10000. Na osnovu nejednakosti
Markova (1.6) dobijamo

E[X] 10000 2
P(X > 15000) < X _ =z
15000 ~ 15000 3

Teorema 1.8 (Nejednakost Cebiseva) Neka je X slucajna promenljiva sa konacnom
disperzijom D[X]. Tada je za svako € > 0

DIX]

P(X ~E[X]| >¢) < (L.7)

Dokaz. Kako je (X —E[X])? > 0 moZemo da primenimo nejednakost Markova (1.6) pa

dobijamo
E[(X — E[X])’]

P((X —E[X])?>a) < , Va > 0.

Iz jednakosti
P((X ~E[X))? > a) = P(1X ~ E[X]| > Va),

sledi )
< ElX ~EX])

a

P(|X - E[X]| > Va) . Va > 0.

Tada, Ve > 0 vazi
D[X]
g2

P(IX —E[X]| >¢) <
O

Primer 1.10 Neka je X slucajna promenljiva koja predstavija broj kisnih dana u Novom
Sadu tokom jedne godine. Poznato je da je ocekivani broj kisnih dana 128, a standardna
devijacija 4. Proceniti verovatnocu da broj kisnih dana v Novom Sadu tokom jedne godine
odstupa od ocekivanog broja za 5 ili vise dana.
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Resenje: Da bi smo odredili trazenu verovatnocu koristimo nejednakost Cebiseva (1.7).
Kako je E[X] =128, ¢ =5, i /D[X] = 4, sledi

16
P(|X — 128/ >5) < 55 = 0-64

Teorema 1.9 (Nejednakost Kolmogorova) Neka su Xy, Xs,..., X, nezavisne slu-

cajne promenljive takve da za j € {1,2,...,n} vaZi E[X;] = 0, D[X,] < +oo i neka
k

je Sy = Y. X;. Tada za svako € > 0 vaZi
i=1
E[S?
P( max |Sy| > 5) < % (1.8)

1<k<n
Dokaz. Neka je ¢ > 0. Ako uvedemo sledece oznake:

A= {max ‘Sk| Z 8}, A1 = {‘Sl| Z 8},

1<k<n
Ap={|S1] <e,....[Sk1]l <&, |8k > ¢}, ke{2,...,n},

tada su Ay, Ay, ..., A, medusobno disjunktni dogadaji i vazi A = |J Ax. Sa I} oznafimo
k=1
indikator dogadaja Ay, pa sledi

n n

E[S?] > E[S2],4] = E[SZ(Z[R)} =Y E[S21,).
k=1 k=1
Za svako k € {1,2,...,n} dobijamo
E[S2L] = E[(Sk+ Xis1 + -+ X0)2Ii]

_ E[SgIkHzE[Skai x| +E[('i Xj)2fk].

j=kt1 j=k+1
Zbog nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X, X5, ..., X,, imamo
E[Suk > X =EISE] 3 x| =0,

j=k+1 Jj=k+1

pa dalje sledi

E[S2],] = E[S,%[k]+E[( > Xj>21k} > E[S21],

B[S} > L ESP > Y P(A) = 2P(A).
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Glava 2

Ziakoni velikih brojeva za slucajne
promenljive

U ovom poglavlju definisane su ¢etiri vrste konvergencije niza slucajnih promenljivih,
kao i veze izmedu njih. Formulisani su zakoni velikih brojeva Cebigeva i Hicina koji
su primer slabih zakona velikih brojeva, i zakon velikih brojeva Kolmogorova, koji
predstavlja jaki zakon velikih brojeva. Naveden je Bernstajnov dokaz VajerStrasove
teoreme koji predstavlja teorijsku primenu zakona velikih brojeva.

Literatura koriS¢ena za izradu ovog poglavlja je [5, 13, 19].

2.1 Vrste konvergencija u teoriji verovatnoce

Neka su slu¢ajna promenljiva X i niz slu¢ajnih promenljivih {X,, },en definisani nad
istim prostorom verovatnoce (€2, F, P). U teoriji vreovatnocée razmatraju se Cetiri vrste
konvergencije niza sluc¢ajnih promenljivih {X,,},en ka slu¢ajnoj promenljivoj X.

Definicija 2.1 Niz sluc¢ajnih promenljivih { X, } ,en konvergira u verovatnoéi ka slucajnoj
promenljivoj X, u oznaci X,, — X, n — 00, ako za svako € > 0

lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—oo

Definicija 2.2 Niz slucajnih promenljivih { X, }nen skoro sigurno konvergira (konvergira
sa verovatnocom 1) ka slucajnoj promenljivoj X, u oznaci X,, == X, n — oo, ako vaZi

P(lim X, = X) =1.

n—oo

Definicija 2.3 Niz slucagnih promenljivih { X, } ,en konvergira u srednjem stepena p, gde

je 0 < p < oo, ka slucajnoj promenljivoj X, u oznaci X, LN X, n— o0, ako vazi
lim E[|X,, — X["] =o0.
n—o0

Konvergencija u srednjem stepena 2 naziva se srednje kvadratna konvergencija i oznacava
s.k.
X, — X, n— o0.
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Definicija 2.4 Niz slucajnih promenljivih {X,}nen konvergira u raspodeli ka slucajnoj
promenljivoj X, u oznaci X,, — X, n — 00, ako za svaku ogranicenu i neprekidnu
funkciju f : R — R vazi

lim E[f(X5)] = E[f(X)].

n—o0

U nastavku su izlozene teoreme koje prikazuju medusoban odnos navedenih tipova
konvergencije. Teoreme su navedene bez dokaza, a oni se mogu videti u [13].

Teorema 2.1 Ako X, =5 X, n — o0, onda X, 4> X, n — .

Teorema 2.2 Ako X, Sy X, n— oo, onda X,, = X, n — 00.

Teorema 2.3 Ako X,, = X, n — oo, onda X,, — X, n — 00.

Teorema 2.4 Neka je 0 < p < r. Tada, ako X, Loy X, n— oo, onda X, i) X, n—
00.

srednje kvadratna

konvergencija
skoro sigurna konvergencija konvergencija
.. % . —) -
konvergencija u verovatnoci u raspodels

Slika 2.1: Medusobni odnos tipova konvergencije u teoriji verovatnoce

Skoro sigurna konvergencija se moze ispitati i pomocu sledece teoreme.

Teorema 2.5 Niz nezavisnih slucajnih promenljivih { X, }nen skoro sigurno konvergira
ka slucajnoj promenljivoj X, kada n — oo ako i samo ako je

oo
(Ve>0) Y P(Xa|>¢) < +oo.
n=1
Veza izmedu konvergencije u verovatnodi i skoro sigurne konvergencije za diskretne
slucajne promenljive data je u sledecoj teoremi.

Teorema 2.6 Neka je { X, }nen niz diskretnih slucajnih promenljivih koji konvergira u
verovatnoci ka slucajnoj promenljivoj X . Tada niz { X, }nen konvergira i skoro sigurno ka
sluc¢ajnoj promenljivoj X .

Sledeca teorema takode govori o odnosu izmedu konvergencije u verovatnodi i skoro
sigurne konvergencije.
Teorema 2.7 Ako X,, 2+ X, n — 0o, onda postoji podniz {n} C {n} takav da vaZi
X, 25 X, n — oo.

Konvergencija u raspodeli i konvergencija u verovatnodi ekvivalentne su u specijalnom

slucaju, kada je u pitanju konvergencija ka konstanti.

Teorema 2.8 Ako niz slucajnih promenljivih { X, }nen konvergira u raspodeli ka ¢, gde je
¢ konstanta, kada n — 0o, onda taj niz konvergira i u verovatnoc¢i ka c, kada n — oo.
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2.2 Zakoni velikih brojeva

Zakoni velikih brojeva bave se pitanjem konvergencije niza

%i){i— %iE[Xi], n=1.2,...
=1 =1

ka nuli, kada n — oo, gde je {X, }nen niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih definisanih
na istom prostoru verovatnoce.

2.2.1 Slabi zakon velikih brojeva

Neka je { X, }nen niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih definisanih na istom prostoru
verovatnoce. Ako niz

%zn:xi_%imxi], n=12 .
=1 =1

konvergira u verovatno¢i ka slu¢ajnoj promenljivoj X, onda za niz slu¢ajnih promenljivih
{ X, }nen vazi slabi zakon velikih brojeva.

Zakon velikih brojeva Cebiseva

Teorema 2.9 Neka je { X, }nen niz nezavisnih slucagnih promenljivih i C' > 0 konstanta

takva da za svaki prirodan broj n vazi D[X,] < C. Ako je S, = > X;, onda vaZi
i=1

Sy — E[S,]
n

i>O, n — o0.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti Cebiseva (1.7), za svako € > 0 dobijamo

Sy — ElS, D[S, C
P(‘ (] Za)g [ ]g——>0, n — 00
n n2e? — ne?
O
Napomena 2.1 Kada slucajne promenljive X,, n = 1,2,..., imaju Bernulijevu

raspodelu datu sa (1.5), tada dobijamo Bernulijev zakon velikih brojeva koji je specijalan
slucaj zakona velikih brojeva Cebiseva.

Kako je

sledi da je

P(’&—p’25>§p(17_2m—>0, n — 00.
n
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Zakon velikih brojeva Hic¢ina

Teorema 2.10 Neka je { X, }nen niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom raspode-
lom i konacénim matematickim ocekivanjem E[X,] =m, n=1,2,.... Tada

1 n
—E Xii>m, n — 00.
n

i=1

Dokaz. Kako je konvergencija u raspodeli ka konstanti ekvivalentna konvergenciji u vero-
vatnodi ka toj konstanti (Teorema 2.8), dovoljno je dokazati da niz

S 1 ¢
=3 X, n=12,...
n o n-
=1
konvergira u raspodeli ka m. Za karakteristicnu funkciju kx,(f) slucajne promenljive
X5, 7=1,2,... vazi
kx;(t) =1+itm+o(t), t—0.

Zato je
S t\17 t £\ " .
ks, (t) = E[e’t(%)] = [kxj <—)] = <1 +im—+ 0(—)) — ™ n— .
n n n n
Funkcija ™™ je neprekidna u ¢t = 0, pa na osnovu Teoreme 1.6 sledi da funkcija

raspodele sluc¢ajne promenljive i—” konvergira ka funkciji raspodele slu¢ajne promenljive
sa karakteristicnom funkcijom e za svako r € R U {—o0, +oc}. Kako je ™ karakte-
risti¢na funkcija konstante m sledi da %” konvergira u raspodeli ka m. O

Bez dokaza navodimo jos jednu teoremu slabog zakona velikih brojeva koju su dokazali
Kolmogorov i Feler.

Teorema 2.11 Neka je { X, }nen niz nezavisnih slucajnih promenljivih, {F,}nen niz od-

govarajuéih funkcija raspodele, {b,}nen niz realnih brojeva za koji vazi lim b, = 400 i
n—oo

{an tnen niz brojeva dat sa a, = ) / x dFy(z). Pretpostavimo da kada n — oo vaze
k=1

|| <bn
jednakosti
> / dFy(z) = o(1), (2.1)
=125,
1 n
™ > / 2?2 dFy(z) = o(1). (2.2)
" F=1 1<
Tada vazi

1 n
b—(ZXk—an>i>0, n — oo. (2.3)
" k=1
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Bernstajnov dokaz Vajerstrasove teoreme

Jedna teorijska primena slabih zakona velikih brojeva (u éebiéevljevoj formi) jeste
konstruktivni dokaz poznate VajerStrasove teoreme o aproksimaciji neprekidne funkcije
polinomima.

Teorema 2.12 Neka je F' : [0,1] — R neprekidna funkcija za koju vazi sup |f(x)| =
0<z<1
M < 400 1 neka je za svakon € N

o)

Bernstajnov polinom n-tog reda pridruZen funkciji f. Tada za svako € > 0 vazZi nejednakost

sup |Bu(f,z) — f(2)] Sw(fie) +

0<a<1 2ne?’
gde je
w(f;e) = sup |f(z) = fW)l.

|‘Tiy|§€7 m7y€[071]

Dokaz. Pretpostavi se da je f € C[0,1] i da se izvodi n nezavisnih eksperimenata sa
verovatno¢om uspeha z. Neka je S, broj uspesno zavrSenih eksperimenata. Tada S,, ima
B(n,z) raspodelu i

P(S, = k) = (Z) 2F(1 — )"k,

Za Bern§tajnov polinom n-tog reda vazi

-2 (3]

Za svako e >01in € N vaZi

1Bu(f,2) = f(2)] =

< w(f;e) Z (Z)xk(l—x)”k—l—QM Z (Z)xk(l—x)”k
b _g|<e |k —z|>e

< w(f;e)—|—2M~P(W"—x >€)

< w(f;s)+2M~%

< wifie) 5 =
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2.2.2 Jaki zakon velikih brojeva

Neka je {X,, } en niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih definisanih na istom prostoru
verovatnoce. Ako niz

%i){i—%iE[Xi], n=1.2,...
=1 =1

konvergira skoro sigurno ka sluc¢ajnoj promenljivoj X, onda za niz sluc¢ajnih promenljivih
{ X, }nen vazi jaki zakon velikih brojeva.
Zakon velikih brojeva Kolmogorova

Teorema 2.13 Neka je {X,}nen niz nezavisnih slucajnih promenljivih takav da vaZi

= D[X,
Z [ ]<+oo. Tada je

n2

n=1

1 n
P( lim =3 (X, — E[Xy]) :o) ~1.
n—oo M, 1

Dokaz. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je E[X;] = 0, Vj. Neka je

= max
1<k<2n
Za svako k, 2"t < k < 2" vazi
’ k max
na osnovu cega sledi da je dovoljno dokazati da vazi P( lim 2—" = O) = 1. Na osnovu
n—oo 2™

nejednakosti Kolmogorova (1.8) sledi

27’L
Y., " 1
P (27 > e) = P(Y, > 2%) < oy > DIX;).

j=1
Kako je
00 o) 2m
Y., 1 1
n=1 n=1 7j=1
1 & 1
< 5D DX &
j=1 21 >4
1 & 11
< Q;]D)[Xj]ja IR

pa na osnovu Teoreme 2.5 sledi 2—2 2500. O



Glava 3

Zakoni velikih brojeva za fazi brojeve

U ovom poglavlju predstavljeni su pojmovi potrebni za razumevanje zakona velikih
brojeva za fazi brojeve. Pre svega, definisane su trougaone norme i trougaone konorme,
kao i fazi skupovi i fazi brojevi, koji predstavljaju specijalan slucaj fazi skupova. Date su
operacije na fazi skupovima zasnovane na trougaonim normama, kao i princip proSirenja
koji omogucuje da se aritmeticke operacije izvode na fazi brojevima. Poseban akcenat
stavljen je na simetri¢ne trougaone fazi brojeve za koje je dat zakon velikih brojeva, kao
1 primeri kada zakon velikih brojeva ne vazi.

Tokom izrade ovog poglavlja koriséena je literatura [1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 15, 16, 17,
22|.

3.1 Trougaone norme i konorme

Pojam trougaone norme prvenstveno se vezuje za teoriju probabilistickih metrickih
prostora. U matematicku literaturu uveo ih je americki matematicar Karl Menger, a
konacan skup aksioma za trougaone norme objavili su évajcer i Sklar. Danas su nasle
primenu u mnogim oblastima teorijske i primenjene matematike, a pre svega u teoriji fazi
skupova i fazi logike.

Rezultati teorije fazi skupova prikazani u ovom delu mogu se opSirnije naci u |1, 16].

Definicija 3.1 Trougaona norma T (t-norma) je funkcija T : [0,1]*> — [0,1] takva da za
svako x,y, z € [0,1] vazi

(T1) T(z,y) =T(y,x) (komutativnost)
(T2) T(z,T(y,z2)) = T(T(x,y),z) (asocijativnost)
(T3) T(z,y) <T(x,2) zay < z (monotonost)
(T4) T(x,1) =z (rubni uslov).

25
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U slede¢a dva primera navedene su osnovne trougaone norme.

Primer 3.1 Sledece cetiri trougaone norme smatraju se najvaznijim t-normama:

min(z, y),

1. Minimum t-norma: Ty (z,y)

2. Proizvod t-norma: Tp(z,y) = xy,

igeviceva t-norma: Tr(z,y) = max(0,x +y — 1),

v

3. Luka

1

inace

)

min(z,y) , max(x,y)

:{0

)

Y

)

4. Norma drasticnog preseka: Ty (z

Slika 3.1: Graficki prikaz trougaonih normi Ty, Tp, Ty, i Ty

Za zakon velikih brojeva koji se posmatra u ovom radu potrebno je definisati Hama-

herovu t-normu.

Primer 3.2 Hamaherova t-norma sa parametrom v > 0, u oznaci Ty, definisana je sa

1Y




Zakoni velikih brojeva za fazi brojeve 27

Hamaherova t-norma za v = 0 je Ty, (z,y) =

Slika 3.2: Graficki prikaz Hamaherove trougaone norme 7},

U nastavku navedena je definicija trougaone konorme, koja se od trougaone norme
razlikuje samo po rubnom uslovu, kao i primeri najvaznijih trougaonih konormi koje su
dualne t-normama iz Primera 3.1.

Definicija 3.2 Trougaona konorma S (t-konorma) je funkcija S : [0,1]*> — [0,1] takva
da je za svako x,y,z € [0,1]

(51) S(z,y) = S(y, ) (komutativnost)
(52) S(z,S(y,2)) = S(S(z,y), ) (asocijativnost)
(S3) S(z,y) < S(z,2) zay < 2 (monotonost)
(54) S(z,0) = (rubni uslov).

Primer 3.3 Sledece cetiri trougaone konorme smatraju se najvaznijim t-konormama:
1. Maksimum t-konorma: Sy (x,y) = max(z,y),
2. Suma verovatnoée: Sp(x,y) =z +y — zy,
3. LukaSijeviceva t-konorma: Sp(z,y) = min(1,z +y),

max(z,y) , min(r,y) =0

4. Drastiéna suma: Sw(x,y) = { 1 nade
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Slika 3.3: Graficki prikaz trougaonih konormi Sy, Sp, Sy i Sw

Svajcer i Sklar su trougaonu konormu S predstavili kao dualnu operaciju za datu
trougaonu normu 7. Ta veza izmedu trougaonih normi i konormi opisana je u sledecoj
teoremi.

Teorema 3.1 Funkcija S : [0,1]*> — [0,1] je t-konorma ako i samo ako postoji t-norma
T :[0,1]*> — [0,1] takva da za sve x,y € [0, 1] vaZi

S(z,y)=1-T(1 —xz,1—y).

3.1.1 Osobine t-normi

Teorema 3.2 Trougaona norma Ty je jedina t-norma koja zadovoljava uslov
T(x,x) =1z za svako x € (0,1).

Dokaz. Neka za trougaonu normu 7" vazi T'(z,z) = z zasve z € (0,1). Tadazay <z <1
na osnovu monotonosti trougaone norme 7' imamo

y="T(y,y) <T(z,y) < Ty = min(z,y) = y.
Na osnovu komutativnosti i rubnog uslova trougaone norme 7' na kraju sledi T' = Ty,. O
Teorema 3.3 Trougaona norma Ty je jedina t-norma koja zadovoljava uslov

T(x,x) =0 za svako z € (0,1).
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Dokaz. Neka za trougaonu normu 7T vazi T'(x,z) = 0 za sve x € (0,1). Tada za svako
y € [0, z) vazi
0<T(x,y) <T(x,x) =0,

odakle dobijamo T = Ty . O

Definicija 3.3 Trougaona norma T} je slabija od trougaone norme Ty, u oznaci Ty < T,
ako vazi da je Ty (z,y) < Ta(x,y), za svako (x,y) € [0,1]%. Takode, kaZemo da je trougaona
norma Ty jaca od trougaone norme T;.

U sledecoj teoremi opisan je poredak nekih trougaonih normi iz Primera 3.1.
Teorema 3.4 Za svaku trougaonu normu T i za sve (z,y) € [0, 1]* vaZi
Tw(z,y) < T(x,y) < Tu(z,y).
Dakle, t-norma T}, je najjaca, a t-norma Ty najslabija i vazi
Tw <Tp <Tp <Ty.

Kako je u Teoremi 3.1 trougaona konorma S definisana kao dualna operacija trougaone
norme 7', imamo obrnut poredak konormi iz Primera 3.3

Su < Sp < Sp < Sw.
Zmaci, moze se pokazati da vazi slede¢a teorema.

Teorema 3.5 Za svaku trougaonu konormu S i za sve (z,y) € [0,1]* vazi

3.1.2 Neprekidnost i algebarski aspekt

Za normu drasti¢nog preseka Ty (Primer 3.1) i njoj dualnu konormu Sy, (Primer 3.3)
moze se primetiti da nisu neprekidne. Osnovne t-norme Ty, Tp i Ty, kao i njihove dualne
t-konorme Sy, Sp i Sy, jesu neprekidne.

U nastavku je izlozena teorema o neprekidnosti t-normi u smislu neprekidnosti funkcije
jedne promenljive, kao i definicja striktne t-norme koja je neprekidna u smislu neprekid-
nosti funkcije dve promenljive.

Teorema 3.6 Trougaona norma T : [0,1]> — [0,1] je neprekidna ako i samo ako je
neprekidna kao funkcija jedne promenljive po svojoj prvoj (drugoj) komponenti, tj. ako je
za svako yo € [0,1] (zo € [0,1]) funkcija T(-,yo) : [0,1] — [0,1] (T(xy,-) : [0,1] — [0,1]),
z— T(x,y0) (y— T(xo,y)) neprekidna.

Definicija 3.4 Trougaona norma T : [0,1]* — [0,1] je striktna ako je neprekidna kao
funkcija dve promenljive i ako vazi

T(x,y) < T(z,z), zasvakox >0,y < z.
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Definicija 3.5 Neka je T : [0,1)2 — [0,1] t-norma i n € N U {0}. n-ti stepen z'"
elementa x definisan je na sledeéi nacin

1 , n=20
(n) _
T = n—puta ’
TZ,...,2) , n>1
n—puta (n—1)—puta

TT(%,...,0 ),x), n>3.

gde je T'(Z,...,2) =
Definicija 3.6 Neka je T : [0,1]*> — [0,1] proizvoljna t-norma.

1. Element a € [0,1] je idempotentan element za T ako T'(a,a) = a.

2. Element a € (0,1) je nilpotentan element za T ako postoji n € N takvo da agfb) = 0.
3. Element a € (0,1) je delitelj nule za T' ako postoji b € (0,1) takvo da T(a,b) = 0.

Primer 3.4 U slucaju minimum t-norme Ty, svaki element je idempotentan, tj. za svako
a € [0,1] vazi Ty(a,a) = a. Minimum t-norma Ty nema nilpotentne elemente kao ni
delitelje nule.

Jos neke klase t-normi su navedene u definiciji koja sledi.
Definicija 3.7 Neka je T : [0,1]*> — [0,1] proizvoljna t-norma.
1. t-norma T zadovoljava zakon kancelacije ako iz T'(x,y) = T(x, 2z) sledi da x =0 ili
y==z.
2. t-(n)orma, T je arhimedovska ako za svako (z,y) € (0,1)* postoji n € N takvo da
) <y.

3. t-norma T ima grani¢no svojstvo ako za svako x € (0,1) je lim xgi‘) =0.
n—o0

Za zakone velikih brojeva koji se posmatraju u ovom radu potrebno je definisati adi-
tivni generator trougaone norme 7'.

Definicija 3.8 Neka su [a,b] i [c,d] dva zatvorena podintervala od [—oo,400] i neka je
f i a,b] — [c,d] monotona funkcija koja nije konstanta. Pseudo-inverzna funkcija, u
oznaci fI=1 : [e,d] = [a,b], definisana je sa

Fy) = supfa € [a, 8] : (f(x) = F))(f(b) = f(a)) <O}
Teorema 3.7 Neka je f:[0,1] — [0, 00] striktno opadajuca funkcija sa f(1) =0 tako da
f(z) + f(y) € Range(f) U[f(0T), 0] za sve (z,y) € [0,1]%. Funkcija T : [0,1]*> — [0,1]
data sa

T(w,y) = T (2) + f()

je t-norma.

Ako je funkcija f iz prethodne definicije jos i neprekidna sa desna u 0 onda je zovemo
aditivni generator trougaone norme 7.

Primer 3.5 Funkcija f(x) = -
mera 3.2, tj. Tp,(x,y) = fI7(f(2) + f(y)).

je aditivni generator za Hamaherovu t-normu iz Pri-
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3.2 Fazi skupovi

Karakteristi¢na funkcija ,,obi¢nog” skupa A C U, gde je U univerzalni skup, u oznaci
X4, je preslikavanje x4 : U — {0, 1} definisano sa

1, z€eA
Xa(w) = 0 r¢ A’

Granice skupa A su strogo definisane pa element x € U ili pripada ili ne pripada
skupu A. Medutim, to nije slucaj i kod fazi skupova. Proizvoljan element iz univerzalnog
skupa moze delimi¢no da pripada fazi skupu i stepen pripadnosti tog elementa fazi skupu
uzima vrednosti iz intervala [0, 1].

U matematickoj literaturi pojam fazi skupa javlja se 1965. godine u radu ,,Fazi skupovi”
matematicara Lotfija Zadeha.

Definicija 3.9 Funkcija pripadnosti za fazi skupove, u oznaci i, je prestikavanje p : U —
[0,1] gde je U univerzalni skup.

Primer 3.6 Karakteristicna funkcija ,,obicnog” skupa A jeste funkcija pripadnosti koja
uzima samo vrednosti 0 ilz 1.

Definicija 3.10 Neka je A C U klasican skup. Fazi skup A se definise kao skup uredenih
parova

A={(z,pa(x)): 2 € A, pa(z) €10,1]},

gde je pa(x) funkcija pripadnosti. Ona predstavija stepen pripadnosti nekog elementa
x € A fazi skupu A
MA('I) P A= [07 1]

Primer 3.7 Neka je U skup svih ljudi. Posmatramo tri fazi podskupa: A ,mladi ljudi”, B
ysredovecni ljudi” i@ C stari ljudi”. Funkcije pripadnosti fazi podskupova A, B i C mogudce
je graficki predstaviti kao na Slici 3.4.

pos

TN —\

08 \ I \
N/ \ /
N/ \ /
05 \ l — mlad

04 X — sredovecan

03 /\ / \ — star
/[ N/ \

: [ X\

4]

/
/

0O 10 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 90 100
starost osobe u godinama

Slika 3.4: Grafik funkcije pripadnosti za skupove A, BiC
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Sa grafika vidimo da osoba koja ima 25 godina pripada fazi skupu mladih ljudi sa
stepenom pripadnosti pus(25) = 0.8, dok osoba koja ima 47 godina pripada fazi skupu
sredoveénih ljudi sa stepenom pripadnosti ug(47) = 1, ali pripada i skupovima mladih i
starih ljudi sa malim stepenom pripadnosti.

Funkcije pripadnosti za fazi skupove A, B i C iz Primera 3.7 nisu jedinstveno odredene.
Uobicajeno je da se kod ovakvih primera funkcije pripadnosti definisu intuitivno, na
osnovu prethodnog znanja i iskustva.

Za fazi skup A kazemo da je normalizovan ako postoji x € A u kom funkcija pripad-
nosti dostize maksimalan stepen tj. vrednost 1. Ako fazi skup nije normalizovan moguce
ga je normalizovati. Prilikom normalizovanja fazi skupa A potrebno je da se normalizuje

pa(z)

funkcija pripadnosti p4(z), tj. posmatra se nova funkcija pripadnosti data sa .
max 14 (2)

Ocigledno je da ona uzima vrednosti iz zatvorenog intervala [0, 1].

3.2.1 Operacije na fazi skupovima

Kako fazi skupovi predstavljaju uopstenje klasi¢nih skupova prirodno je zakljuciti da
se na fazi skupovima takode definisu operacije unije, preseka i komplementa. Definicije
preseka i unije fazi skupova baziraju se na trougaonim normama i trougaonim konormama.
Osobine operacija preseka, unije i komplementa koje vaze na klasi¢nim skupovima prenose
se 1 na fazi skupove.

Definicija 3.11 Unija fazi skupova A ¢ B, u oznaci AU B, definise se preko funkcije
pripadnosti . na sledecéi nacin

praos(z) = max(pa(z), ps(z)), za sve x € U.

Definicija 3.12 Presek fazi skupova A i B, u oznaci AN B, definise se preko funkcije
pripadnosti p na sledeéi nacin

pans(z) = min(py(x), pg(x)), za sve x € U.

Iz navedenih definicija sledi da su unija i presek fazi skupova definisani preko konorme
Sur, 1 norme Ty, respektivno, tj.

paus(x) = Su(pa(@), ps(@)) 1 pans(@) = Th(pa(@), ps(z)).
Trougaona norma predstavlja uopstenje operacije preseka, a trougaona konorma pred-

stavlja uopstenje operacije unije, pa se definicije preseka i unije mogu se prosiriti na druge
t-norme i t-konorme.

Definicija 3.13 Neka je T : [0,1]*> — [0, 1] proizvoljna t-norma. T-presek fazi skupova
A i B definise se kao

pans(z) = T(pa(x), ps(x)), za sve x € U.
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Definicija 3.14 Neka je S : [0,1]> — [0, 1] proizvoljna t-konorma. S-unija fazi skupova
A i B definise se kao

paus(x) = S(pa(z), ps(x)), za sve x € U.

Definicija 3.15 Komplement fazi skupa A, u oznaci A°, definise se preko funkcije pri-
padnosti 1 na sledeéi nacin

pac(x) =1 — pa(x), za sve x € U.
Kazemo da je fazi skup B podskup fazi skupa A, u oznaci B C A, ako je ug(z) < pa(x),

zasve x € U.

Definicija 3.16 Nosa¢ fazi skupa A, u oznaci supp(A), je klasican skup svih elemenata
x € U ¢ija je vrednost funkcije pripadnosti veca od nule, tj.

supp(A) = {z : pa(z) > 0}.
Definicija 3.17 a—presek fazi skupa A definise se kao klasican skup na sledeci nacin

[Alo ={z: palz) > a}, «a€(0,1].
Ako je vrednost o jednaka nuli
[Alo = {2 : pa(z) > 0},

gde je sa {x : p4(x) > 0} oznaeno zatvaranje skupa {x : puy(z) > 0}.

i
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Slika 3.5: Primer a—preseka

Ako je a < (3 tada je [A]z C [A], 1 za sve fazi skupove A i B vazi

[-’4 U B]oz = [A]a U [A]B i [A N B]oz = [A]oz N [A]B
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Konveksnost fazi skupova se definiSe na sledeé¢i nacin.

Definicija 3.18 Fazi skup A je konveksan ako i samo ako za svako x1,xs € U, « € [0, 1]
vazi
palaxy + (1 — a)xz) = min(pa(r), pa(z2)).

Ocigledno je da je fazi skup A konveksan ako su svi njegovi a—preseci konveksni
podskupovi od R, a € [0, 1].

Fazi skup ¢iji je a—presek prikazan na Slici 3.5 je konveksan, dok fazi skup na Slici
3.6 nije konveksan.

A
fra(z)
1
Q —¢ & ¢ ?
{ | | 1
| | | I
| | I |
| | | |
| | | |
| | 1 |
J.rp’f.-’f.-’fff.-’j-’f.-’f.-’fp’f.-’. NESRERRNREN -
0' g b c d T

Slika 3.6: a—presek nekonveksnog fazi skupa

Standardne aritmeticke operacije koje su definisane sa dva fazi skupa prosiruju se na
konacan broj fazi skupova na sledeé¢i nacin.

Zadehov princip proSirenja za minimum normu:

Neka su A, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X1, ..., X,, respektivno i neka
je dato preslikavanje f : Xj x --- x X,, = Y takvo da za svaku n-torku (z1,...,2,) €
Xy X x X, vazi f(z1,...,2,) =y €Y. Tada je B= f(Ay,...,A,) fazi podskup od Y’
¢ija je funkcija pripadnosti

supmin (pa, (21), ..., pa,(z,)) , ako postojiy = f(z1,...,z,)
y

ps(y) =

0 , Inace
Zadehov princip proSirenja za proizvoljnu normu:

Neka su Ay, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X1, ..., X,, respektivno i neka
je dato preslikavanje f : Xj x --- x X,, = Y takvo da za svaku n-torku (zy,...,2,) €
X; x - x X, vazi f(xq,...,2,) = y € Y. Za proizvoljnu trougaonu normu 7" kao
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rezultat uopstenog principa prosirenja dobija se fazi podskup B € Y, B = f(A;,..., A,)
sa funkcijom pripadnosti

sup T'(pa, (1), -+ pa, (2a))  ako postojiy = f(x1,...,2,)
y

ns(y) =
0 , Inace

Ako se za t-normu uzme najjaca trougaona norma 7j,, dobija se originalni Zadehov
princip proSirenja.

3.3 Fazi brojevi

U teoriji fazi skupova od posebnog znacaja izdvajaju se fazi skupovi definisani nad
skupom realnih brojeva R koji se nazivaju fazi brojeuvi.

Definicija 3.19 Za fazi skup A nad skupom realnih brojeva R kaZemo da je fazi broj, u
oznaci A, ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

1. A je normalizovan skup, tj. postoji bar jedno T € R takvo da je pa(z) =1,
2. A je konveksan skup,
3. funkcija pripadnosti pa(x), z € R je po delovima neprekidna.

Modalna vrednost fazi broja A je vrednost T koja pokazuje maksimalni stepen pripad-
nosti tj. ua(z) = 1.

Napomena 3.1 U zawvisnosti od autora postoji vise definicija fazi brojeva. Neki autor:
definisu fazi broj kao skup za koji postoji tacno jedno € R takvo da je pa(z) = 1.

Definicija 3.20 Fazi broj A je simetrican ako njegova funkcija pripadnosti zadovoljava
sledecu jednakost
pa(®+ ) =pa(® —x), za svakox € R.

I

Slika 3.7: Primer simetri¢nog fazi broja
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U nastavku su navedeni fazi brojevi koji se najcesce javljaju u praksi.
L-R fazi brojevi

L-R fazi brojevi jesu najces¢i primer reprezentacije fazi brojeva. U samom nazivu
L-R fazi brojeva (eng. left-right) krije se zamisao da funkcija pripadnosti fazi broja ima
razli¢ite oblike levo i desno od modalne vrednosti z.

Definicija 3.21 Neka su L i R opadajuce, neprekidne funkcije na [0, 1] takve da je L(0) =
R(0) =114 L(1) = R(1) = 0. L-R fazi broj, u oznaci A = (z,«, 3), gde je T modalna
vrednost, a o i B su tzv. Sirine, je funkcija koja slika skup realnih brojeva R wu interval
[0,1] @ ¢ija je funkcija pripadnosti zadata na sledeéi nacin

(0 , T<I—«

o
palz) = _
Tr—z
R(/g) i<z <T4+f
(0 , T>T+f
I
¥ bomemmwmereepa s
% U =
/// : \\\\
S | \\
7 ! !
/ | X
g |
_/ ! \\\
l \
| N -
I — T T+ 3 T

Slika 3.8: Graficki prikaz funkcije pripadnosti L-R fazi broja

Specijalno za L(z) = R(z) = 1 — x dobija se trougaoni fazi broj. Trougaoni fazi
brojevi takode se nazivaju i linearni fazi brojevi jer je njihova funkcija pripadnosti linearna
funkcija definisana na slede¢i nacin

( T—T
1+ , T—a<z<ZT
«
pE)=9 112  s<s<z+p
g
0 , inace

gde je [T — o, T + ] nosac fazi broja, a tacka (Z, 1) je vrh, gde je T modalna vrednost i 1
njen stepen pripadnosti.
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Slika 3.9: Trougaoni fazi broj

Ako se modalna vrednost = nalazi ta¢no na sredini nosaca [z — a, T + (], tj ako je
(T —a)+ (z+P)

T = 5 , posmatrani fazi broj je simetrican trougaoni fazi broj.
/
[y
i ——-——-- 1
0 T —a 0 Q -

Slika 3.10: Simetri¢ni trougaoni fazi brojevi

Svaki trougaoni fazi broj moze biti konstruisan na osnovu tri zadate vrednosti:
T —a«a, T 1%+ [, koje kra¢e pisemo ai, aps i as, respektivno. Trougaoni fazi broj
ozna¢avamo sa A = tfn(z,«, ) ili A = (a1, ap, as). Levi trougaoni fazi broj, u oznaci
A, je Ay = (T — «,7,%) i u praksi opisuje pojave poput velikog profita, velikog rizika...
Desni trougaoni fazi broj, u oznaci A, je A, = (z,Z,T + ) i u praksi opisuje npr. mali
profit, mali rizik... Simetri¢an trougaoni fazi broj oznacavamo sa A = (z, a).

L-R fazi intervali

Ako za fazi broj A postoji vise od jedne modalne vrednosti onda za taj broj kazemo
da je fazi interval.
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L-R fazi interval, u oznaci A = (I, r, «, ), definige se preko funkcije pripadnosti na sledeci
nacin
(0 , r<Il—«

L(l_x> , l—a<x <]

pa(z) =< 1 , l<x<r

R(xgr> , r<e<r+p

(0 ., v>r+ [

Tacke [ i r nazivaju se levi i desni vrh, o > 0 leva Sirina i § > 0 desna Sirina za A.

Specijalno, za L(z) = R(x) = 1 — & dobijamo trapezoidni fazi interval. Cesto se
termin trapezoidni fazi interval izjednacava sa terminom trapezoidni fazi broj, pa se taj
naziv koristi u daljem izlaganju. Trougaoni fazi brojevi predstavljaju specijalan slucaj
trapezoidnih fazi brojeva kada je [ =r = 7.

Funkcija pripadnosti za trapezoidni fazi broj zadata je na slede¢i nac¢in

( Tz —1

1 , l—a<z <,
Q@

1 , [ <x<r

plx) =

x—r

1— , r<xz<r+p
g

(0 , inace

gde je [l — a, 7 + f] nosa¢ fazi broja, a [[, 7] interval na kom je stepen pripadnosti jednak
1.

Napomena 3.2 Kod autora koji fazi broj definisu kao skup za koji postoji tacno jedno
Z € R takvo da je pa(z) =1 trapezoidni fazi interval nije fazi broj.

|
|
|
l

l—« r r+8 x

Slika 3.11: Trapezoidni fazi interval
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Trapezoidni fazi broj obelezavamo sa A = (I — «, I, 7,7 + ). Ako je duzina intervala

[l —a, ] jednaka duzini intervala [r, r+ 3] onda je trapezoidni fazi broj simetri¢an u odnosu

l
na pravu r = % tj. dobijamo simetrican trapezoidni fazi broj. Ako je l = r = X

trapezoidni fazi broj postaje trougaoni fazi broj.

Analogno, kao za trougaone fazi brojeve, definiSemo levi i desni trapezoidni fazi broj. Levi
fazi broj je Al = (I —a,1,7,7) sa nosacem [l — a, 7], a desni fazi broj je A" = (I,1,7,r + )
sa nosacem [, r + f3].

Al

[ |l m——_——— =

0ll—a |

Slika 3.12: Levi i desni trapezoidni fazi broj

Primer 3.8 Fazi broj A naziva se Gausov fazi broj ako je njegova funkcija pripadnosti
plz) =e 5 2 eR, b >0,

§to pisemo A = (a,b,b), gde su funkcije L i R definisane sa

i)

Slika 3.13: Funkcija pripadnosti za Gausov fazi broj
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Sabiranje fazi brojeva u odnosu na proizvoljnu t-normu definisano je na slede¢i nacin.

Definicija 3.22 Neka je T : [0,1]> — [0,1] proizvoljna t-norma i A i B fazi brojevi.
Njyihova T-suma, u oznaci A ®r B, definise se kao

(A®r B)(z) = sup T(A(z), B(y)), z € R.

r+y=z

Ako je T : [0,1]*> — [0, 1] arhimedovska t-norma sa aditivnim generatorom f, tada
A ®7 B mozZzemo pisati

(A@rB)(2) = sup fEU(f(A(2)), f(B(y)))

T+y=z

gde je fI=1 pseudo inverzna funkcija od f.

Definicija 3.23 Neka je T : [0, 1)> — [0, 1] proizvoljna t-norma i Ay, ..., A, fazi brojevi.
Njihova T-suma, u oznaci Ay @ - - By A, definise se kao

(A1 ®r - dr Ay)(2) = sup  T((Ai(x1) Br - Dr An(xy)), 2 €R.

1+t rn=z2

Ako je dato n fazi brojeva Ay, ..., A, iakoje T : [0,1]* — [0, 1] arhimedovska t-norma
tada se njihova T-suma moze pisati

(A1 @7 ---®rA,)(z) = sup fey (Z f(Az(ﬂfz))> .

T1+-+xTn=z2

Sabiranje n fazi intervala u odnosu na razli¢ite trougaone norme dato je u slede¢im
teoremama [16].

Teorema 3.8 Neka su A; = (l;,ri, i, B;), i = 1,...,n L-R faziintervali. Tada je njihova
suma, u 0znaci (@TM)n  Ai, u odnosu na trougaonu normu Ty data sa

1=

i=1

Primer 3.9 Neka su dati L-R fazi intervali Ay = (1,2,1,1), Ay = (2,4,4,4), A3 =
(3,6,9,9),..., A, = (n,2n,n? n?). Njihov zbir u odnosu na t-normu Ty je

(@TM):‘L:l A; = A, Ay @1y, - By An

= (1,2,1,1) ®p, (2,4,4,4) ®r,, - - D1y, (n, 20,02 n?)
- (Texayeye)
i=1 i=1 i=1 i=1

:(M

D, n(n+1)2n+1) n(n+1)(2n+ 1)) .

7n(n+ Y 6

2
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Teorema 3.9 Neka su A; = (I,r,«,8), 1 = 1,...,n L-R fazi intervali. Tada je njihova
suma, U 02nact (GBTW) A;, u odnosu na trougaonu normu Ty data sa

n n n
(@ ) A = E l;, E r;, Max maxﬁ )
Tw/ i=1 — 1 1<i<n 1<z n
1= 1=

Primer 3.10 Neka su dati L- R fazi intervali A, = (2, 1,1, 3) A, = (i,2,4, %) , Az =

( 3,9, 217) LA, = (Z—R,n n?, 3n) Njyihov zbir w odnosu na t-normu Ty, je

(@Tw)jzlAi = A1 EBTW A2 EBTW"'EBTW An
L A A (10
- 5 5y - - DY _nn .
2’ ) ’3 Tw 47 P 79 Tw Tw 2n’ 5 ’311
1
222 Zm o

= |2- ! ’n(n+1)’n2’l .
2n-1 2 3

Lema 3.1 Neka su Ty i 15 t-norme © A i B fazi brojevi. Ako je Ty < T5, tada je

Lema 3.2 Neka su A; = (Z;, ), i = 1,...,n simetricni trougaoni fazi brojevi i T proi-
zvolgna trougaona norma. Tada je

supp (A, @r -~ @r A,) C supp (Ay) + - +supp (4,)
= [Ti—o, T +a]+-+ [T —a, Ty +af
= [Z14+-+T, —na, Ty + -+ T, + nal,
gde je supp nosac fazi broja.

U teoriji fazi brojeva veliki znac¢aj imaju i funkcije mogucénosti i neminovnosti koje se
za trougaoni fazi broj A i proizvoljan podskup skupa realnih brojeva definisu na sledeéi
nacin.

Definicija 3.24 Neka je A = (T, ) simetrican trougaoni fazi broj i D C R proizvoljan

skup. Funkcija moguénosti (eng. possibility) definise se sa

Pos(A|D) = sup A(t).

teD

Ako je D¢ komplement skupa D funkcija neminovnosti (eng. necessity) definise se sa

Nes(A|D) =1 — Pos(A|D°).
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Lema 3.3 Neka su A i B fazi brojevi. Ako je A < B (tj. A(x) < B(x), za svako x € R)
tada je
Nes(A =) > Nes(B=1x) za svako x € R.

Lema 3.4 Neka su A; = (T;,«0), @ = 1,...,n simetricni trougaoni fazi brojevi 1 Ty,
Hamaherova norma (Primer 3.2). Tada je

1 _ [zttt —al
no

, T4+ T — 2] < na

1\ EittEa—a]
(Ay @1y, - B, An)(@) = 1+(n-1) -
0 , 1inace
(3.1)
i
. 1_|@—$| |ftte | < @
E(Al D1y, Oy, An)(T) = @ (3.2)
0, inace.
Lema 3.5 Neka je T proizvoljna t-norma i A; = (z;, ), 1 = 1,2, ... niz simetricnih fazi

brojevi. Tada je

1 1
Pos(ﬁ(Al@T“'EBTAn):E(f1+"'+fn)> =1, nel

3.4 Zakoni velikih brojeva

U ovom poglavlju se dokazuje da za niz simetri¢nih trougaonih fazi brojeva A; =
(Z;, ), 1 € N, proizvoljno € > 0 i svaku t-normu 7' < Ty, vazi relacija

lim Nes
n—oo

T+ T A A, Ty +-+7T,
(u < 1 Pr - Dr S:161+ +z +8>:1. (3.3)
n n n
Zakon velikih brojeva za simetri¢ne trougaone fazi brojeve definise se pomoc¢u funkcije
neminovnosti Nes i ako za t-normu 7' i niz fazi brojeva A; = (z;, ), i € N vaZi relacija
(3.3) onda kazemo da taj niz zadovoljava zakon velikih brojeva.

Rezultati prikazani u ovom delu mogu se naci u [2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 15].

Teorema 3.10 Neka je T trougaona norma takva da je T < Ty, @ neka su A; =

(Z;, ), i € N simetricni trougaoni fazi brojevi. Ako postoji X = lim 2 Bk o
n—oo n

tada za svako € > 0 vazi

A,

1. lim Nes (Xn—&? < —

n

n—oo

SXn_'_g):l;

2. Nes(lim&:)q:l,

n—oo M

T4+ Ty

gde je X, = , T; modalne vrednosti fazi broja A; i A, =A@ - Dr A,,.

n
Tada se kaZe da za niz A; = (T;, o), i € N vazi zakon velikih brojeva.
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Dokaz.

1. Ako je € > « tada se prva jednakost dobija trivijalno.

Pretpostavimo da je € < a. Na osnovu Leme 3.1 i Leme 3.3 sledi da tvrdenje treba
dokazati samo za 1" = T,. Na osnovu Leme 3.4 sledi

Nes (Xn—eglflng)(n—l—a) = 1 — Pos <lf1n
n n

(—00, X, —e) U (X, +¢, oo))

1 ~
(e
2| Xn—e,Xn+e] n

1 — | X —(Xnte)|

a

1_ ¢
- 1- @
1+ (n—-1)=
Dalje sledi da je
) 1~ . 1—=
lim Nes [ X,, —e<-A4,<X,+¢e)=1—lim —<*— =1.
n—00 n n~>ool+(n—]_)§

2. Ako sa x(x} oznacimo karakteristicnu funkciju od {X} iz

N 1 — | X7 —2]
lim (lAn) (z) = lim a

n—oo \ N n%w1+(n_1)@

= xx3(2)
sledi da je
1. 1
Nes (hm —A, = X) = 1—sup (hm —An) (2)
n—oo 1 2#£X \"e N

= 1—supxyxy(z) = 1.
z#X

]
Za minimum t-normu 7, ne vazi zakon velikih brojeva i Fuler je u [2] dokazao da vazi
sledeca teorema.

Teorema 3.11 Neka je T = Ty i A; = (T, ), i € N niz simetricnih trougaonih fazi
brojeva. Tada za svako €, 0 < € < o vaZi

£
n—00 (6] ’

A,
1. lim Nes (Xn—eg—an+g> =
n
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2. Nes <lim ﬁ:X> = 0.
n—oo M

U nastavku sledi uopstenje Fulerovog zakona velikih bojeva u odnosu na arhimedovkse
t-norme koje je dao Tris u radu [21].

Definicija 3.25 Neka je > a; red nenegativnih realnih brojeva i neka je 0 < v < 1.
i=1
KazZemo da dati red zadovoljava uslov D., ako i samo ako je

gde je sa |I| oznacena kardinalnost skupa I.

Teorema 3.12 Neka je Ay, As, ... niz simetricnih trougaonih fazi brojeva takvih da je
A, (x) = 0 ako je |z — z,| > ¢ za svako n i neku konstantu ¢ > 0, gde je &, modalna
vrednost od A,,. Neka je f aditivni generator arhimedovske t-norme T'. Ako postoji e > 0

takvo da redovi ) f(Ai(Z;+¢)) i Y f(Ai(Z;—¢)) zadovoljavaju uslov D za vy > 0, onda
i=1 i=1

za Ay, Ao, ... vaZi zakon velikih brojeva.

Teorema 3.13 Neka je A, = (T, iy, Bn) niz L-R fazi brojeva i neka je o, < c i 5, < ¢
za svako n € N ¢ neku konstantu c. Neka je T neprekidna arhimedovska t-norma sa
aditivnim generatorom f. Tada niz Ay, As, ... zadovoljava zakon velikih brojeva.

Sledeca teorema karakterizuje arhimedovske t-norme [21].

Teorema 3.14 Neka je T neprekidna t-norma. T je arhimedovska ako © samo ako niz
A1, A, ... definisan u Teoremi 3.13 zadovoljava zakon velikih brojeva.

Fuler je u svom radu [2| postavio pitanje: Da li postoji trougaona norma 7' takva
da je T" > Ty, i vazi zakon velikih brojeva za niz simetri¢nih trougaonih fazi brojeva
A = (Z1,a), Ay = (T, ). ...7 Uradu [15] kao odgovor na Fulerovo pitanje konstruisana
je familija t-normi za koju ne vazi Fulerov zakon velikih brojeva.

1—
Primer 3.11 Poznato je da je f(x) = aditivni generator za Ty, (Primer 3.5).
1

Neka je g(z) = f(cx — (c—1)), c €N, ¢ > 2 iz € (<2L,1]. Trougaona norma T, je
definisana na sledeéi nacin

T 9(@) +9(v) , (z,y) € (=21)°
T.(x,y) =
Ty(z,y) , inace

Prvo se pokazuje da je Ty, < T. < Ty. Kako je Ty najjaca t-norma vazi da je
T. < Ty, pa treba pokazati da je Ty, < T, za (x,y) € (C;l 1)2.

c
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!

Neka je p = —. Lako se proverava da je ¢ neopadajuca funkcija u intervalu (c;cl, 1).

Na osnovu rada [14] sledi da je Ty, < Te.
Neka je {A;}ien niz simetricnih trougaonih fazi brojeva i A, = A, ®r. - B, An.

Treba pokazati da je

A, <n’3_ 1) > % (3.4)

C

Dokaz se 1zvodi indukcijom po n:

Zanzlvazvifll(c 1):A1(%):%.

Zan =2 vaZi
~ —1 —1 —1 11 1
A () 2 () (1)) = (10) =4
c c c ¢ c c

Pretpostavi se (3.4) vazi za n = k i pokazuje se da vazi zan =k + 1
. -1 ~ —1 —1 11 1
Ak <<k+ 1) ) > T, (Ak (kc )  Apin (C )) > T, (—,—) ==,
c c c ¢ c c

Treba pokazati da je niz {cinflcn} ogranicen od dole, tj. da za
z € (—C;CI,O) U (0, C;Cl) vazi

(3.5)

AV
e
VR
N
o
3
L
VRS
—
Q
3
|
—_
S~—
o
ol
—_
~_
>
o)
3
N
o
o
—_
~__
~_

(1 1) 1
Z Tc DN = .
Cc C C

Lako se proverava da je niz %fln(z)} nerastuci. Znaci, niz {%fln} je konvergentan

i nejednakost (3.5) implicira da je
1 - 1 —1 —1
lim —A,(z) > —-, za zE€ (—C ,O) U (O, ¢ ) ,
c c c

pa Fulerov zakon velikih brojeva ne vazi.
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Napomena 3.3 Ako se u prethodnom primeru uvrsti da je ¢ = 2 dobija se t-norma koju
je konstruisao Hong u radu [7].

Hong je u radu [6] dao jos jedan primer na kom je pokazao da Fulerov zakon velikih
brojeva ne vazi uvek.

Primer 3.12 Neka je A,, = (Z,, ) niz simetricnih tmugaomh fazi brojeva (L(z) = 1—x)

i neka je T = Ty, Hamaherova norma. Ako postojiy = lim Z T; 1 ako je 0 < |y| < +o0,

HOO

tada je x = lim
n—o0

3=

Yoz, =01 vaZi

i=1

n

lim _<A1 @THO @THO An)(f) = lim _<A1 @THO EBTHO An)(y)

n—oo N n—oo N

— i no — |y|
= 1m
woe nat (n - 1)]y]

(0%

= #1,
a+ |yl

3. Fulerov zakon velikih brojeva ne vazi.

Jos jedan primer kada Fulerov zakon velikih brojeva ne vazi dala je Markova-
Stupnanova u radu [12].

Teorema 3.15 Dat je niz A, = (Tp,a,3), n € N L-R fazi brojeva i arhimedovska
neprekidna t-norma T sa adz’tz’vm’m generatorom f, tako da su funkcije foL i fo R
konveksne. Neka je x = lim * sz iy = hm (Z T — nx) . ly] € (0,400). Neka je

z > 0.

Z:{<fomxm >0
(foRY(®) , y<0

Tada Fulerov zakon velikih brojeva ne vazi.

Na kraju ovog poglavlja navodimo jos jedan zakon velikih brojeva za trougaone fazi
brojeve pri ¢emu funkcije L i R ne moraju biti iste [17].

Teorema 3.16 Neka je A, = (T, v, 5,), n € N niz fazi brojeva sa ogranicenom sirinom,
tj. postoji konstanta ¢ > 0 takva da je o, < ¢, B, < c. Neka je T neprekidna arhimedovska
t-norma sa aditivnim generatorom f. Tada je

n—oo N 0 , inace ’

o1 1 =ZI
lim _(Al Sr - Dr An)(Z) = { ’ Z v

5. vazi zakon velikih brojeva.
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Dokaz. Neka su Ly i Ry funkcije oblika takve da je L, < L;i R, < Ry, n€ NifolL;i

f o Ry konveksne.

Neka je B, = (Z,c,c) fazi broj sa funkcijama oblika Ly i Ry. Odcigledno je A, <

B,, n € N. Posmatra se slucaj z = 7.
LA @ ®r A)@) = (A @r-- Br A,)(nT)

n

_ ap R (z F(Ae)

1+t Tn=nT i=1
= 1.
Ocigledno je
1
—(A1®r---@7A,)(2) =0 zaz>T+c
n
1 _
E(AI@T-uEBTAn)(z) =0zaz<T—c

Pretpostavi se da je z € [T — ¢, z). Tada je

1
0 < —(A1®r--drA,)(2)

3

1
< g(B1 @7 - Dr By)(2)

= (B1 Or - Br Bn)(nz)

(o))

= fl-1 (nf (L (f;z))) — 0, kada n — oo.

Odavde sledi da je lim =(A; @7 --- ©r A,)(2) =02a z € [T — ¢, T).
n—oo

Slucaj z € (z, & + ¢| dokazuje se analogno.

)

O

Napomena 3.4 Svaki realan broj se mozZe posmatrati kao fazi broj. Pod uslovom da vaZe
pretpostavke navedenih teorema za realne brojeve vaze navedeni zakoni velikih brojeva.
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Glava 4

Zakon velikih brojeva za fazi slucajne
promenljive

U ovom delu rada data je definicija fazi slu¢ajne promenljive, kao i njenog matematic-
kog ocekivanja. Jaki zakon velikih brojeva za niz nezavisnih fazi sluc¢ajnih promenljivih
koje imaju istu raspodelu je dat na kraju ovog dela rada.

Prikazani rezultati mogu se naéi u [10, 11].

4.1 Fazi slucajne promenljive

Fazi slucajne promenljive su preslikavanja koja svakom elementarnom dogadaju pri-
druzuju fazi broj, za razliku od slu¢ajnih promenljivih koje elementaran dogadaj pre-
slikavaju u realan broj. Svaka slu¢ajna promenljiva se moze smatrati i fazi slucajnom
promenljivom jer je svaki realan broj i fazi broj (funkcija pripadanja je karakteristi¢na
funkcija). Pored sluc¢ajnih promenljivih i fazi slu¢ajnih promenljivih postoji jo§ jedan
nac¢in modelovanja neodredenosti. To su tzv. slu¢ajni skupovi. Kod sluc¢ajnih skupova, u
opstem slucaju, svakom elementarnom dogadaju se pridruzuje neprazan podskup od R.

Definicija 4.1 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoce, i neka je F(R) skup svih fazi bro-
jeva ty. skup fazi brojeva koji zadovoljava uslove Definicije 3.19. Fazi slu¢ajna promenljiva
X je preslikavanje X : Q — F(R), koje svakom dogadaju w € Q) dodeljuje vrednost X,,, tj.

X(w) = X,
koje zadovoljava sledeée uslove:
1. Za svako o € (0, 1]
[Ua(w) = inf{[X(@)la} @ [U"]a(w) = sup{[X(w)]a} (4.1)

su realne slucajne promenljive definisane na prostoru verovatnoée (0, F, P), ¢ija
matematicka ocekivanja E[[U*],] ¢ E[[U**].] postoje.

2. Za svako w € Q i o € (0,1]

[U]a(w) € [X(W)]a i [UT]a(w) € [X(w)]a- (4.2)

49
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Neka je X fazi sluajna promenljiva definisana na prostoru verovatnoce (Q2,F, P)
i neka je sa o(X) oznaCena sigma algebra podskupova od ) generisanih slu¢ajnim
promenljivama [U*], i [U**]a, a € (0,1]. Dalje, neka je (', F, P") neatomski prostor
verovatnoce, i neka je (Q,]:", ﬁ) —OQxQ,FQF,P®P), gde je sa P® P’ oznacen
proizvod mera P i P’ na prostoru F @ F . Skup originala fazi slucajne promenljive X,
u oznaci X, se definise kao skup svih slucajnih promenljivih definisanih na prostoru
verovatnoce (Q, F, P) koje su ¢(X) @ F -merljive.

U nastavku je data jedna moguénost da se definise matematicko ocekivanje za fazi
slu¢ajne promenljive, kao §to je to uradeno u [10].

Definicija 4.2 Neka je X fazi slucajna promenljiva. Matematicko ocekivanje fazi slu-
¢ajne promenljive X, u oznaci E[X], je fazi broj definisan sa

E[X](a) = sup inf  X(w) (U(w,w’)) ., aeR
UE?E:E[U}:Q :; g g/

Neka su X; i Xy dve fazi slucajne promenljive definisane na prostoru verovatnoce
(Q, F,P). Transformacija fazi sluéajnih promenljivih se moze definisati sli¢no kao
transformacija sluc¢ajnih promenljivih.

Zbir fazi sluc¢ajnih promenljivih X; i X5 je fazi slu¢ajna promenljiva definisana sa
(X1 + Xo)(w) = X3 (w) + Xo(w).

Sli¢no, proizvod slucajnih promenljivih X; i X5 je fazi slucajna promenljiva definisana
sa

Sabiranje dve fazi slu¢ajne promenljive se analogno prosiruje na zbir n fazi slu¢ajnih
promenljivih (n € N).

4.2 Zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva za fazi slucajne promenljive koji se predstavlja u ovom radu
odnosi se na niz nezavisnih fazi slu¢ajnih promenljivih sa istom raspodelom. Prvo je
potrebno dati definiciju niza nezavisnih fazi slu¢ajnih promenljivih sa istom raspodelom.

Definicija 4.3 Neka je {X;}ien niz fazi sluéajnih promenljivih. Ako za svako « € (0,1]
vazi da su
[U7]a(w) = inf{[Xi(w)]a}

[U7"]a(w) = sup{[X;(w)]a}

nizovi nezavisnih slucajnih promenljivih {[U]a}ien @ {[Uf*]atien sa istom raspodelom,
tada za {X;}ien kaZemo da je niz nezavisnih fazi slu¢ajnih promenljivih sa istom raspo-
delom.
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Teorema 4.1 Neka je { X, }ien niz nezavisnih fazi slucajnih promenljivih sa istom raspo-
delom definisanih na (2, F, P) takav da vaZi:

iz a,d €eQN(0,1] i a<d, sled
inf{[E[X;]]o} < inf{[E[X]]o} @ sup{[E[Xi]]a} > sup{[E[X;]] }.
Tada je
nh—>Holo % ; X; = E[X3] P-skoro svuda.

Dokaz. Neka je a € (0, 1] proizvoljan realan broj. Na osnovu jednakosti (4.1) i (4.2), za
svako i =1,2,...,1isvako w € Q je

[Xi(@)la = [[Ufla(w), [U]a(w)]-
Dalje sledi

n

[% > Xz(w)] = [% S ale), Z[U:ww)] .

i=1 i=1

Dalje je na osnovu Definicije 4.2

E[X]. = {;1: cR: (Vk: €N, k> é) <3Uk € 2?)

<E[Uk] =z i WIIEIfQ X(w) (Ug(w, ") > a— %) }
= [E[[U7]a]; E[UF ]l

Na osnovu zakona velikih brojeva Kolmogorova (Teorema 2.13) postoji skup S, € F
takav da je P(S,) =01 za svako w € Q\S,

n

nlggo n Z[Uz Jo(w) = E[[Uf]al, (4.3)
i=1
T &S] ) = B0 (1.4)
i=1
Neka je S= |J Sa Tadaje P(S)=01izasvako w € Q\Sia € Qn(0,1] vaze

aeQn(0,1]
jednakosti (4.3) i (4.4).

Pokazuje se da za neko w € Q\S i z € R vazi
1 n
lim — ) X;(w))(x) = lim su a-Ir x
(n—)oo n zzzl ( )> ( ) n—00 046(0711})0@ { [% g:l[Ui*]a(W)v %Z:I[U:*}a(w)} ( )}

= sup {a S [— ey 11(T }
(0,110 [B71a), B 1) ()

e

= E[Xi](x).
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Posmatraju se Cetiri slucaja. Neka je w € Q\Sixz € R.

Neka je o € (0,1] N Q. Tada vazi da je E[[U]s] < z < E[[U{*]a], 1 postoji e > 0
takvo da je E[[Uf]a] + € < < E[[U{*]s] — €. Neka je n. takvo da za svako n > n,
vazi

1, Ly
S M) < 2 < - 307 ule),
i=1 i=1
odakle sledi
o 1g
(JE&E Z;&-(@) (2) > a.
Dakle,
RS
(JLHQOE;XZ(WO (x) = 1.
2. 0 <E[Xy](z) <1ix <E[[Uf]]
Neka su aq, an € (0,1] N Q takvi da vazi a; < E[X](z) < ap. Tada
E[[U7]a,] < E[[Ulg1x0)@)] = & < E[[Ur]as]-
Postoji € > 0 takvo da vazi

E[[UT]a] + & <z <E[[Uf]a,] &

Postoji n. takvo da za svako n > n. vazi

1 1
PIGMUEEEF SN®
Dalje, za svako n > n.
2 U] < < 3 U )
1za |
a € ag,1]NQ je z< - ;[U;‘]d(w)
Dakle,

odakle sledi
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3. 0 < E[Xy](x) <1ix>E[[U].
Neka su aq, an € (0,1] N Q takvi da vazi oy < E[X](z) < ae. Tada

E[[U7"]ao] < E[lU"Ex1)@)] = @ < E[[U}]a,]-

Postoji € > 0 takvo da vazi

E[[U1"]a,] +& <2 < E[[U"]a,] — €.

Postoji n. takvo da za svako n > n. vazi
—X:U**a2 ) <x < — Z:U**a1

Dalje, za svako n > n.

Dakle,

odakle sledi

4. E[Xy](z) = 0.

Neka je o € (0,1] N Q. Tada vazi da je E[[U{].] < z < E[[U;*].], 1 postoji € > 0
takvo da je E[[Uf]a] + ¢ < z < E[[U;*].] — . Neka je n. takvo da za svako n > n.

vazi
Z )<x < — ZU**

odakle sledi

Dakle,
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U sva cetiri slucaja dobija se da vazi

1

(JL”SO - Z&(w)) () = E[Xy](x),

pa za niz nezavisnih fazi slu¢ajnih promenljivih sa istom raspodelom { X, },en vazi jaki
zakon velikih brojeva. O

Napomena 4.1 Svaka slucajna promenljiva se moZe posmatrati kao fazi slucajna pro-
menljiva tj. za niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom raspodelom vazi Teorema

4.1,
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