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Glava 1
Uvod

Zasto su nam uopste vazni modeli? Pomoc¢u modela mozemo da predstavimo
opsta stanja pojmova i pojava u svetu. Na primer, posmatrajmo problem voznje
automobila, koji je naveden u [27]. Da bismo nau¢ili da vozimo automobil, potrebno
je prvo da nauc¢imo osnovne stvari kao Sto je pritiskanje papucice za gas, da bi se
automobil uopste kretao, i upravljanje volanom. Upravljanje volanom omogucava
pomeranje tockova u zeljenom pravcu, sto zauzvrat odreduje smer i pravac kretanja
naseg automobila. Ovde je jasno da imamo uzrocno-posledi¢nu vezu. Jos od dav-
nina ljudi koriste modele kao sredstva za predstavljanje raznih kompleksnih situacija
u svom okruzenju. To je zato Sto modele mozemo upotrebljavati i u situacijama koje
su slicne onim veé¢ naucenim. Kako voziti automobil koji je, na primer, limuzina?
Razlog zasto smo sposobni da vozimo i limuzinu je taj Sto je model voznje auto-
mobila veoma snazan i primenljiv je u slicnim situacijma. Kompjuterski programi
napravljeni u vidu obuke za voznju automobila su veoma korisni za ljude koji zele da
nauce da voze. Modeli su takode korisni za shvatanje naseg okruzenja, kao i otkric¢a
zakona prirode u naukama kao $to su biologija, hemija i fizika. Predmet modelovanja
moze da bude bilo Sta iz naseg okruzenja: kuca, automobil, ekosistem, market. ..

U vec¢ini modela postoje zavisnosti i nezavisnosti izmedu osobina modela, koje
nazivamo atributi. Medutim, treba na¢i model koji ne pripada nijednoj krajnosti, tj.
da nisu svi atributi medusobno zavisni ili da nisu svi atributi medusobno nezavisni.
Dakle, trazimo model u kojem su neki atributi zavisni od drugih, a neki su nezavisni.
Kao rezultat ove potrebe prilikom modelovanja nastale su Bajesove mreze. Zato ¢emo
se u ovom radu i baviti Bajesovim mrezama, koje predstavljaju graficku strukturu
pogodnu za modelovanje znanja u prisustvu neizvesnosti.

Rad se sastoji od 6 glava.

Prva glava je uvodna, daje uvid u celokupan rad i objasnjava motivaciju za
bavljenje Bajesovim mrezama.

Druga glava daje osnovne informacije o pojmovima koje ¢emo koristiti u radu.
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Nju ¢ine 3 poglavlja: teorija verovatnoce, teorija grafova i Markovljev model. U
poglavlju 2.1 dati su osnovni pojmovi verovatnoce, kao i uslovne verovatnoce i za-
jednicke raspodele verovatnoc¢a. Dato je nekoliko teorema od kojih je dokazana
Bajesova teorema. Zatim, u poglavlju 2.2 definisani su osnovni pojmovi iz teorije
grafova. Definisani su usmereni i neusmereni graf i dat je primer matrice povezano-
sti. U poglavlju 2.3 govoreno je o Markovljevim modelima. Definisani su Markovljev
lanac i Markovljev proces. Navedena je osobina Markovljevog svojstva i na kraju je
definisan skriveni Markovljev model, koji je kroz primer [2.3.8] objasnjen.

Treca glava govori o vestackoj inteligenciji i masinskom ucenju. Sastoji se od 2
celine. U prvoj celini 3.1 data je opsta prica o vestackoj inteligenciji, objasnjen je
Tjuringov test i pokazana je uska povezanost vestacke inteligencije i Bajesovih mreza
preko predstavljanja jacine verovanja. Druga celina 3.2 se nadovezuje na prvu, jer
je masinsko ucenje oblast vestacke inteligencije. Data je definicija masinskog ucenja
i navedeno je nekoliko primera njegove Siroke primene.

U cetvrtoj glavi su predstavljene Bajesove mreze. U poglavlju 4.1 dat je uvod u
Bajesove mreze, definisani su osnovni pojmovi: odnosi roditelj-dete, predak-potomak,
pokazane su uslovne zavisnosti medu promenljivama preko verovatnoca, definisano
je Markovljevo svojstvo i pokazano kako utice na rac¢unanje zajedncke raspodele ve-
rovatnoca. Sve je to ilustrovano na primeru raka pluéa [4.1.5]. Zatim, u poglavlju
4.2 je prikazana Netika i objasnjen je princip rada Netike. Na primeru [4.1.5] je
pokazano kako funkcionise Netika, tj. kako sama racuna verovatnoce pod datim
uslovima. Zatim, u poglavlju 4.3 su pokazane vrste rezonovanja, uslovne nezavisno-
sti i d-razdvajanje. Na kraju ovog poglavlja pokazane su vrste Bajesovih mreza od
kojih su izdvojene dinamicke Bajesove mreze i o njima je govoreno u poglavlju 4.4.

Peta glava je bazirana na primeni Bajesovih mreza. Pokazana je njihova primena
u racunarstvu, medicini, ekonomiji, prepoznavanju govora, biologiji i sportu. Pri-
mena u sportu je izdvojena kao poglavlje 5.1 i u tom poglavlju je prikazana primena
u tenisu. Dat je originalan primer Bajesove mreze na osvojen poen u tenisu [5.1.1] i
dat je primer Bajesove mreze koja predstavlja procenu sposobnosti igrac¢a na osnovu
servisa i reterna preko MultiSkill i TrueSkill sistema za rangiranje igraca [5.1.5].

Sesta glava je zakljuéna i u njoj je sumirana predstavljena tema uz date zakljuéne
komentare.

Na kraju rada dati su istorijski podaci o matematicarima koji su spominjani u
radu i naveden je spisak koris¢ene literature koja je sortirana abecedno.



Glava 2

Osnovni pojmovi

U ovoj glavi naves¢emo osnovne pojmove iz teorije verovatnoce i teorije grafova
i objasni¢emo skriveni Markovljev model koji ¢e nam biti potreban u daljem radu.
Dac¢emo nekoliko teorema. Vecéina dokaza navedenih teorema je izostavljena.

2.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Navodimo osnovne pojmove (verovatnoca, sluc¢ajna promenljiva, funkcija raspo-
dele i gustine, matematicko ocekivanje i disperzija), kao i nekoliko teorema od kojih
¢emo dokazati Bajesovu teoremu. Za literaturu smo koristili [18, 26, 30, 35,40].

2.1.1 Slucajne promenljive

2.1.1 Definicija Familija F podskupova od Q@ # 0 je o-algebra ako zadovoljava
aksiome:

1. Qe F;

2. Ako A € F onda i komplement A € F;

3. Ako su A; € F, i €N, tada i U2 A; € F.

Elementarni dogadaj w je osnovni pojam koji se ne definise. Neka je skup €2 skup
elementarnih dogadaja i neka je na njemu data o-algebra F. Skupove iz o-algebre
zovemo slucajnim dogadajima, skup € siguran dogadaj, a ) nemogué dogadaj. Ureden
par (£, F) zovemo merljiv prostor dogadaja.

2.1.2 Definicija Neka je (2, F) merljiv prostor dogadaja. Skupovna funkcija P :
F — [0,1] zove se verovatnoéa ako ima osobine:

1. P(Q) =1;
2. Ako su Ay, Ag, ... disjunktni dogadaji iz F tada vaZi P( U, An) =3, P(4,).
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Uredena trojka (2, F, P) naziva se prostor verovatnode.

2.1.3 Definicija Suprotan dogadaj dogadaju A obelezava se sa A, gde je A komple-
ment u odnosu na €.

2.1.4 Definicija Preslikavanje X : Q — R iz prostora verovatnoce (2, F,P) u
merljiv prostor (R, B(R)) naziva se sluéajna promenljiva ako inverzna slika sva-

kog Borelovog skupa pripada o-algebri F, odnosno za proizvoljno B € B(R) wvaZi
X-YB) e F.

2.1.5 Definicija Funkciju Fx : R — [0,1] definisanu sa Fx(x) = P{w € Q :
X(w) <z} nazivamo funkecija raspodele slucajne promenljive X .

Za nas rad bice prili¢no vazne sluc¢ajne promenljive. Razlikujemo slucajne pro-
menljive diskretnog i slucajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa. S tim u vezi
imamo sledecu definiciju.

1, weAd
0, wgA’
naziva se indikator dogadaja A. Ako postoji disjunktno razbijanje sigurnog dogadaja
Q= A UAU. .. i ako postoji najvise prebrojiv skup {1, xs, ...} C R tada sluéajnu
promenljivu oblika

2.1.6 Definicija Slucajna promenljiva I5(w) = { za dogadaj A € F

X(w)=> wila,w) (2.1)
i=1
zovemo diskretna sluc¢ajna promenljiva.

2.1.7 Definicija Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna integrabilna funkcija px(z) : R — Ry takva da za svaki skup
B € B(R) vazi

P{X e B} = / ox(z)dz. (2.2)
B
Funkcija px(x) zove se gustina raspodele slucajne promenljive X .

U ovom radu bazira¢emo se na slucajne promenljive diskretnog tipa. Shodno
tome, definisa¢emo viSedimenzionalne diskretne promenljive i raspodelu visedimen-
zionalnih diskretnih promenljivih.

2.1.8 Definicija Neka su X1, Xs, ..., X, slucajne promenljive diskretnog tipa defi-
nisane na istom prostoru verovatnoée (0, F, P). Uredena n-torka (X1, Xs,..., X,,)
naziva se viSedimenzionalna diskretna slucajna promenljiva.

2.1.9 Definicija Funkciju F' : R™ — [0, 1] definisanu sa Fix, x,,... x,) (@1, T2, ..., Tn)-
=PlweQ: Xjw) <z AXo(w) <aa A AXp(w) <} = P{X; <21, X5 <
To, ..., X, < x,} nazivamo funkcija raspodele visedimenzionalne diskretne

sluéagjne promenljive.
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2.1.10 Definicija Slucajne promenljive Xy, ..., X,, su nezavisne ako za svako k <
n, za svaki izbor indeksa (i1, ...,1) i za proizvoljne Borelove skupove By, ..., By €

B(R) wvazi
P( ({Xi, € Bj}> =[] P{x;, € B;}.

2.1.11 Teorema Slucajne promenljive X1, ..., X, na prostoru verovatnocée (2, F, P)
su nezavisne ako v samo ako je

F(Xl,...,Xn)(xh cee an) = FXl (Il) U FXn (In)

2.1.12 Definicija Preslikavanje X : Q@ — R" iz prostora verovatnoée (2, F, P) u
merljiv prostor (R™, B(R™)) naziva se sluéajan vektor (n-dimenzionalna slu¢ajna

promenljiva), ako inverzna slika svakog Borelovog skupa pripada o-algebri F, tj. za
svako B € B(R™) vazt X '(B) € F.

2.1.13 Teorema Preslikavanje X : Q € R™ ¢éija su komponentna preslikavanja
X = (Xy, -, X,) je sluéajan vektor ako i samo ako je svako X;,i =1,...,n jedno-
dimenzionalna slucajna promenljiva.

2.1.2 Numericke karakteristike sluc¢ajnih promenljivih

U ovom radu ¢esto ¢e nam biti vazni pojedini parametri koji ¢e dobro okarakteri-
sati osobine raspodele verovatnoca slucajne promenljive. Stoga ¢emo da definisSemo
ocekivanje slucajne promenljive i disperziju slucajne promenljive.

2.1.14 Definicija Matematicko ocekivanje diskretne slucajne promenljive X
date sa (2.1) definisemo sa

E(X) = Z Tep(2r)

gde smo koristili oznaku p(xy) = P(Ag) = P{X =z}, k = 1,...n i océekivanje
postoji ako i samo ako je Y .-, |Ti|p(x)) < co.

Za apsolutno neprekidnu slucajnu promenljivu X sa gustinom @x (x) datu sa (2.2)
ocekivanje je dato sa

B(X) = / " oy (@)da

—00

i ono postoji ako integral apsolutno konvergira, odnosno ako je ffooo |z]px (x)dr < .

2.1.15 Teorema Osobine matematickog ocekivanja su:
1. E(c) = ¢ gde je ¢ € R proizvoljna konstanta;

2. E(cX) = cE(X) gde je c € R proizvoljna konstanta;

5
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3. E(X+Y)=FEX)+ E(Y).

2.1.16 Definicija Neka je X slucajna promenljiva. Disperzija (varijansa) sluéajne
promenljive X u oznaci D(X) definisana je sa

D(X) = B((X ~ E(X))?).

2.1.17 Teorema Osobine disperzije su:

X +¢) = D(X) gde je ¢ € R proizvoljna konstanta.

2.1.3 Uslovna verovatnoca i Bajesova teorema

2.1.18 Definicija Neka su A i B dogadaji iz istog prostora verovatnoéa (2, F, P)
i neka je P(B) > 0. Tada je uslovna verovatnoéa dogadaja A, ako se ostvario
dogadaj B, jednaka

P(AB)

P(AIB) = 55y

(2.3)

Uslovne verovatnoc¢e dogadaja iz istog prostora verovatnoca, u odnosu na neki
dogadaj iz tog prostora, imaju sve osobine verovatnoce.

Ako posmatramo vise dogadaja iz istog prostora verovatnoca, uslovne verovatnoce
nam mogu pomoci pri odredivanju verovatnoce njihovog preseka.

2.1.19 Definicija Presek dogadaja A i B, u oznaci AB, je dogadaj koji se ostvaruje
kada su se realizovala oba dogadaja, i A 1 B.

2.1.20 Definicija Neka su Ai, A, ..., A, dogadaji iz istog prostora verovatnoce i
neka je presek tih dogadaja neprazan skup. Tada je

P(AAy. . A) = P(A)P(As|A)P(As| A1 As) ... P(AL|A1As .. A, ). (2.4)

2.1.21 Definicija Neka su dogadaji A i B iz istog prostora verovatnoca. KazZemo
da su dogadaji A i B nezavisni ako vazi P(AB) = P(A)P(B).

Iz gore navedenih definicija lako se moze zakljuciti da za nezavisne dogadaje A i B
vazi: P(A|B) = P(A) i P(B|A) = P(B).
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2.1.22 Definicija Neka je (2, F, P) prostor verovatnoéa i Hy, Ho, ..., H, € F za-
dovoljavaju sledece uslove:

1. P(H)>0,i=1,2,....n
2. HlmHj:(Z),Z,jzl,2,,n,Z7éj,
3. Z:L:lHZ:Q

Dogadaji Hy, Hs, . .., H, se nazivaju hipoteze, a {Hy, Hs, ..., H,} potpun sistem
dogadaja.

2.1.23 Teorema (Formula potpune verovatnodée.) Ako dogadaji Hy, Hs, ..., H,
¢ine potpun sistem dogadaja u odnosu na dogadaj A, tada je

ZP (Hi)P(A|Hy).

Kazemo da su dogadaji A i B nesaglasni ako je AB = ().

2.1.24 Teorema (Bajesova' formula.) Ako dogadaji Hy, Hs, . .., H, ¢ine potpun
sistem dogadaja v odnosu na dogadaj A, tada je

P(H,)P(AlH;)
2 i1 P(H;) P(AlH;)

Dokaz. Posmatrajmo P(H;|A) i P(A|H;). Na osnovu (2.3) imamo da je

P(H;|A) = (i=1,2,....,n),A€F

P(H;A)
P(A) ’

P(H;A)
P(H;)

P(H;|A) = P(AlH;) =

Zatim, na osnovu (2.4) u ovoj notaciji imamo
P(H;)P(A|H;) = P(A)P(H;|A),
odakle je
P(H;)P(A[H;)
PA)

Posto je realizovanje dogadaja A uslovljeno jednim od dogadaja H;, verovatnoca od
A moze da se izrazi kao zbir uslovnih verovatnoca tog dogadaja

P(Hi|A) = (2.5)

P(A) = P(Hy)P(A|H,) + P(Hy) P(A[Hz) + - - - + P(Hy) P(A|Hy) =

1Vige o Tomasu Bajesu moze se proéitati u poglavlju ,,Istorijski podaci” na strani 52.
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_ZP P(AlH;).

Zamenom (2.6) u (2.5) dobija se

P(H;)P(A|H)

PULIA) = S~ 5 () P (A i)

Dokaz smo preuzeli iz [43].

(i=1,2,...

(2.6)
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2.2 Teorija grafova

Graf je apstraktni matematicki objekat koji sluzi kao model za opis strukture
podataka. Predstavlja se pomoc¢u tacaka, koje predstavljaju podatke, i linija koje ih
spajaju. Za ovo poglavlje bazirali smo se na literaturu [7].

2.2.1 Neusmereni graf

2.2.1 Definicija Neka je V' konacan skup i neka je E skup dvoelementnih podsku-
pova (neuredenih parova) od V. (Neusmereni) graf G je uredeni par G = (V, E).
Elemente skupa V' nazivamo ¢vorovi grafa G, a elementi skupa E su grane grafa

G.

Neka su a,b € V dva ¢vora. Granu izmedu ¢vorova a i b oznacava¢emo sa (a,b) i
u tom slucaju kazemo da su a i b povezani. Ako je (a,b) isto $to i (b, a) onda kazemo
da je graf neusmeren.

Put izmedu dva ¢vora u grafu je niz grana koji spaja ova dva ¢vora, u kome se
svaka grana iz grafa pojavljuje najvise jedanput. Povezan graf je takav neusmereni
graf kod koga su bilo koja dva ¢vora povezana putem. Ako postoje dva ¢vora koja
se ne mogu povezati, graf je nepovezan.

2.2.2 Definicija Petlja ili ciklus je put koji poc¢inje i zavrsava se istim cvorom.

Ako je petlja u ¢voru a, obelezavamo je sa (a,a). Stepen &vora a u grafu je
broj grana grafa koji imaju kraj u tom ¢voru i oznacavamo ga sa d,. Petlju brojimo
dva puta. Ako ne naglasimo drugacije smatracemo da nemamo petlji, tj. da imamo
prost graf.

2.2.3 Definicija Graf koji sadrzi barem jedan ciklus naziva se ciklican graf. U
suprotnom graf je actkliCan.

Da bismo predstavili ¢vorove u grafu, koristimo takozvanu matricu povezanosti.

2.2.4 Definicija Neka je G = [V, E| neusmereni graf gde V= {1,2,...,n}. Ma-
trica povezanosti (eng. adjacency matriz) A grafa G je n X n simetriéna matrica
definisana sa

1, ako(i,j)e Eili (j,i)e E
A@,]):{ (i,7) (4, 9)

0, 2nace.

Skup évorova V' grafa G = [V, E] je jedinstveno odreden pomoc¢u pridruzene
matrice povezanosti. Mozemo pisati G = [V, A] umesto G = [V, E].
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2.2.5 Primer U ovom primeru je dat jedan neusmereni graf i njegova matrica
povezanosti.

(1) (2) 1 2 3 4
1o 1 1 0
211 0 1 1
(3) (4) 311 1 0 1
410 1 1 0

Slika 1: Primer neusmerenog grafa sa matricom povezanosti.

2.2.2 Usmereni graf

2.2.6 Definicija Ureden par G = [V, E] je usmereni graf (digraf) ako je V' skup
cvorova 1 E je skup uredenih parova cvorova iz V.

2.2.7 Definicija Neka je G = [V, E| digraf gde V = {1,2,...,n}. Tada je matrica
povezanosti grafa G n x n matrica takva da je:

Al ) = {1, ako (i,§) € E

0, <nace.

Kod neusmerenih grafova nismo imali ,,strelice” izmedu ¢vorova. Suprotno tome,
usmereni grafovi imaju ,,strelice” izmedu ¢vorova. Sada se lako moze zakljuciti da
kod usmerenih grafova ako imamo ,,strelicu” od a do b, ne moramo imati strelicu
od b do a. Matrica povezanosti neusmerenog grafa jedinstveno odreduje graf, kao
sto je slucaj i kod usmerenog grafa. Obratimo paznju da ovde matrica povezanosti
moze biti asimetriéna matrica, pa tako mozemo zakljuciti da je digraf G = [V, 4]
simetrican ako je A simetricna matrica. Ocigledno, simetrican digraf je ekvivalentan
sa neusmerenim grafom, pa je neusmereni graf specijalan sluc¢aj usmerenog grafa.

2.2.8 Primer U ovom primeru je dat jedan usmereni graf i njegova matrica pove-

S

Slika 2: Primer usmerenog grafa sa matricom povezanosti.

n
(=]
o
-y
(=]
(=]

w
(=]
-
o
[=]
[=]

E-Y
o
o
o
ury
(=]

(4]
(=]
-
o
(=]
(=]
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2.3 Markovljevi modeli

Statisticke metode Markovljevi modeli i Skriveni Markovljevi modeli prvi put
su predstavljene i proucavane krajem Sezdesetih i pocetkom sedamdesetih godina
proslog veka. Kako je struktura ovih modela veoma slozena i zahteva jaku racunarsku
podrsku u njihovoj implementaciji, ovi modeli su postali popularni tek poslednjih
decenija uporedo sa razvojem softvera. U ovom poglavlju objasni¢emo Markovljev
i skriveni Markovljev model i dacemo primer radi lakSeg razumevanja. Literatura
koju smo koristili za Markovljeve modele je [6,13,21,34,40].

Markovljev model

Pre nego sto definiSemo skriveni Markovljev model, definisa¢emo slucajni proces
i reé¢i ¢emo nesto o Markovljevom modelu (procesu, lancu).

2.3.1 Definicija {X; : t € [0,T)} je sluéagni proces ako je X funkcija X :
Qx[0,T) — R, koja je za svako fiksirano t € [0,T) slucajna promenljiva X; :  — R.

Parametar ¢ ¢emo interpretirati kao vreme (u opstem slu¢aju ne mora da bude
vreme). Napomenimo da je slu¢ajna promenljiva X, diskretnog tipa, tj.uzima vred-
nosti iz skupa {0,1,2,...}. Ona predstavlja funkciju dve promenljive, zavisi od t i
w. Obicno ne pisemo w.

2.3.2 Definicija Slucajni proces {X; :t € [0,T)} je diskretno vredan ako za sve
t €[0,T) vazi Xy : Q — S, , gde je S, najvise prebrojiv skup (S, = (x1,22,...)).
Skup S, zovemo skup stanja slucajnog procesa.

Ako fiksiramo ¢ (tj. t = ty), tada X;, nazivamo zasekom sluc¢ajnog procesa za t = t,
a ako fiksiramo w (tj. w = wp) onda je X;(wy) realna funkcija realne promenljive koju
nazivamo trajektorija. Ako fiksiramo oba parametra (tj. t = tog, w = wy), onda je
X, (wo) realan broj. Proces X; ¢emo interpretirati kao stanje sistema u vremenu ¢.
U opstem slucaju skup T je podskup od R, ali u ovom radu mi ¢emo za T uzimati
diskretan skup ili interval [0, 4+o00).

Markovljev model nosi naziv po Andreju Markovu?. Teorija Markovljevih modela
proucava nizove slu¢ajnih promenljivih kod kojih je skup 7" diskretan ili 7" € [0, +00).
S tim u zavisnosti razlikujemo slucajne lance i slucajne procese. Ako je T diskretan
skup, tj. T = to,t1,...,tn,... (nece se izgubiti na opstosti ako zapiSemo ovako
T =0,1,...,n,...), tada slucajni proces X,,, n € Ny nazivamo slu¢ajni lanac.
S druge strane, ako za T uzmemo interval [0, 4+00) tada imamo slu¢ajni proces
sa neprekidnim vremenom. To znaci da sistem X; posmatramo u neprekidnom
vremenu. Shodno tome razlikujemo Markovljeve lance i Markovljeve procese.

Generalno, Markovljev model (resp. proces i lanac) mozemo opisati preko se-
kvence stanja koja mogu da prelaze jedno u drugo, ili mogu da ostanu u istom

2Vise o Andreju Markovu moze se naéi u poglavlju ,,Istorijski podaci” na strani 52.
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stanju. Posmatrajmo sistem koji se sastoji od n unapred poznatih moguéih stanja
{z1,...,z,}. Broj stanja moze biti konacan ili najvise prebrojiv. Jasno je da se
u svakom trenutku mozemo nadéi tacno u jednom takvom stanju. Neka se moguce
promene stanja sistema vrse u jednakim vremenskim intervalima. Neka vazi slede¢a
relacija:

P{Xt = l‘j|Xt_1 = Xy, Xt_g = Ty .. } = P{Xt = ijXt—l = fL‘Z}

gde X; predstavlja stanje u kojem se sistem nalazi u trenutku z. Ovo nam ustvari
govori da to u koje ¢e stanje sistem preci u slede¢em trenutku zavisi iskljucivo od
njegovog trenutnog stanja, bez obzira koja stanja su mu prethodila. Sada ¢emo
definisati verovatnoce prelaska sistema iz jednog stanja u drugo na sledeci nacin:

a;j = P{X; =2;|X;_1 =x;},gdesul <i,j<n

Parametri a,; se nazivaju verovatnoce prelaza i moraju da zadovoljavaju sledece
uslove:

n
aljZO, Zaijzl

ij=1

Kvadratne matrice ¢iji su elementi navedene verovatnoce prelaza nazivamo sto-
hasticke matrice. Napomenimo da je verovatnoca prelaza nezavisna od vremena.
Takode, verovatnoce prelaza ne moraju nuzno biti simetri¢ne (a;; # a;;) 1 sistem
se u pojedinom stanju moze zadrzati proizvoljno dugo (a;; # 0). Vrednost a;;(t)
tumaci¢emo kao verovatnocu da sistem prede iz stanja ¢ u stanje j za vreme ¢. Sada
¢emo definisati tranzicionu matricu (eng. transition probability matrix), odnosno
matricu verovatnoce prelaza.

apo(t) ao1(t) aoa(t)
aio(t) an(t) aia(t)

At: (lgo(t) agl(t> a/22(t)

Raspodela verovatnoce u trenutku ¢ izgleda ovako:

Xe= (ao?t) all(t) a22(t) )

gde je ar(t) = P{X; = xx}. Verovatnosni vektor a(t) = (ay(t), as(t),...), na-
zivamo vektor stanja. Vektor stanja predstavlja verovatnoce stanja sistema X; u
trenutku t. Podrazumeva se da o vektoru stanja mozemo govoriti samo ako sluc¢ajni
proces ima konac¢no mnogo stanja.

12
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2.3.1 Markovljev lanac

2.3.3 Definicija Slucajni proces {X; : t € [0,T)} je Markovljev lanac ako za
svety <ty < -+ < t, vazi P{X;, = x| X4, , = xpn_1,..., Xy, = 1} = P{X;, =
ol Xy, =xn_}. Skup T je diskretan skup.

2.3.4 Definicija Slucajni proces {X; : t € [0,T)} je homogeni Markovljev la-
nac, ako verovatnoce prelaza ne zavise od t, it,_1, vec samo od razlike t,—t,_1 =T,
tako da se moze zapisati P{ X1, = x;|X; = x;} = a;j(7),4,7 = 1,2, ... (verovatnoéa
prelaska v T koraka).

Homogeni Markovljev lanac je u potpunosti odreden:

e verovatnoama stanja a;(t), gde i € {1,2,...,n},t €T,

e verovatno¢ama prelaza a;;(t), gde i,7 € {1,2,...,n}, t € T.

Verovatnoca prelaska za vise koraka se odreduje jednac¢inama Cepmen?-Kolmogo-
Tov.

2.3.5 Teorema Za svako i,j € {1,2,...,m} i svako t,k € T vazi:

Ms

a;j(t+k)=

azs asy

s=1

U matricnom obliku je A(t + k) = A(t)A(k). Owvu relaciju nazivamo jednaéina
Cepmen-Kolmogorova.

Uz pomo¢ ove i drugih teorema, moze se zakljuciti da je homogeni Markovljev lanac
potpuno odreden pocetnim verovatnoéama stanja (u trenutku 0) i verovatnoéama
prelaza. Ako je a(t) = a(0) za svako t € T, kazemo da je homogeni Markovljev lanac
stacionaran, u protivnhom je nestacionaran.

Jos ¢emo reéi nesto o finalnim verovatno¢ama. Posmatrajmo (nestacionarne)
homogene Markovljeve lance, koji kada t — oo, teze ka stacionarnom procesu. To
ustvari znaci da za dovoljno veliko ¢ ($to intuitivno oznacava da sistem dugo radi)
verovatnoce stanja a;(t), j € {1,2,...,m}, teze konstanti koju ¢emo oznacavati sa
a;*. Konstanta a;* ne zavisi od ¢, a verovatnoce prelaza a;;(t), 7,5 € {1,2,...,m},
ne zavise ni od ¢ ni od t. Ovo mozemo predstaviti preko grani¢nih vrednosti:

lim a;(t) = a;"
lim o) = o,
lim a;;(t) = a;*
lim a(t) =
Verovatnoce a;*, j € {1,2,...,m}, nazivamo finalnim verovatno¢ama i inter-

pretiramo ih kao verovatnoce stanja sistema u dalekoj buduénosti.

3Vige o Sidneju Cepmenu i Andreju Kolmogorovu moze se naéi u poglavlju ,,Istorijski podaci”
na stranama 52-53.

13



2.3. MARKOVLJEVI MODELI Ivana Doji¢

2.3.2 Markovljev proces

2.3.6 Definicija Slucajni proces {X; : t € [0,T)} je Markovljev proces ako za
sve ty <ty < --- < t, vazi P{X;, = x,| X4, , = xpn_1,..., Xy, = 1} = P{X;, =
zo|Xe, , = xn }. Skup T je interval [0, +00).

2.3.7 Definicija Slucajni proces {X;,t € [0,+00)} je homogeni Markovljev
proces ako za sve 0 <ty <ty <--- <t <hisvex,z,. .., 0,2; €S vazi:

P{Xh = Ij|Xto = IiO,th = 1'7;1, e ,Xt = xz} =
= P{Xh = l‘j|Xt = ZEZ} = P{Xh,t = IL’j|X0 = I’z}
U analogiji sa Markovljevim lancima mozemo i ovde zakljuciti sledece:

e Homogeni Markovljevi procesi su u potpunosti odredeni:

— pocetnim verovatnoéama a(0) = [a1(0),. .., a,(0)],

— verovatno¢ama prelaza A(t) = [a;;(t)]nxn,t € [0, +00).

e Vazi jednacina Cepmen-Kolmogorova;

e Finalne verovatnoce a* = [a1*, as*, . .., a,*] definiSemo ako postoji tg € [0, +00)
takvo da je A(ty) > 0, tada za svako j € {1,2,...,n} vaz

t{f& aij(t) = Gy S (O, 1)
Z&j* = 1.
j=1

Iz prethodnih definicija i definicije Markovljevih lanaca mozemo zakljuciti da
generalno Markovljevi modeli nemaju paméenje. To ustvari znaci da verovatnoca
nekog dogadaja koji ¢e se realizovati u buduénosti (u nekom trenutku t) ne zavisi
od proslosti (od trenutaka tq,ts,...,t,_1), veé¢ samo od sadasnjosti (od trenutka t,,).
Drugim rec¢ima, raspodela slucajne promenljive X; u momentu ¢, zavisi samo od
vrednosti z,,_, procesa u momentu ¢,_,, a ne zavisi od ostalih vrednosti z,,_,,..., 21
procesa u momentima ¢,_, > t,_, > --- > t;. Ovu osobinu Markovljevih procesa
nazivamo Markovljevo svojstvo.

Ovim su opisani Markovljevi modeli prvog reda, tj. modeli kod kojih verovatnoca
stanja sistema u trenutku ¢ + 1 zavisi samo od stanja u trenutku ¢. Postoje i Mar-
kovljevi modeli viseg reda, ali oni prevazilaze okvire ovog rada.

14
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2.3.3 Skriveni Markovljev model

Za razliku od Markovljevog modela koji se sastoji od niza stanja koji emituju
neki niz opazanja koji nam je uvek poznat, skriveni Markovljev model (eng. hidden
Markov model, HMM) sadrzi stanja koja su ,,skrivena”, kao $to i samo ime ovih
modela to govori. Ta stanja nam nisu poznata pri emitovanju nekog niza vrednosti,
ali nam je poznat taj niz vrednosti i pomoc¢u njega mozemo doci do nekih zakljucaka
o nizu ,,skrivenih” stanja. Literatura na koju smo se bazirali u ovom poglavlju
je [6,14,15,21].

Poznata opazana stanja ¢emo obelezavati sa Y;, a skrivena stanja sa X;. Skri-
veni Markovljev model ima takav naziv zbog dve stvari. Prvo, zbog stanja koja
su ,,nevidljiva” posmatracu, i drugo Sto stanja moraju zadovoljavati Markovljevo
svojstvo.

Napomenimo da su skrivena stanja promenljive diskretnog tipa, dok opazana
mogu biti promenljive ili diskretnog ili neprekidnog tipa.

Razvoj HMM-a (u daljem tekstu ¢emo pisati HMM) temelji se na Markovlje-
vom lancu prvog reda. Kod HMM nije poznat niz stanja, ve¢ samo funkcija koja
predstavlja verovatnoc¢u emitovanja svakog simbola u svakom stanju.

HMM mozemo opisati kao konacni nedeterministicki automat sa kona¢nim bro-
jem stanja (simbola) , koji kada prede u novo stanje emituje opazanje.

Sada ¢emo definisati parametre koji jednoznacno odreduju HMM:

1. {X} = {X1,Xs,...} je Markovljev lanac koji ne mozemo direktno opazati,
takozvani niz simbola,

2. {Y} = {¥1,Ys,...} je niz opazanja,

3. N - ¢emo definisati kao ukupan broj stanja, N = Nx + Ny, gde Nx predstavlja
broj skrivenih stanja, a Ny broj opazanih stanja,

4. A - je tranziciona matrica verovatnoca prelaza stanja koju smo vec¢ definisali

Qij = P{Xt = j|Xt71 = i}’

5. E - ¢emo definisati kao matricu verovatnoca emitovanja simbola
eij = P{Y; = j| Xy =1},
6. a; - kao Sto smo veé¢ ranije definisali, a; predstavlja verovatnocCe stanja, tj.

HMM je generisan trojkom (A, E, a).
Zbog osobine Markovljevog svojstva, mozemo dati zajednicku raspodelu vero-
vatnoce niza simbola i opazanja:

15
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P{Xyr, Yiry = P{X1}P{Y1[X1} x ﬁP{thth}P{Klet}

gde X.r predstavlja niz Xi, X5, ..., X7. Ovu zajednicku raspodelu verovatnoce
mozemo predstaviti na grafu, poznatijem kao Bajesova mreza.

HMM nam omogucavaju jednostavno modeliranje procesa iz stvarnog sveta, ali
najpre je potrebno resiti tri osnovna problema HMM:

1. Problem evaluacije. Resavanjem ovog problema dobija se verovatnoca niza
opazanja (P(Y')) u odnosu na neki zadani model. Resava se Forward-backward
algoritmom. Vise o ovom algoritmu se moze nadi u [1].

2. Problem dekodiranja. ReSavanjem ovog problema dobija se najverovatniji
niz simbola (X) za dobijeni niz opazanja (Y). Resava se Viterbijevim algorit-
mom. Vise o ovom algoritmu se moze naci u [12].

3. Problem treniranja. Resavanjem ovog problema dobijaju se parametri mo-
dela: emisione i tranzicione verovatnoce (e;; i a;;). ReSava se Baum-Welch
algoritmom o kom se vise moze naéi u [2].

Dakle, pomoc¢u ova tri algoritma se racunaju parametri modela koji su nam
potrebni. Detaljna analiza ovih algoritama prevazilazi okvire ovog rada, tako da
¢emo koristiti ve¢ izracunate parametre. Kodovi algoritama su detaljno obradeni
u [6,31,38].

HMM imaju Siroku primenu u ra¢unarstvu, u prepoznavanju govora, rukopisa,
gestikulacije, bioinformatici, . ..

Sada ¢emo dati primer skrivenog Markovljevog modela radi lakSeg razumevanja.
Primer je uzet iz [15].

2.3.8 Primer nepostene kockarnice.

.95

Simetriéna Mesimetricna
(postena) (nepostena)
kocka kocka

Slika 3: Primer nepostene kockarnice.
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Primer se interpretira na sledeéi nacin. Kockar baca kockice igajuéi neku igru i pri
tome koristi samo dve kockice. Jedna od tih kockica je ,,postena” (daje svaki broj sa
verovatno¢om jedne Sestine), a druga je ,,nepostena’ i daje Sesticu sa verovatnoéom
jedne polovine, dok ostali brojevi imaju verovatno¢u jedne desetine (te verovatnoce
mozemo videti na dijagramu). S vremena na vreme, da ne bi bio uhvacen u varanju,
kockar menja kockice.

Dva stanja data na dijagramu predstavljaju kockice. Strelice izmedu stanja pred-
stavljaju verovatnoce prelaza iz jednog stanja u drugo. Date su i verovatnoce da se
ne menja stanje kockica (to predstavljaju strelice iznad stanja). Unutar stanja su
prikazane emisione verovatnoce brojeva pod uslovom da li je koris¢ena postena ili
nepostena kockica.

U skladu sa uvedenom terminologijom, primer nepostene kockarnice predstavice-
mo na slede¢i nacin:

1. X = {p,n} je niz simbola gde p predstavlja postenu kockicu, a n nepostenu
kockicu;

2. Y ={1,2,3,4,5,6} je niz opazanja koji predstavlja brojeve na kockici;
3. N =28, jerje Nx =2,a Ny =6;

4. Tranziciona matrica izgleda ovako:

0,95 0,05
A_[o,z 0,8]

Na primer, ako smo bacili postenu kockicu verovatnoca da ¢e opet biti bacena
postena je a,, = 0,95, dok je verovatnoca da ¢e biti zamenjena nepostenom
apn, = 0,05.

5. Emisiona matrica izgleda ovako:

| =
| =
|~
| =
| =

1
6

=l
==
Sl
=l -
=l -
O |

Prva vrsta emisione matrice predstavlja verovatnoce kada je koris¢ena postena
kockica, a druga vrsta kada je koris¢ena nepostena kockica. Na primer, e,, =

1 1
P{Y:3|X:p}:6 ilien6:P{Y:6\X:n}:§.
6. Vektor stanja je a = (0,95 0, 8], gde je a, = 0,951 a, =0,8.

Tri osnovna problema HMM u primeru nepostene kockarnice odredili bi sledece
parametre:
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2.3. MARKOVLJEVI MODELI Ivana Doji¢

1. Problem evaluacije bi odredio verovatnocu niza brojeva, tj. P(Y).

2. Problem dekodiranja bi odredio najverovatniji niz kockica za dati niz brojeva.
Na primer, ako smo prilikom bacanja kockice dobili sledeéinizY = (23166 5),
problem dekodiranja bi odredio najverovatniji niz X. Mi ne znamo pri kojem
bacanju je koriS¢ena postena, a pri kojem nepostena kockica. To zna samo
kockar. Jedna od moguénosti niza X za takav niz Y je X = (n,n,n,p,p,n).

3. Problem treniranja u ovom slucaju je resen. Date su nam i emisione i tranzi-
cione verovatnoce.

Kao sto smo ve¢ videli ovi problemi se reSavaju algoritmima koji prevazilaze
okvire ovog rada i vise o njima se moze naci u [6, 31, 38].

Koriséenjem Bajesovih mreza mozemo dati odgovore na pitanja koja ovaj problem
donosi.
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Glava 3

Vestacka inteligencija 1 masinsko
ucenje

U ovoj glavi ¢emo pisati o vestackoj inteligenciji i masinskom ucenju. Vestacka
inteligencija je nauc¢na disciplina koju je tesko precizno definisati. Mi ¢emo samo dati
primere nekih definicija vodenih rezonovanjem i ponasanjem i objasni¢emo ispitivanje
inteligencije preko Tjuringovog testa. Takode, objasni¢emo usku povezanost vestacke
inteligencije i Bajesovih mreza. Definisa¢emo masinsko uéenje i naves¢emo nekoliko
primera njegove primene. Vestacka inteligencija je veoma opsirna oblast koja iz dana
u dan sve vise pomera svoje granice. Mi ¢emo se u ovom radu fokusirati samo na
osnovne pojmove i ideje, a vise o ovoj oblasti se moze naéi u [13,20,23,29, 36].

3.1 Vestacka inteligencija

Kada govorimo o prirodnoj inteligenciji najéesée mislimo na nadarenost, prirodnu
sposobnost pravilnog rasudivanja, sposobnost snalazenja u situacijama na osnovu
prethodno stecenog iskustva, itd. Prirodno se postavlja pitanje: Da li inteligen-
cija predstavlja jednu zasebnu sposobnost ili je ona skup razli¢itih i nepovezanih
mogucénosti? Na ovo pitanje se nadovezuju mnogobrojna pitanja, kao npr: Na koji
nacin je znanje smesteno u ljudskom mozgu? Kako se uopste stice novo znanje? Na
ova pitanja ne moze da odgovori samo istrazivac, vec¢ je potrebno i znanje psihologa,
filozofa, neurologa,. . . Ljudski mozak je veliki neiskoriS¢en materijal i za sada ga ni-
kakva vestacka inteligencija ne moze potisnuti iz upotrebe, ali ga moze zameniti na
mestima gde ¢ovek nije preko potreban.

Za vestacku inteligenciju su veoma bitni inteligentni sistemi, koje, neformalno,
mozemo definisati kao entitete kod kojih postoji sposobnost inteligentnog ponasanja,
tj. ponasanja koje sre¢cemo kod ljudi.

Vestacka inteligencija (eng. Artificial intelligence, Al) je oblast ra¢unarstva
koja je u najve¢oj meri posvecena inteligentnim sistemima. Drugim re¢ima, vestacka
inteligencija je nauc¢na oblast koja ima za cilj da razvije program (softver), koji ¢e
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racunarima omoguciti da se ponasaju na nacin koji bi mogao biti okarakterisan kao
inteligentan. Izraz vestacka inteligencija koristi se od sredine pedesetih godina i za
njegovo uvodenje smatra se najzasluznijim Dzon Makarti.

Sada ¢emo dati nekoliko neformalnih definicija vestacke inteligencije preuzetih
iz [29], koje mogu da se podele u cetiri kategorije:

1. Sistemi koji razmisljaju kao ljudi;

2. Sistemi koji se ponasaju kao ljudi;

3. Sistemi koji razmisljaju racionalno;

4. Sistemi koji se ponasaju racionalno.

Za prvu kategoriju imamo sledeée definicije:

L, Uzbudlyiv novi pokusaj da se kompjuteri nateraju da razmisljaju. .. masine sa
umom, u punom i bukvalnom smislu.” (Haugeland, 1985. u [19]).

., Aktivnosti koje asociramo sa ljudskim razmisljanjem, aktivnosti kao $to su dono-
senje odluka, resavanje problema, ucenge...” (Bellman, 1978. u [3]).

U drugoj kategoriji imamo sledec¢e definicije:

,, Vestina pravljenja masina koje izvrsavaju funkcije koje zahtevaju inteligenciju
kada se izvrsavaju od strane ljudi.” (Kurzweil, 1990. u [25]).

s, [zucavange kako naterati racunare da rade stvari u kojima su, trenutno, ljudi
bolji.” (Rich i Knight, 1991. u [22]).

Za trecu kategoriju su date sledece definicije:

., [zu¢avanje mentalnih sposobnosti kroz koriséenje kompjuterskih modela.” (Cha-
miak i McDermott, 1985. u [10]).

,,[zu¢avanje racunanja koje omoguéava opazanje, rasudivanje i delovanje.” (Win-
ston, 1992. u [41]).

Za poslednju kategoriju imamo sledece:

,,Racunarska inteligencija je nauka o dizajniranju inteligentnih agenata.” (Poole,
1998. u [16]).

,, Vestacka inteligencija se bavi inteligentnim ponaSanjem vestackih naprava.”
(Nilsson, 1998. u [33]).

Vestacka inteligencija nema samo za cilj da kreira masine koje ¢e vrsiti funkcije
koje zahtevaju inteligenciju, ve¢ ona proucava i mentalne modele i aktivnosti kroz
koris¢enje racunara.

1Vige o Dzonu Makartiju moze se naéi u poglavlju ,,Istorijski podaci” na strani 53.
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3.1.1 Tjuringov test

Alan Tjuring?, po kojem je test dobio ime, je 1950. naterao mnoge na razmisljanje
kada se zapitao da li masine mogu da produ test inteligentnog ponasanja. Tjuringov
test® predstavlja igru pogadanja da li je onaj koji odgovara na pitanja nezavisnog
ispitivaca covek ili masina. Masina ¢e proéi test ako ispitivac¢, posle postavjanja
nekoliko pitanja u pisanoj formi, ne moze da odredi da li je odgovor dao covek ili
masina. Masina koja bi prosla Tjuringov test, morala bi da ima slede¢e sposobnosti:

e Obradu prirodnih jezika da bi mogla uspesno da komunicira;

e Reprezentaciju znanja da bi mogla da skladisti ono Sto zna i prima na
OSNOVU SeNnzora;

e Automatsko rezonovanje da bi mogla da koristi uskladistene informacije za
odgovaranje na pitanja i za donosenje novih zakljucaka;

e Masinsko ucenje da bi mogla da se adaptira na nove okolnosti.

Kako je fizicka simulacija ¢oveka nepotrebna za inteligenciju, Tjuringov test je na-
merno izbegavao direktnu fizicku interakciju izmedu ispitivaca i racunara. Medutim,
takozvani potpuni Tjuringov test ukljucuje video signal, tako da ispitiva¢c moze da
testira percepcijske i motorne sposobnosti ispitanika. Masina koja bi prosla potpuni
Tjuringov test, morala bi jos da ovlada i:

e Racunarskom vizijom u cilju vizuelne percepcije i objekata u njoj;
e Robotikom radi kretanja u prostoru i manipulacijom objekata u njemu.

Dominantan deo vestacke inteligencije ¢ine bas ovih 6 sposobnosti, a Tjuringov
test u neizmenjenoj formi i danas predstavlja test dostignuca u ovoj oblasti. Jos
uvek nije zabelezen slucaj da je neka masina prosla Tjuringov test. Definicije i pricu
o Tjuringovom testu smo uzeli iz [29].

Postoje dva glavna pravca u razvoju vestacke inteligencije. To su:

e proucavanje prirodne inteligencije (spoznavanje funkcija mozga, modeliranje
rada mozga, simuliranje ¢ovekovog ponasanja, reagovanja i rezonovanja);

e postizanje inteligentnog ponasanja primenom drugacijih pristupa, kakvi se ne
mogu sresti u prirodnim sredinama.

Da bi vestacka inteligencija mogla da oponasa situacije iz realnog sveta, morala
bi da bude osposobljena da koristi verovatnocu, sto se zove Bajesovo rasudivanje. Da
bi predstavljao stvarne situacije, inteligentan sistem mora da oponasa bar sledece tri
vrste nesigurnosti:

2Vige o Alanu Tjuringu moze se naéi u poglavlju ,,Istorijski podaci” na strani 54.
3Qriginalno je Tjuring ovaj test formulisao kao igru pogadanja ko je muskarac, a ko je Zena, na
osnovu pitanja nezavisnog ispitivaca.
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e Neznanje. U prirodi naseg razuma je da bude nesigurno oko mnogo stvari.
Na primer, nesigurni smo da li nas partner u pokeru zaista ima fles ili nas samo
blefira?

e Neodredenost ili fizicka slucajnost. Ovo objasnjava da smo svi mi u praksi
nedeterministi. Zasto je to tako? Uzmimo za primer bacanje novcica. Iako
nam je ve¢ poznat nacin na koji se baca nov¢i¢ i kako mu se daje spin prilikom
bacanja, nikada ne¢emo moc¢i da budemo sigurni da li ¢e pasti glava ili pismo.
Deterministi ¢e uvek smatrati da ¢e se detaljnijim istrazivanjem modi tvrditi
na koju ¢e stranu novcic¢ pasti, ali takav stav je ravan naucnoj fantastici.

e Neodredenost u Sirem smislu. Skoro pa je nemoguce odrediti da li je osoba
hrabra ili ne, da li je osoba lepa ili ne, jer ne postoje validni testovi koji to
odreduju.

Kvantifikaciju naseg ,,noSenja” sa nesigurnostima nazivamo jacinom verovanja.
Bajesizam zastupa filozofiju koja tvrdi sledece: da bi se shvatilo ljudsko razmisljanje
koje je ograni¢eno neizvesnos¢u i nesigurnoséu, racun verovatnoce je jedan od najva-
znijih alata za predstavljanje jacine verovanja. Prica o nesigurnostima i Bajesizmu
nalazi se u [23].

Zbog potrebe predstavljanja jacine verovanja koriste se Bajesove mreze. U daljem
radu, baviéemo se Bajesovim mrezama, koje objasnjavaju prednosti verovanja kao
verovatnoce. Posebno ¢emo obrazloziti uslovne verovatnoce i pokazati kako one uticu
na jac¢inu verovanja. Pre nego sto predemo na pricu o Bajesovim mrezama, re¢i ¢emo
nesto i o masinskom ucenju.

3.2 Masinsko ucenje

Masinsko ucenje je podoblast vestacke inteligencije. Vestacka inteligencija i
masinsko ucenje za cilj imaju da se stvori masina koja ¢e moc¢i da radi ono Sto
joj se naredi. Pored toga veStacka inteligencija ukljucuje i apstraktno misljenje,
tj. da masina sama moze da razmislja. Zato je masinsko ucenje usko povezano sa
vestackom inteligencijom. Vise o masinskom ucenju se moze naci u [20,28].

Masinsko ucenje predstavlja skup algoritama, teorijskih rezultata i primena iz
razlicitih oblasti vestacke inteligencije, ali i drugih oblasti kao Sto su matematika,
psihologija, filozofija i druge nauke. Maginsko ucenje za cilj ima da se stvore programi
koji su osposobljeni da uce. Naves¢emo par razloga zbog kojih bi masine i racunari
trebali da budu osposobljeni da uce:

e Neki problemi se vrlo tesko mogu algoritamski opisati osim primerima u toku
prakti¢nog rada (npr. prepoznavanje govora kod kojeg je neophodno persona-
lizovati bazu znanja o konkretnom glasu ili prepoznavanje lica radi autentifi-
kacije);
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e Analiza podataka (eng. Data mining) koja omogucéava da se otkriju neocigledni
entiteti i relacije medu njima u velikoj koli¢ini podataka;

e Ponekad su koli¢ine podataka i odnosa medu njima toliko velike da je ljudima
gotovo nemoguce da u celini obuhvate znanje o njima, pa je prakticnije po-
stupno masinski obuhvatiti takvo znanje;

e U mnogim oblastima se kontinuirano prikupljaju podaci sa ciljem da iz njih
izvucemo neki zaklju¢ak (npr. u medicini prikupljamo podatke o pacijentima
i terapijama);

e Ljudi zaboravljaju, masine ne!

Ovo su samo neke od prednosti masinskog ucenja.
Masinsko ucenje mozemo definisati na razlicite nacine, a mi ¢emo ga definisati
na nacin na koji je definisano u literaturi [9].

3.2.1 Definicija Za program (masinu) M kaZe se da uci iz iskustva E u odnosu na
klasu zadataka T' i meru performansi P (mera je definisana nad osobinom ili skupom
osobina koje takode moraju biti definisane), ukoliko se njegove mere performansi na
klasi zadataka T unapreduju sa iskustvom E.

Teznja masinskog ucenja je da se sto vise priblizi ljudskom ucenju po efikasnosti,
kao i da ga objasni pomocu teorijskog modela. Ovo je za sada daleko od ostvarenja
u pravom smislu, ali su uspesi u resavanju pojedinih prakti¢nih problema u mnogim
sluc¢ajevima impresivni.

3.2.1 Primeri primena masinskog ucenja

Naves¢emo samo nekoliko od mnogobrojnih primena masinskog ucenja. Navedeni
primeri kao i druge primene mogu se pronadi u [20,39].

Jedan od najstarijih prakti¢nih rezultata jeste ALVINN sistem koji je naucen da
vozi javnim putem u prisustvu drugih vozila bez ljudske pomoc¢i brzinom od oko
110km/h. Taj sistem je zasnovan na neuronskoj mrezi i uspesno je vozio na putu
duzine oko 140km. Projekat razvoja autonomnog vozila je sa razvojem dubokih
neuronskih mreza dobio tezi zadatak, a to je proSirenje svojih moguénosti. U toku je
razvoj vozila koje treba da bude u stanju da samostalno ucestvuje u gradskoj voznji,
koja je znacajno komplikovanija od voznje na autoputu. Izazovi za tehnike masinskog
ucenja koje ovaj problem donosi su prepoznavanje puta i ucesnika u saobracaju, a
jedan od najvecih izazova je donoSenje odluka.

Mnoge kompanije iz bezbednosnih razloga koriste sistem za prepoznavanje lica.
Na osnovu fotografije ili video snimka, sistem treba da prepozna koja je osoba u
pitanju. Drugim rec¢ima, sistem treba da klasifikuje osobu (npr. Alisa, Dzon, Majkl,

..) ili da je tretira kao nepoznatu osobu. Sli¢an, ali konceptualno drugaciji problem
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je verifikacija, gde sistem treba da utvrdi da li je osoba ona koja tvrdi da jeste. Za
razliku od prethodnog sistema, ovaj sistem radi na principu da/ne pitanja.

Sistem TD-Gammon za igranje igre Backgammon je igrajuci protiv sebe vise od
milion partija i nastavljajuc¢i da uci u igri sa ljudskim igracima, dostigao nivo igre u
rangu svetskog Sampiona. Na sliénim principima, ali konstruisan je sistem AlfaGo
koji je 2015. i 2016. ubedljivo pobedio evropskog, a zatim i svetskog Sampiona u
igri go. Ova igra je poznata kao jedan od, do sada, najozbiljnijih izazova vestackoj
inteligenciji u domenu igranja igara, posto po broju mogucih stanja daleko prevazilazi
i Sah.

Drustvena mreza se moze predstaviti kao graf ¢iji ¢vorovi predstavljaju ucesnike
mreze, a grane postoje izmedu ucesnika koji su povezani u mrezi (npr. prijateljstvo
na mrezi Fejsbuk). Pojam drustvene mreze nije ograni¢en na mreze na internetu, ve¢
se odnosi i na bilo kakav vid povezanosti ljudi u relanom zivotu. Ovaj primer predsta-
vlja jednu od primena metoda masinskog ucenja nad grafovima. U ovom kontekstu
metode masinskog ucenja se koriste za predvidanje buduc¢ih veza medu ucesnicima,
npr. prilikom preporucivanja ucesnicima mreze sa kime se mogu povezati.
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Glava 4

Bajesove mreze

U ovoj glavi bavi¢éemo se specijalnim vrstama modela, Bajesovim mrezama. De-
finisa¢emo osnovne pojmove Bajesove mreze s aspekta strukture grafa i s aspekta
verovatnoca. Objasni¢emo kako funkcionise softver Netika, softver u kojem se crtaju
Bajesove mreze. Zatim, pokaza¢emo uslovne nezavisnosti i d-razdvajanje i obja-
snicemo kako se ,,dekodira” Bajesova mreza, tj. do kojih zakljucaka dolazimo. Sve
to ¢emo ilustrovati na primeru raka pluéa [4.1.5]. Na kraju ¢emo pokazati koje
sve vrste Bajesovih mreza postoje i detaljnije ¢emo objasniti dinamicke Bajesove
mreze. Moze se naé¢i puno literature iz ove oblasti, a mi ¢emo se najvise bazirati
na [5,14,23,27,32].

4.1 Osnovni pojmovi Bajesovih mreza

Sa matematicke tacke gledista, Bajesova mreza je usmereni, acikli¢ni graf koji
predstavlja odnose medu promenljivama i daje rapodele verovatnoce svake promen-
ljive, dok sa stanovista primene, Bajesova mreza predstavlja kljuénu kompjutersku
tehnologiju za rad sa verovatno¢ama u vestackoj inteligenciji. Prvo ¢emo predstaviti
sintaksu Bajesovih mreza, a kasnije i ¢itanje interpretiranih informacija (semantiku).
Judea Perl! je prvi uveo termin Bajesove mreze.

Matematicki, za predstavljanje Bajesovih mreza postoje 2 aspekta: struktura
koja predstavlja graf i verovatnoc¢e dodeljene ¢vorovima na grafu.

Prvi aspekt su, dakle, strukture koje predstavljaju graf. Podseti¢emo se potreb-
nih termina iz teorije grafova koje smo objasnili u poglavlju 2.2 i uves¢emo posebnu
terminologiju za ove strukture:

e Usmereni graf G je ureden par [V, E], gde je V skup évorova, a E je skup
uredenih parova ¢vorova iz V;

e Aciklican graf je graf koji ne sadrzi nijednu petlju;

1Vige o Judea Perlu moze se naéi u poglavlju ,,Istorijski podaci” na strani 54.
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e Kao sto ¢emo videti kasnije, ¢vorovi ¢e biti slucajne promenljive;
e Grane Ce predstavljati odnose izmedu ¢vorova koji mogu biti:
— Roditelj. Ako imamo npr. dva ¢évora X, i X; i granu od X; do Xj, tada je
¢vor X; roditelj ¢voru X;. Funkciju roditelja ¢emo obelezavati sa rod(X).
— Dete. Shodno definisanom odnosu roditelja, ¢vor X; je dete ¢vora X;.

— Predak. Ako imamo npr. ¢vorove X;, X; i X, i grane od X; do Xj i od
X; do X}, tada su preci ¢vora Xj, ¢vorovi X; i X, a predak ¢vora Xj je
¢vor X; (CGvor X; nema pretke).

— Potomak. Shodno definisanim precima, potomci ¢vora X; su ¢vorovi X i
Xk, a potomak ¢vora X; je ¢vor Xy, (¢vor X, nema potombke).

— Nepotomci. Shodno definisanim precima i potomcima, nepotomci nekog
¢vora X; su svi njegovi preci i sam ¢vor X;.

— Koren. Koren je ¢vor koji nema roditelje. U primeru za pretke i potomke
¢vor X; je koren. Koreni ¢vorovi predstavljaju glavne uzroke nekog pro-
blema koji modelujemo.

— List. List je ¢vor koji nema decu. U primeru za pretke i potomke cvor
X je list. Lisni ¢vorovi predstavljaju posledice nekog problema koji mo-
delujemo.

Napomenimo da postoji grana iz svakog elementa rod(X) u X. Sada ¢emo na
jednom primeru ilustrovati navedene odnose.

4.1.1 Primer Primer jednog aciklicnog usmerenog grafa.

Slika 4: Primer usmerenog acikli¢nog grafa.
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U skladu sa uvedenom terminologijom, odredi¢emo odnose na datom primeru:

Cvorovi su {Z, P,R, X,0};

Roditelji datih ¢vorova su:

— rod(R) ={Z, P},
~ rod(X) = {R},
~ rod(0) = {R},

— Cvorovi Z i P nemaju roditelje.
e Shodno navedenim roditeljima, deca datih ¢vorova su:

— dete ¢vora Z je ¢vor R,
— dete ¢vora P je ¢vor R,
— deca ¢vora R su ¢vorovi X i O.

— ¢vorovi X i O nemaju decu.
e Preci ¢vorova su:

— preci ¢vora Rsu Z i P,
— preci ¢vorova X i O su ¢vorovi: R, Z i P,

— ¢vorovi Z i P nemaju pretke.

Shodno navedenim precima, potomci su:

— potomci ¢vorova Z i Psu: R, X iO,
— potomci ¢vora R su X i O,

— ¢vorovi X i O nemaju potomke.

Nepotomci ¢vorova su:

— nepotomak ¢vora Z je sam ¢vor Z. Isto vazi i za ¢vor P (sam je svoj
nepotomak),

— nepotomci ¢vora R su ¢vorovi: R, Z i P,
— nepotomci ¢vora X su ¢vorovi: X, R, Z 1 P,

— nepotomci ¢vora O su ¢vorovi: O, R, Z i P.
e Koreni su ¢vorovi Z i P.

e Listovi su ¢vorovi X 1 O.
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Ovim smo objasnili prvi aspekt Bajesovih mreza.

Drugi aspekt su verovatnoc¢e. Pomocu odgovarajucih statistickih metoda mozemo
proceniti uslovne zavisnosti na grafu. Stoga, Bajesove mreze su poznate i kao mreze
poverenja (eng. belief networks).

U prethodno definisanoj grafickoj strukturi:

e cvorovi predstavljaju slucajne promenljive, koje predstavljaju karakteristike
datog modela;

e grane predstavljaju zavisnosti izmedu sluc¢ajnih promenljivih.

Verovatnoca nad svim slu¢ajnim promenljivama, P(X;, Xo,...,X,), naziva se
zajednicka raspodela verovatnoce. Povezan sa Bajesovim mrezama je i skup
uslovnih raspodela verovatnoca, odnosno uslovna verovatnoca svake slucajne pro-
menljive s obzirom na svoje roditelje (koji ukljuc¢uje i prethodne verovatnocée tih
promenljivih bez roditelja).

Da bismo uveli svu potrebnu terminologiju Bajesovih mreza poc¢injemo sa skupom
slucajnih promenljivih koje predstavljaju odabrane karakteristike naseg proizvoljnog
modela. Napomenimo da radimo sa slu¢ajnim promenljivama diskretnog tipa. Neka
su Xq, Xo,..., X, slucajne promenljive. Prvo odredimo totalno uredenje tih pro-
menljivih, X, Xy, ..., X,,. Pomocu pravila lanca (eng. chain rule), kojim mozemo
da izracunamo zajednicku raspodelu skupa sluc¢ajnih promenljivih koristeéi samo
uslovne verovatnoce, pretvoricemo konjunkciju u uslovnu verovatnocu:

P(Xl = ZL'l/\XQ = I’Q/\' . /\Xn = ZEn) = H?:l P (Xz = ZEZ|X1 = 371/\' . ./\Xi71 = xi,l) .

Ili, u smislu visedimenzionalne slucajne promenljive i distribucije verovatnoce
imamo sledece:

P(Xl,XQ,...,Xn> - P(X1>P(X2|X1)P(X3|X1,X2)...P(Xn’Xl,Xg,...,Xnil) —
:H?ZIP (Xi| X1, .., Xi ) .

U slucaju kada imamo dato totalno uredenje slucajnih promenljivih X, X5,
.., X, roditelj slucajne promenljive X; je ustvari minimalan skup prethodnika od

X; u totalnom uredenju takvih da su drugi prethodnici od X; uslovno nezavisni od
roditelja od X;. Dakle, rod(X;) C {Xy, Xo,..., X, ,} pa mozemo zakljuciti

P<XZ|X17 s 7Xi,1> = P (XZ|T0d(Xz)) .

Ako postoji vise od jednog minimalnog skupa, bilo koji minimalan skup moze biti
izabran da bude roditelj. Moze biti vise od jednog minimalnog skupa samo u slucaju
kada su neki od prethodnika deterministicke funkcije drugih. Sada, primenom pravila
lanca i definicije roditelja dobijamo

P(Xl, XQ, C.e ,Xn) = H?:l P (XZ|T’Od(X1)) .
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Jos ¢emo da definiSemo Markovljevo svojstvo za ¢vorove u grafu.

4.1.2 Definicija Pretpostavimo da imamo zajednicku raspodelu verovatnocéa slu-
cagnih promenljivih P iz nekog odredenog skupa V' i imamo usmereni aciklicni graf
G = (V,E). Kazemo da (G, P) zadovoljava Markovljevo svojstvo ako za svaku pro-
menlyivu X € V, X je uslovno nezavisna od skupa svih njenth nepotomaka s obzirom
na skup svih njenih roditelja. Kada (G, P) zadovoljava Markovljevo svojstvo, kazemo
da G 1 P medusobno zadovoljavaju Markovljevo svojstvo.

4.1.3 Primer U ovom primeru cemo pokazati kako se racuna zajednicka raspo-
dela verovatnoca primenom pravila lanca proizvoda i pokazac¢emo kako se racuna
zajednicka raspodela pod uslovom da vazi Markovljevo svojstvo.

Slika 5: Primer Bajesove mreze sa 5 ¢vorova.

Neka je totalno uredenje promenljivih za ovaj primer: (D, A, C, B, E). Zajednicka
raspodela verovatnoc¢a promenljivih A, B,C, D i E datih ovom Bajesovom mrezom
je sledeca:

P(D,A,C,B,E)= P(D|A,C,B,E)P(A|C, B, E)P(C|B, E)P(B|E)P(E).
Raspodela pod uslovom da vazi Markovljevo svojstvo bi bila:

P(D,A,C,B,E) = P(D|C)P(A|B)P(C|B, E)P(B)P(E).

Obratimo paznju da se zahvaljuju¢i Markovljevom svojstvu redukuje broj pa-
rametara naseg modela. Primetimo da su B i D koreni, pa su zbog toga njihove
verovatnoée samo P(B) i P(D), tj. nemamo uslovne verovatnoce.

Sada mozemo da damo definiciju Bajesovih mreza.

4.1.4 Definicija Neka je P zajednicka raspodela verovatnoce slucajnih promenljivih

iz skupa V', 1 G = (V, E) acikliéni usmereni graf. KaZemo da je (G, P) Bajesova
mreza ako (G, P) zadovoljava Markovljevo svojstvo.

29



4.1. OSNOVNI POJMOVI BAJESOVIH MREZA Ivana Doji¢

Na osnovu svega navedenog, mozemo da zakljucimo da se Bajesove mreze sastoje

od:

e Aciklicnog usmerenog grafa, gde je svaki ¢vor slucajna promenljiva X;;

e Domena svake slucajne promenljive (pod domenom podrazumevamo skup vred-
nosti slucajne promenljive);

e Skupa uslovnih raspodela verovatnoca datih sa P(X;|rod(X;)) za svaku pro-
menljivu X;.

Napomenuli smo da slucajne promenljive moraju biti diskretnog tipa, Sto znaci
da njihove vrednosti moraju biti jedan od slede¢ih tipova vrednosti:

e Bulove vrednosti - binarne vrednosti, tacno (T) ili netacno (L);
e Uredene vrednosti koje mogu biti:

— kategoricke - npr. { nisko, srednje, visoko};

— numericke - npr. ocena koja moze biti { 1, 2, 3,4, 5 };

e Realne vrednosti - npr. kada imamo ¢vor Visina koji predstavlja visinu osobe,
tada su mogucée vrednosti od npr. 50 do 250 cm.

Obratimo paznju na sledec¢e bitne napomene u vezi Bajesovih mreza:

1. Moraju biti acikli¢cne. Struktura aciklicnog grafa nam garantuje da ne postoji
¢vor koji moze biti sopstveni predak ili sopstveni potomak. Ovaj uslov je
znacajan i za faktorizaciju zajednicke raspodele verovatnoce.

2. Slucajne promenljive su date u fiksnom redosledu koji je odreden pravilom
lanca. Iste slucajne promenljive dekomponovane na razli¢it nacin rezultiraju
razlicitim Bajesovim mrezama.

3. Markovljevo svojstvo znatno olakSava racunanje zajednicke raspodele vero-
vatnoce, jer redukuje broj parametara datog modela.

4. Radi lakseg razumevanja Bajesovih struktura, po konvenciji, obi¢no su mreze
predstavljene u vidu (naopakog) stabla, gde grane idu od vrha ka dole. Tada
su koreni na vrhu, a listovi na dnu tog stabla.

5. Ako ¢vor ima mnogo roditelja ili ako se roditeljima moze dodeliti veliki broj
vrednosti, onda je tabela uslovnih verovatnoc¢a veoma velika. Specijalno, ako
imamo Bulove mreze gde promenljiva ima n roditelja, onda uslovnih vero-
vatnocéa ima 2", Zbog toga, za iole veée modele gotovo je nemoguée izracunati
,,peske” sve verovatnoce, pa je potrebna softverska podrska. Neki od softvera
koji se koriste za Bajesove mreze su: Bayesial.ab, GeNle, Netica, Hugin, ... Mi
¢emo se za potrebe ovog rada posluziti Netikom, koju ¢emo detaljno objasniti
u poglavlju 4.2.
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Sada ¢emo semantikom i verovatnoé¢ama prosiriti primer [4.1.1] preuzet iz [23].

4.1.5 Primer Rak pluéa. Pacijent pati od otezanog disanja i zbog toga posecuje
lekara, jer sumnja da njegovi simptomi ukazuju na to da mozda ima rak pluca. Lekar
je svestan da isti simptomi mogu da ukazuju i na tuberkulozu i bronhitis, ali i na
rak pluca. On zna da su mogudéi uzrocnici tih simptoma sredina u kojoj boravi
(zagadenje vazduha) i da li je pacijent pusac ili ne (8to povecava sanse za rak pluca
i bronhitis). Lekar salje pacijenta na rendgen (X-zracenje), ako je rendgen pozitivan
to ukazuje na tuberkulozu ili rak pluca.

Pogledajmo sada tipove i vrednosti slucajnih promenljivih za ovaj primer:

Ime évora (oznaka) Tip Vrednosti
Zagadenje (Z) Uredena { nisko, visoko }
Pusenje (P) Bulova {T,L}
Rak pluéa (R) Bulova {T,L}
Otezano disanje (O) | Bulova {T,L}
X-zraci (X) Uredena | { pozitivna, negativna }

Tabela 1: Tabela tipova i vrednosti slu¢ajnih promenljivih za primer [4.1.5].

Ovakvim izborom tipova i vrednosti slu¢ajnih promenljivih ve¢ imamo odredeno
Sta ¢e nam biti predstavljeno u mrezi. Primetimo da svi ¢vorovi imaju samo dve
vrednosti, to smo uzeli radi jednostavnijeg modela. Generalno, ne postoji ogranicenje
za diskretne vrednosti ¢vorova.
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Pusenje P(P=T)
0.30

Zagadenje

P(Z=N)
Z P|P(R=T|ZP)
vV T 0.05
v L 0.02
OicEana N T 0.03
disanje N L 0.001
R | P(X=POZ|R) R |[P(O=T|R)
T 0.90 T| 065
i 0.20 L] 030

Slika 6: Bajesova mreza za primer [4.1.5].

Kao §to smo ve¢ spomenuli u radu, prvo za svaki ¢vor trazimo sve mogucée kom-
binacije vrednosti roditelja tih ¢vorova. Na primer, posmatrajmo ¢vor R. Njegovi
roditelji su Z i P i oni mogu uzeti sledece vrednosti {< V, T > <V, L > < N, T >,
< N, L >} (gde je V oznaka za visoko, a N oznaka za nisko zagadenje). Odno-
sno, kada procitamo iz tabele $to se nalazi pored ¢vora R to su sledece verovatnoce:
< 0.05,0.02,0.03,0.001 >. Naravno, ovo su verovatno¢e kada ¢vor R uzima vrednost
tacno (T). Verovatnoca da R uzima netac¢nu vrednost (L) pod uslovima Z i P je
sledec¢a: < 0.95,0.98,0.97,0.999 > (dobijamo kao verovatnocu suprotnog dogadaja).

Jos ¢emo na ovom primeru izracunati zajednicku raspodelu verovatnoca za sledece
uzete vrednosti:

P(X=pozANO=TAR=TANZ=nAP=1)=

=P(X=poz|O=T,R=T,Z=n,P=1)

XP(O=T|R=T,Z=n,P=1)

XP(R=T|Z=n,P=1)

XP(Z=n|P=1)xP(P=1)=

=P(X=poz|[R=T)xPO=T|R=T)xP(R=T|Z=n,P=1)

XP(Z=n)xP(P=1)=

=0,9x%x0,65x0,001 x0,9%x0,7=

= 0,00036855.

Time smo izracunali verovatnoc¢u da ¢e pacijentu rendgen biti pozitivan pod uslo-
vima: da mu je ustanovljen rak pluca, da otezano diSe, da nije pusac i da nije bio
izlozen visokom stepenu zagadenja.
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Uoc¢imo da je zahvaljujué¢i Markovljevom svojstvu racunanje zajednicke raspodele
verovatno¢ée mnogo jednostavnije.

4.2 Netika

Netika (Netica) je mocan softver koji se koristi za rad sa Bajesovim mrezama.
Produkt je Norsysa. Dizajniran je da bude jednostavan, pouzdan i lak za upotrebu
zahvaljujuci svom interfejsu za crtanje mreze. Za upravljanje nesigurnostima u po-
slovanju, inzenjerstvu, medicini ili ekologiji, Netika je alat kojim se koriste mnoge
od vodeéih svetskih kompanija. Za opstu pricu o Netici koristili smo [44].

Sada ¢emo ukratko objasniti princip rada Netike (kako se crtaju évorovi i zavi-
snosti medu njima, kako se unose verovatnoce i kako na kraju dobijemo mrezu).

uNetica

File Edit Layout Meodify Table MNetwork Cases Report Style Window Help

R = Yy oD@ \ | ol il ?|
[& Untitled-1*

Slika 7: Pocetni prozor Netike.

Ovo je pocetni prozor Netike. Primetimo da imamo 3 moguénosti za crtanje
¢vorova, poredanih respektivno u obliku: kruga, kvadrata i Sestougla. To su, re-
spektivno: évorovi ,,prirode”, évorovi ,,odluke” i évorovi ,,vrednosti”. Cvorovi pri-
rode predstavljaju promenljive na koje se moze uticati od strane donosioca odluke.
Cvorovi prirode se koriste za predstavljanje empirijskih ili izra¢unatih parametara i
verovatnoca nastanka razlicitih stanja. Mi ¢emo u Netici crtati mreze preko ¢vorova
prirode. Cvorovi odluke predstavljaju upravljacke promenljive koje mogu direktno
biti implementirane od strane donosioca odluke. Ovi ¢vorovi predstavljaju skup
raspolozivih upravljackih akcija. Usko su povezani sa ¢vorovima vrednosti, koji se
koriste za procenu pravila optimalne odluke na mrezi koja ¢e maksimizirati sumu
ocekivanih vrednosti ¢vorova vrednosti. Pored toga nalazi se strelica pomocu koje
se crtaju zavisnosti izmedu ¢vorova. Odnosi izmedu ¢vorova se mogu uneti kao po-
jedinacne verovatnoce, u obliku jednacina, ili se mogu preuzeti iz neke datoteke sa
podacima. Mi ¢emo odnose unositi kao verovatnoc¢e. Dvoklikom na ¢vor otvori se
prozor u kojem mozemo da: promenimo ime ¢vora, odredimo da li ¢e biti diskretnog
ili neprekidnog tipa, unesemo verovatnoce, pogledamo tabelu unetih verovatnoca,
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Zagadjenje Pusenje .

tacno 30.0
netacno  70.0

nisko 90.0
visoko 100

\ /l Rak (node of net)

52
Mame: Rak Title:
Nature v| Discrete v|
State: LI tacno
Mumber:
Description v| }

Slika 8: Prozor ¢vora mreze u Netici.

Kada unesemo sve ¢vorove i odnose medu njima, i kada unesemo verovatnoce,
tada pritisnemo Compile net (li¢i na munju) i imamo gotovu mrezu. Napomenimo

da Netika sama izracuna uslovne verovatnoc¢e pomocu unetih verovatnoca.

-

A% Rak Table (in Bayes net net) [= || = | &2
Mode: Rak vl [Apply] [ 0K ]
Chance - Probability vl [Flt:st:t] [ Close ]
fagadjenje Pusenje tacno netacno |
nisko tacno .03 .97 -
nisko netacno 001 . 999
visoko tacno .05 .95
visoko netacno .02 .98
4 2 | 4 (2

Slika 9: Prozor tabele sa verovatnoé¢ama u Netici.

Kada smo dobili gotovu mrezu, mozemo na nekom ¢voru da menjamo vero-
vatnoce, a program ¢e sam menjati verovatnoce ostalih ¢vorova koji zavise od tog
¢vora. Promenu verovatnoc¢a ¢emo demonstrirati na primeru raka pluca, pod pret-
postavkom da pacijent nije pusac i da nije bio izlozen zagadenju. Primetimo da smo
ovu verovatnocu veé izracunali, kao jedan od ¢inilaca kada smo racunali zajednicku
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raspodelu verovatnoée na primeru [4.1.5]. Primetimo da u prozoru za verovatnoce
zadajemo verovatnoce za zagadenje i pusenje, a u ostalim ¢vorovima ne menjamo
verovatnoce, ve¢ Netika sama promeni verovatnoce pod novim zadatim uslovima.

fagadjenje Pusenje
nisko 100 tacno o] i
visoko O & & @ netacno 100
Rak
tacno 010 & i i
netacno  99.9 "9,

Xrracenje OtezanoDisanje

pozitivno 201 tacno 30.0
negativno  79.9 netacno  ¥0.0

Slika 10: Primer [4.1.5] nacrtan u Netici sa zadatim uslovima.

Netika sadrzi kao opciju mogucénost da znanje koje ima o jednoj mrezi prenosi
na druge mreze secenjem i lepljenjem, ili da sa¢uva u modularnoj formi stvaranjem
biblioteke ¢vorova. Naravno, mreze i biblioteke mogu da se sacuvaju u fajlovima ili
se mogu Stampati.

Netika moze da koristi mreze za obavljanje razli¢itih vrsta zakljuc¢ivanja koristeci
savremene algoritme. Netika ¢e nac¢i odgovarajuce vrednosti ili verovatnoce za sve
nepoznate promenljive. Ove vrednosti ili verovatnoée mogu biti prikazane na vise
razlic¢itih na¢ina. Slucajevi mogu biti sacuvani u datoteci, a kasnije se mogu vratiti
u mrezu (ili drugu mrezu) za dalju pretragu, ili mogu da uzmu u obzir nove infor-
macije o slucaju. Netika moze koriste¢i dijagrame da pronade optimalne vrednosti
koje uvecavaju ocekivane vrednosti navedenih promenljivih. Takode, moze izgraditi
uslovne planove, jer odluke u buduénosti mogu zavisiti od uocenih zapazanja.

4.3 Zakljucivanje pomocu Bajesovih mreza

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako predstavljene informacije u Bajesovoj mrezi
,,dekodiramo”, odnosno do kojih zakljuc¢aka dolazimo. Za literaturu smo koristili [23].

4.3.1 Razumevanje domena preko Bajesovih mrezi

Vet smo objasnili kako se domen i verovatnoée mogu predstaviti preko Bajesovih
mreza. Sada nam je zadatak da shvatimo kako pomocéu Bajesovih mreza mozemo
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do¢i do zakljucaka o domenu. Kada posmatramo vrednost neke promenljive, mi
zelimo da je uslovimo na novu informaciju, tj. da zaklju¢imo nesto o verovatnodi te
vrednosti na osnovu poznatih vrednosti drugih promenljivih u mrezi. Takav proces
uslovljavanja (zakljucak) se vrsi preko niza informacija u mrezi.

Vrste ¢vorova

Cvorovi mogu biti upitni (eng. query) i dokazani (eng. evidence) &vorovi.
Mi pomoc¢u datih vrednosti za neke dokazane (posmatrane) ¢vorove, trazimo ve-
rovatnocéu za upitne ¢vorove.

Za dokazane ¢vorove uzimamo one ¢évorove koji su odredeni (imaju odredenu
vrednost), npr. ¢vor X ima vrednost z (X = z). Ovo nazivamo i konkretni dokazi.
Npr. pretpostavimo da smo otkrili da je pacijent pusac, tada je ¢vor P (P = T)
konkretan dokaz.

Ponekad postoje dokazi koji su dvosmisleni. Npr. neka ¢vor X moze da ima
vrednosti: x1,x9, 3 1 x4. Znamo da x3 i x4 sigurno nisu vrednosti, ali ne znamo da
li je &1 ili x5. Takvi ¢vorovi se nazivaju negativni dokazi.

Vrste rezonovanja

Pomocu kretanja kroz mrezu vidimo kako se menjaju verovatnoce dodeljene po-
jedinim promenljivama, Sto nazivamo rezonovanje. U zavisnosti od nacina kretanja
kroz mrezu razlikujemo 4 vrste rezonovanja. To su: intuitivno rezonovanje, dijagno-
sticko rezonovanje, uzroéno rezonovanje i kombinovano rezonovanje. Objasni¢emo
ih kroz primer raka pluca [4.1.5].

e Dijagnosticko rezonovange se javlja kada su dokazani ¢vorovi potomci, a upitni
¢vorovi preci. Odnosno, koriste¢i medicinsku terminologiju, kada ho¢emo da
damo dijagnozu za date simptome. Npr. kada pacijent ima simptom otezanog
disanja (potomak), lekar tada daje pretpostavku dijagnoze o raku pluéa (pre-
dak) i da li je pacijent pusac¢ (predak).

e [ntuitivno rezonovanje predstavlja oblik zakljucivanja kada na osnovu dokaza-
nih ¢évorova (predaka) zelimo da zaklju¢imo o upitnim ¢vorovima (potomcima).
Npr. kada pacijent kaze lekaru da je pusac (roditelj), a ne spominje nijedan
simptom, lekar zna da to poveéava Sanse da pacijent ima rak pluca (dete).

e Uzrocno rezonovanje daje obrazlozenje o uzajamnim uzrocima zajednickog uti-
caja, tj. o 2 roditelja jednog deteta. Pretpostavimo da postoje tacno dva
moguca uzroka odredenog uticaja. Oni su predstavljeni kao v-struktura u Ba-
jesovoj mrezi. U primeru uzroci su pusenje i zagadenje, a njihov zajednicki
uticaj je rak. Na prvi pogled, mi zaklju¢ujemo da su ta dva uzroka medusobno
nezavisna. Medutim, uoc¢imo njihovu zavisnost kroz sledece 2 situacije:

— U prvoj situaciji, ukoliko je dokazani ¢vor dete, ta cinjenica povecava
verovatnocu za oba roditelja. Npr. kada pacijent ima rak pluc¢a, lekar zna
da to povecava Sanse da je pacijent pusac i da je bio izlozen zagadenju.
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— U drugoj situaciji, ukoliko ima 2 dokazana ¢vora (dete i jedan roditelj),
ta ¢injenica utice na verovatnoc¢u drugog roditelja. Npr. kada je pacijent
pusac i ima rak pluéa, to zauzvrat smanjuje verovatnocu da je pacijent
bio izlozen visokom stepenu zagadenja. Dakle, iako su ova dva uzroka na
pocetku bila nezavisna, sa znanjem njihovog zajednickog uticaja prisustvo
jednog uzroka smanjuje verovatnoc¢u drugog uzroka.

e Kombinovano rezonovanje obuhvata situacije koje nisu ukljuc¢ene u prethodne
3 vrste rezonovanja. Npr. kada pacijent kaze lekaru da je pusac (predak) i da
ima simptom otezanog disanja (potomak), lekar zna da su tada velike Sanse da
pacijent ima rak pluca.

Sada ¢emo ilustrovati ove 4 vrste rezonovanja u Netici. Dokazani ¢vorovi ¢e biti
obelezeni sivom bojom, a upitni narandzastom bojom.

4.3.1 Primer
a)

Zagadjenje Pusenje
nisko 89.8 —— tacno 307mm
visoko 102m i | @ netacno  69.3

tacno
netacno ——

Xzracenje Otezanodisanje
pozitvno 217 mm | tacno 100 —
negativno 783 netacno 1]

Slika 11: Primer dijagnostickog rezonovanja u kojem su upitni ¢vorovi rak i pusenje.

b)
Zagadjenje Pusenje
nisko 90.0 —— tacno 100 —
visoko 100m @ | netacno 0
Rak
tacno 3200 ¢ i
netacno 965 m—m—"
Xzracenje Otezanodisanje

tacno 31

pozitivno 222
netacno 689

negativno  77.8

Slika 12: Primer intuitivnog rezonovanja u kojem je upitni ¢vor rak.
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Zagadjenje Pusenje
nisko 751 ] tacno 82 5 —
visoko 249 netacno 175

tacno y
netacno RN

Xzracenje Otezanodisanje
pozitivno 900 jm tacno 65.0 —
negativno  10.0 netacno 350

Slika 13: Primer uzro¢nog rezonovanja u kojem su upitni ¢vorovi zagadenje i

pusenje.
d)

Zagadjenje Pusenje
nisko 89.5 — tacno 100 —
visoko 102m | | ¢ netacno 0

Rak
tacno 668p | |
netacno  93.3 mm ;

Xzracenje Otezanodisanje
pozitivno 247 mmE | tacno 100 —
negativno  75.3 netacno 0

Slika 14: Primer kombinovanog rezonovanja u kojem je upitni ¢vor rak.

4.3.2 Uslovne nezavisnosti i d-razdvajanje

U Bajesovoj mrezi ¢vor time Sto postaje dokazan, nekad moze izazvati uslovnu
nezavisnost izmedu pojedinih ¢vorova. Uslovne nezavisnosti mogu biti interpretirane
u vidu uzrocnog lanca, zajednickog uzroka i zajednickog uticaja.

Uzroc¢ni lanci

Slika 15: Uzrocni lanac.
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Na slici 15 je predstavljen uzro¢ni lanac od tri ¢vora, gde A uzrokuje B, a B
uzrokuje C'. Uzro¢ni lanac nam daje uslovnu nezavisnost, jer se verovatnoca ¢vora
C racuna na sledeé¢i nacin:

P(C|A A B) = P(C|B).

To u stvari znaci da je verovatnoca ¢vora C odredena ¢vorom B ista kao i ve-
rovatnoca ¢vora C' odredena ¢vorovima A i B. Odnosno, ako je B dokazan ¢vor,
to zna¢i da A ne utice na nase zakljuCivanje o C. Ovakvu uslovnu nezavisnost
obelezavamo AL C|B i ¢itamo kao A i C' su uslovno nezavisni u odnosu na B.

Zajednicki uzrok

Slika 16: Zajednicki uzrok.

Zajednicki uzroci (zajednicki preci), u slu¢aju da su dokazani ¢vorovi, daju nam
uslovnu nezavisnost izmedu ¢vorova dece. Slika 16 nam pokazuje da promenljive A
i ' imaju zajednicki uzrok B. Zajednicki uzroci daju nam istu uslovnu nezavisnost
kao i uzroc¢ni lanci:

P(C|AA B) = P(C|B) = ALC|B.

Zajednicki uticaj
A7)

Slika 17: Zajednicki uticaj.

Zajednicki uticaj predstavlja strukturu u kojoj dete ima dva roditelja. Slika 17
prikazuje situaciju gde ¢vor ima dva uzroka. Zajednicki uticaji ili njihovi potomci se
ponasaju suprotno u odnosu na uzrocne lance i zajednicke uzroke i stvaraju uslovno
zavisnu strukturu. Roditelji koji su po osnovnoj strukturi nezavisni (ALC'), kada je
zajednicko dete dokazani ¢vor, postaju uslovno zavisni:

P(A|C'AB) + P(A|B)= A AC|B.
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Ovo nam govori da ako posmatramo zajednicki uticaj (dete), i ako je jedan od
uzroka (roditelja) odsutan, time se povec¢ava verovatnoc¢a drugog uzroka.

Ovim smo objasnili kako Bajesove mreze pokazuju uslovne nezavisnosti, ali i kako
te nezavisnosti uticu na promenu jacine verovanja.

Uslovna nezavisnost ALC|B pokazuje da ako znamo vrednost od B, onda B
blokira informaciju o C bitnu za A, i obrnuto. Osim §to je primenljivo izmedu parova
¢vorova, blokiranje pomocu uslovne nezavisnosti primenjuje se i izmedu skupova
¢vorova. Uopstenije, ako znamo da vazi Markovljevo svojstvo, mozemo utvrditi da
li je skup ¢vorova X nezavisan od skupa ¢vorova Y u odnosu na skup dokazanih
¢vorova E. Sada ¢emo definisati put, blokiranje i d-razdvajanje.

4.3.2 Definicija Put izmedu dva skupa cvorova X @Y je bilo koji niz cvorova
izmedu ¢lana skupa X i ¢lana skupa Y takav da je svaki susedni par ¢vorova povezan
granom (bez obzira na usmerenje) i ne postoji cvor koji se u nizu pojavljuje dva puta.

4.3.3 Definicija Neka su X,Y @ E tri disjunktna podskupa ¢vorova u usmerenom
aciklicnom grafu, i neka je p put od cvora iz X do ¢vora u'Y. Tada kaZemo da E
blokira put p ako postoji cvor Z na putu p koji zadovoljava neki od sledecih uslova:

e 7 jeu E i jedna grana vodi u Z, a jedna iz Z (lanac);
o 7 jeu E i obe grane vode iz Z (zajednicki uzrok);

e Ni Z ni bilo koji njegov potomak nije u E, i obe grane vode u Z (zajednicki
uticaj).

4.3.4 Definicija Skup c¢vorova E d-razdvaja skupove cvorova X 1Y (XLY|E),
ako je svaki put od cvora iz X do ¢vora iz'Y blokiran sa E.

Sada ¢emo ilustrativno prikazati gore navedene situacije blokiranja.

OO—E)—D

Slika 18: Prvi uslov blokiranja.
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Slika 19: Drugi uslov blokiranja.

Slika 20: Treé¢i uslov blokiranja.

Primeni¢emo jo$ d-razdvajanje na primer [4.1.5]. Pretpostavimo da je ¢vor R
dokaz ¢vor. Tada:

1. Z je d-razdvojeno od X i O (prvi uslov blokiranja);
2. X je d-razdvojeno od O (drugi uslov blokiranja);

3. Ako za dokaze ne uzmemo R, X i O, onda je P d-razdvojeno od Z (treéi uslov
blokiranja).

Jos ¢emo reéi nesto o vrstama Bajesovih mreza [11]. U mnogim prakti¢nim
primerima struktura Bajesovih mreza je nepoznata i zahteva ucenje iz podataka.
Ovaj problem je poznat kao problem Bajesovog ucenja. Bajesovo ucenje je vezano za
algoritme ucenja koji koriste verovatnocu i statistiku kao model. Problem Bajesovog
ucenja smatra se tezim od ucenja parametara Bajesovih mreza. U specijalne vrste
Bajesovih mreza spadaju i skriveni Markovljevi modeli, neuronske mreze i Kalmanovi
filteri. Takode, specificne vrste Bajesovih mreza su dinamicke Bajesove mreZe, koje
se baziraju na stohastickim procesima i HMM modelima, i funkcionalne Bajesove
mreZe. Detaljnija prica o svakoj od vrsta prevazilazi okvire ovog rada, ali mi ¢emo
u narednom poglavlju re¢i nesto o dinamickim Bajesovim mrezama.
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4.4 Dinamicke Bajesove mreze

Pre nego sto predemo na primenu Bajesovih mreza, re¢i ¢emo nesto o dinamickim
Bajesovim mrezama. Vise se moze nadi u [5,8,27,31,32]. Dinamicke Bajesove
mreze predstavljaju prosirenje Bajesovih mreza na modelovanje dinamickih sistema.
Dakle, izraz ,,dinamicke” znac¢i samo da radimo u dinamickim sistemima, a ne da
se mreza menja kroz vreme. Napomenimo da radimo samo sa diskretnim stoha-
stickim procesima, tako da svaki put kad pove¢amo ¢ za jedan imamo novo posma-
tranje. Neka imamo sluc¢ajne promenljive {Z, Zs, ..., Z,}. U dinamic¢kim Bajesovim
mrezama, stanje u trenutku t je predstavljeno preko skupa slucajnih promenljivih
Zy = (Z14y ..., Zyy). Stanje u vremenu t je zavisno od stanja u prethodnim vre-
menskim intervalima. Pretpostavimo da svako stanje neposredno zavisi samo od
prethodnog stanja (Markovljev lanac prvog reda), i tako treba da predstavimo pre-
lazne verovatnoée P(Z;|Z;—1). To mozemo da uradimo pomocu dva vremenska dela
Bajesove mreze, koja sadrze promenljive iz Z; ¢iji su roditelji promenljive iz Z; 4
i/ili Z; i promenljive iz Z, 1 bez svojih roditelja.

Dinamicka Bajesova mreza je par (B, B_,), gde je By Bajesova mreza koja de-
finise verovatnoéu P(ZY), a (B_,) predstavlja Bajesovu mrezu sa dva vremenska
dela koja je definisana sa P(Z;|Z;_1) $to u direktnom aciklicnom grafu znaci sledece:

P(Z)|Z-1) = | | P(Zi|Rod(2}))

=1

gde je Z! i-ti évor u delu ¢ (koji moze biti skriveni ili opazajuéi, stoga je N =
N, + N,) dok su Rod(Z}) évora Z! u grafu. Cvorovi u prvom delu Bajesove mreze
nemaju nikakve parametre, ali svaki ¢vor u drugom delu ima svoju uslovnu raspodelu
verovatnoce koju definise P(Z}|Rod(Z})) za svako ¢t > 1. Roditelji ¢vora, Rod(Z}),
mogu biti u istom vremenskom delu ili u prethodnom vremenskom delu. Lukovi
izmedu delova su od leva na desno i predstavljaju uzro¢ni protok vremena. Ako
postoji grana od Z! ; do Z}, onda se ¢vor Z! naziva uporan c¢vor. Grane izmedu
delova su proizvoljne, sve dok je dinamicka Bajesova mreza direktni aciklicni graf.
Intuitivno, usmerene grane unutar delova predstavljaju trenutne uzroc¢nosti. Ako
koristimo neusmerene grane unutar delova onda imamo model ograni¢enja, a ne
model uzroka. Takav model se naziva dinamicki lanac grafa.

Pretpostavimo da su parametri uslovnih raspodela verovatnoce vremenski inva-
rijantni. Ako se parametri mogu promeniti, mozemo ih dodati na stanja i tretirati
ih kao slu¢ajne promenljive. Ako postoji ograni¢en skup mogucih vrednosti parame-
tara, mozemo dodati skrivenu promenljivu koja odreduje koji skup parametara se
koristi.

Zajednicka raspodela za niz duzine T moze se dobiti ,,razmotavanjem” mreze
koja ima T delova, a zatim se pomnoziti sa uslovnim raspodelama verovatnoce:

P(Ziy) = H Py, (Z{| Rod(Z)) x [T 1] Pe..(Zi|Rod(Z})).

t=2 i=1
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Sada ¢emo, radi lakSeg razumevanja, dati primer Bajesove mreze sa dva vremen-
ska dela za standardni HMM za duzinu niza 1" = 3.

4.4.1 Primer

Slika 21: Primer dinamicke Bajesove mrerze.

Iz ovog primera vidimo da HMM mozemo predstaviti kao dinamicku Bajesovu
mrezu. Cvorovi koji su osenceni su posmatrane promenljive, dok su neosenceni
¢vorovi skrivene promenljive. Ovaj graf predstavlja slede¢u uslovno nezavisnu pret-
postavku: X; 11 L X; 1| X; (Markovljevo svojstvo) 1 V; LY, |X,, za t # t.

Razlika izmedu HMM i dinamickih Bajesovih mreza je ta sto dinamicke Ba-
jesove mreze predstavljaju skrivena stanja u smislu skupa sluc¢ajnih promenljivih
Xt . XN:. U suprotnom, u HMM, stanja su predstavljena kao jedna slu¢ajna
promenljiva X;.

Sada ¢emo isti taj primer prosiriti tako Sto ¢emo na grafu docrtati parametre,
koji su spojeni isprekidanim granama.

®

@,

p g
]
b4
(]

Slika 22: Dopunjen primer [4.4.1].

Parametri su P(X; = i) = n(i) = a;, P(X; = j|X4—1 = 1) = A(i,7) 1 P(Y; =
JIXe = 1) = E(3, ).
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Glava 5

Primena Bajesovih mreza

U ovoj glavi ¢emo navesti nekoliko od mnogobrojnih primera primena Bajeso-
vih mreza. Bajesove mreze imaju veliku primenu u racunarstvu, medicini, sportu,
ekonomiji, kao i u prepoznavanju govora, kontroli vozila, ali i u naukama kao Sto
su biologija, psihologija, meteorologija,. .. Primeri se mogu nadi u [4,32]. Detaljnije
¢emo obraditi primenu u sportu, konkretno u tenisu. Daé¢emo originalan primer
primene Bajesovih mreza na osvojen poen u tenisu i da¢emo objasSnjenje primera
preuzetog iz [24].

e racunarstvo

— kompjuterska vizija: Pham i saradnici su 2002. razvili sistem za detekciju
lica.

— kompjuterske igrice: Valadares je 2002. razvio racunarsku igricu koja je
model evolucije simuliranog sveta.

— softver: Microsoft je otkrio veliki broj aplikacija. Od 1995. Microsoft
Office je koristio Bajesove mreze za odabir pomoc¢i na osnovu upita.

e medicina

— Galan je 2002. kreirao takozvani NasoNet, koji predstavlja sistem koji
vrsi prognozu i dijagnozu nazofaringealnog karcinoma. Sirenje kancera
je nedeterministicki dinamican proces, pa shodno tome dizajn modela za
dijagnozu i prognozu stepena raka treba da se zasniva na metodi koju
¢ine neizvesnost i vreme. Mreza verovatnosnih dogadaja u diskretnom
vremenu je dinamicka Bajesova mreza, koja kaze da su mehanizmi mo-
dela uzrocno povezani sa vremenom evolucije procesa. Model je dovoljno
snazan da moze da se primeni na bilo koju drugu vrstu kancera.

— Sakellaropoulos sa svojim saradnicima je 1999. razvio sistem za prognozu
povreda glave.

Mani i saradnici su 1997. razvili takozvani MENTOR sistem. Sistem
predvida mentalnu obolelost kod novorodencadi.
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— Ogunyemi i njegovi saradnici su 2002. razvili TraumaSCAN, sto je pro-
totip racunarskog sistema koji vrsi procenu efekata prodiranja traume u
grudima i stomaku.

e ekonomija

— Lazno finansijsko izvestavanje obuhvata: manipulacije, falsifikovanje ili
izmenu racunovodstvene evidencije i prate¢e dokumentacije. Lazno fi-
nansijsko izvestavanje vodi poveéanju informacionog rizika pod kojim se
podrazumeva da finansijske informacije koje se koriste za donoSenje po-
slovnih odluka mogu da budu neta¢ne i nepouzdane. Bajesova mreza se
pokazala uspesnom za otkrivanje laznog finansijskog izvestavanja. Ona
identifikuje lazne finansijske izvestaje sa verovatno¢om od 0,9.

e prepoznavanje govora

— Bilmes je 2000. primenio dinamicke Bajesove mreze na prepoznavanje
govora.

— Nefian je sa svojim saradnicima 2002. razvio sistem za audio-vizuelno
prepoznavanje govora.

e biologija

— Friedman je 2000. razvio tehniku za ucenje uzroéno-posledi¢ne veze medu
genima, analizirajuc¢i podatke ekspresije gena, koja predstavlja proces ko-
jim se informacija gena koristi za sintezu funkcionalnog genskog produkta.
Ova tehnika je rezultat projekta u kojem su primenjene dinamicke Baje-
sove mreze na analizu ekspresije gena.

— Friedman je 2002. razvio metod za rekonstrukciju filogenetskih drveca.
Taj metod se koristi u SEMPHY, sto predstavlja sredstvo za racunanje
maksimalne verovatnoce filogenetskih rekonstrukeija.

Primeni Bajesovih mreza u sportu ¢emo se posvetiti u poglavlju 5.1 u kojem ¢emo
dati konkretne primere primene na tenis.
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5.1 Primena Bajesovih mreza na tenis

U ovom poglavlju ¢emo dati 2 primera primene Bajesovih mreza na poene u
tenisu. Oba primera predstavljaju primenu na servis i retern. Prvi naveden primer
je originalan, dok je drugi preuzet iz [24] i koristi MuktiSkill i TrueSkil sisteme koje
¢emo malo detaljnije objasniti.

5.1.1 Primer Poen se odigrava izmedu igraca 1 i igraca 2. Posmatramo poene
samo u kojima servira igra¢ 1. Za ovu Bajesovu mrezu slucajne promenljive su:
PTUL SETvis, retern prvog Servisa, 0SVOjen Poen pri Prvom Servisu, drugi servis, retern
drugog servisa i osvojen poen pri drugom servisu. Oznake koje ¢emo koristiti u tabeli
verovatnoca za ove slucajne promenljive su respektivno: S1, R1, P1,52, R2 i P2.
Napomenimo da su sve promenljive binarne. Za potrebe ovog primera verovatnoce
su uzete iz statistike meca Huan Martin Del Potro-Novak Dokovi¢ odigranog na
Olimpijskim igrama u Riu 2016. godine, gde je na servisu Del Potro.

S1 R1 P1

P(S1=u)=0,58 | P(R1=p|S1=u)=0,84 | P(P1=T|S1 = u, P1 = p) = 0,86

P(S1=nu)=0,42 | P(R1=p|Sl=nu)=0 | P(P1=T|S1=u,Rl =np) =1

Tabela 2: Tabela verovatnoca za primer [5.1.1].

S2 R2 P2

P(S2=u|S1=u)=0 | P(R2=p|S2=u)=0,89 | P(P2=T|S2 = u, R2 = p) = 0,69

P(S2=u|S1=nu)=0.99 | P(R2=p|S2=nu)=0 | P(P2=T|S2 =u,R2 =nu) =1

Tabela 3: Tabela verovatnoca za primer [5.1.1].

Napomenimo da smo za vrednosti slu¢ajnih promenljivih koristili skrac¢ene oznake:
u-ubacen, nu-neubacen, p-pogoden i np-nepogoden.

Primetimo da drugi servis zavisi od prvog servisa i da retern zavisi od servisa.
Osvojen poen pri prvom servisu zavisi od prvog servisa i od reterna prvog servisa,
analogno za osvojen poen pri drugom servisu. Primetimo da ¢vor osvojen poen pri
prvom servisu pokazuje s kojom verovatno¢om je Del Potro osvojio poen pod uslovom
da je ubacio prvi servis. Analogno za osvojen poen pri drugom servisu.

Mreza za ovaj primer nacrtana u Netici izgleda ovako:

46



5.1. PRIMENA BAJESOVIH MREZA NA TENIS Ivana Doji¢

ReternPrvogServisa PrviServis DrugiServis ReternDrugogServisa

pogodjen 487 ubacen 580 ubacen 416 pogodjen 370
nepogodien 513 neubacen 420 neubacen 584 nepogodien 630

F Y

h J
b J

OsvojenPoenPriPrvomServisu OsvojenPoenPriDrugomServisu

tacno 912 tacno 30.1
netacno 488 netacno 69.9

Slika 23: Bajesova mreza koja predstavlja poen u tenisu.

Sada pomocu Netike lako mozemo da izracunamo verovatnoée koje zelimo. Ilu-
strova¢emo na par primera.

5.1.2 Primer Pitamo se kolika je verovatnoc¢a da Pokovié osvoji poen ako znamo
da nije pogodio retern prvog servisa?

ReternPrvogServisa PrviServis DrugiServis ReternDrugogServisa

F Y

h

ubacen 811
neubacen 189

ubacen 18.1
neubacen 819

pogodien 0
nepogodien 100

pogodjen 722
nepogodien 278

OsvojenPoenPriPrvomServisu OsvojenPoenPriDrugomServisu
tacno 181m | tacno 58.7 m—
netacno 819 netacno 413

Slika 24: Bajesova mreza u kojoj je dokazani ¢vor retern prvog servisa.

Pogledajmo tako dobijene verovatnoce. S obzirom da Pokovi¢ nije pogodio retern
prvog servisa, verovatnoc¢a da je Del Potro uopste ubacio prvi servis se smanjila na
0,18 (8to predstavlja i verovatnocu da je Del Potro osvojio poen pod ovim uslovom).
Pogledajmo Sta se deSava sa verovatnocom drugog servisa. Verovatnoca da je Del
Potro ubacio drugi servis sada iznosi 0,81, a verovatnoca da je osvojio taj poen je
0,59. Dakle, odgovor na nase pitanje je sledeci: verovatnoca da je Pokovi¢ osvojio
poen pod uslovom da nije pogodio retern prvog servisa je 0,41.
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5.1.3 Primer Kolika je verovatnoca da je Del Potro osvojio poen pri drugom ser-
visu, pod uslovima da nije ubacio prvi servis, a da je drugi servis ubacio sa vero-

vatno¢om od 0,57

ReternPrvogServisa

F 3

pogodien 0
nepogodien 100

ubacen 0
neubacen 100

PrviServis

DrugiServis

facno
netacno

OsvojenPoenPriPrvomServisu

0
100

¥

ubacen 499
neubacen  50.1

ReternDrugogServisa

* pogodjen 444
nepogodien 556

OsvojenPoenPriDrugomServisu

facno
netacno

36.2 mma
63.8

Slika 25: Bajesova mreza u kojoj su dokazani ¢vorovi prvi i drugi servis.

Iz mreze vidimo da je verovatnoca da je Pokovi¢ pogodio retern drugog servisa
pod datim uslovom 0,45 i vidimo da je verovatnoca da je Del Potro osvojio taj poen

oko 0,36.

Hajde jos da vidimo sta je sa verovatno¢ama ako znamo da Del Potro nije osvojio

poen pri prvom servisu.

5.1.4 Primer Pitamo se kolika je verovatnoc¢a da je Del Potro osvojio poen pri
drugom servisu ako sigurno znamo da nije osvojio poen pri prvom servisu?

ReternPrvogServisa

pogodjen 140
nepogodien  86.0

&

ubacen 14.0
neubacen 86.0

DrugiServis

PrviServis

tacno
netacno

OsvojenPoenPriPrvomServisu

0
100

¥

ubacen 85.2
neubacen 14.8

ReternDrugog Servisa

h

pogadijen 758
nepogodjen 242

tacno
nefacno

OsvojenPoenPriDrugomServisu

61.7
38.3

Slika 26: Bajesova mreza u kojoj je dokazani ¢vor osvojen poen pri prvom servisu.

Kao sto mozemo da vidimo iz dobijene mreze, verovatnoca da je Del Potro uopste
ubacio prvi servis se pod ovim uslovom smanjila na 0,14, dok verovatnoc¢a da je ubacio
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drugi servis sada iznosi oko 0,85. Del Potro ¢e pod ovim uslovom osvojiti poen s
verovatnoé¢om oko 0,62.

Sada ¢emo dati primer Bajesove mreze koja predstavlja poen u tenisu MultiSkill
sistema. MultiSkill je sistem za procenu sposobnosti igraca u tenisu baziran na
dinamickim Bajesovim mrezama. MultiSkill sistem se bazira na TrueSkill sistemu,
Bajesovoj mrezi koja predstavlja rejting igrac¢a preko jedne sposobnosti. Upravo
to predstavlja razliku izmedu MultiSkill i TrueSkill sistema. U MultiSkill sistemu
svaki igra¢ ima vise sposobnosti koje variraju u zavisnosti od uslova odredene igre.
Na primer, teniseri pokazuju razli¢ite sposobnosti u pogledu na njihove vestine za
servis, retern i aseve. Ove sposobnosti jednog igraca mogu se intuitivnho smatrati
kao kombinacija pojedina¢nih sposobnosti vise pojedinih igraca koji ¢ine ekipu u
TrueSkill sistemu.

Svrha sistema za rangiranje je da prepozna i procenjuje sposobnosti igraca svaki
put kada igra¢ odigra utakmicu. Na osnovu sposobnosti igraca sistem stalno menja
percepciju. TrueSkill se koristi samo u kona¢nom plasmanu svih timova u igri, kako
bi se azurirale procene sposobnosti za sve igrace koji ucestvuju u toj igri. Ovakvi
sistemi za rejting mogu da se koriste u mnogim sportovima. Literatura koju smo
koristili je [17,24].

Cesta promena neizvesnosti omoguéava sistemu da rano pravi velike promene
u procenama sposobnosti. Shodno s tim, TrueSkill moze da proceni sposobnosti
pojedinih igraca iz vrlo malog broja igara. U nasem slucaju igra ¢e predstavljati
jedan poen. Za razliku od TrueSkill sistema, MultiSkill pravi promene posle svakog
odigranog poena.

MultiSkill sistem za procenu primenjuje tri glavna pristupa:

e Koristi promenljive koje imaju normalnu raspodelu za model razvoja sposob-
nosti igraca tokom vremena;

e Predstavlja igru preko Bajesove mreze;

e Koristi ocekivano proSirenje zakljucaka za promenu sposobnosti datih posma-
tranom igrom.

Poen se odigrava izmedu igraca 1 i 2 pod uslovom da igrac¢ 1 servira. Napomenimo
da se ¢vorovi sa indeksom 1 odnose na igraca 1, dok ¢vorovi sa indeksom 2 na
igraca 2. Ovaj primer predstavlja Bajesovu mrezu koja racuna rejting igraca pomocu
MultiSkill i TrueSkill sistema.
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5.1.5 Primer

{ S515emvis SZ2Retern

¥ ¥

P1Servis { P2Retern

d12

C0l12 )

Slika 27: Bajesova mreza koja predstavlja poen u tenisu preko MultiSkill i
TrueSkill sistema.

U primeru ¢vorovi predstavljaju sledece:
e S predstavlja sposobnost igraca;

e P predstavlja performans igraca;

e ( predstavlja razliku performansa.

Sposobnost igraca predstavlja talenat i umece igraca, a performans je predsta-
vljanje sposobnosti u datom trenutku. Zbog toga imamo takve zavisnosti u mrezi,
tj. sposobnosti uticu na performanse. Parametar d predstavlja razliku performansa
P11i P2. Ako je d veée od nule, poen je osvojio igra¢ 1, u suprotnom poen je osvojio
igrac¢ 2. TrueSkill sistem koristi parametre za sposobnost S, performans P i razliku
performansa d. Napomenimo jo$ da ti parametri predstavljaju brojeve koji su dobi-
jeni normalnom raspodelom. Detaljna analiza ovih sistema prevazilazi okvire ovog
rada, tako da ne¢emo objasnjavati parametre. Primetimo jos da ishod poena zavisi
od razlike performansa.
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Glava 6
Zakljucak

Bajesove mreze su snazan matematicki aparat za analiziranje uzro¢nih odnosa u
slozenim modelima poput dijagnostikovanja bolesti ili opisivanja modela za donosenje
odluka. Koriste raznorazne matematicke alate: grafove, verovatnoce i Markovljeve
modele. U ovom radu smo predstavili osnovne pojmove Bajesovih mreza, kao graficke
strukture i u smislu verovatnoca. Pokazali smo inspirisanost vestackom inteligenci-
jom i masinskim ucenjem. Zatim, pokazali smo njihovu moguénost rezonovanja i
naveli koje vrste Bajesovih mreza postoje. Od vrsta smo definisali dinamicke Baje-
sove mreze. Zbog kompleksnosti racunanja verovatnoca koristili smo softver Netiku.
Pokazali smo Siroku primenu Bajesovih mreza, a najvise smo se posvetili primeni u
tenisu. Predstavili smo originalan model za procenu verovatnoce osvojenog poena.
Pomoc¢u Netike smo modelirali primere i racunali Zeljene verovatnoce.
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Istorijski podaci

U ovom poglavlju re¢i ¢emo nesto o matematicarima koje smo spominjali u radu.
Literatura koju smo koristili je [45].

Tomas Bajes (1702-1761) bio je engleski matematicar roden u Londonu. Po
profesiji je bio svestenik. Kao matematicar bio je ¢lan kraljevskog drustva u Londonu.
Po njemu je dobilo ime bajesovo pravilo koje je od velikog znacaja u verovatnodi.
Osim toga, ustanovio je i poseban pristup u teoriji statistickog zakljucivanja.

Slika 28: Tomas Bajes.

Andrej Markov (1856-1922) bio je ruski matematic¢ar roden u Rjazanju. Stu-
dirao je na univerzitetu u Sankt Peterburgu i bio je ¢lan Ruske akademije nauka.
Najvise se bavio stohastickim procesima, a njegova istrazivanja su poznata kao Mar-
kovljevi procesi.

Slika 29: Andrej Markov.
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Sidni Cepmen (1888-1970) bio je britanski matematicar i geofizicar roden u
Mancesteru. Bio je profesor matematike u Londonu i Oksfordu, a predavao je i na
mnogim univerzitetima u svetu. Istrazivao je kineticku teoriju plinova, geomagneti-
zam i atmosfersku fiziku. Po njemu je nazvan krater na mesecu.

Slika 30: Sidni Cepmen.

Andrej Kolmogorov (1903-1987) bio je ruski matematicar roden u Tambovu.
Studirao je na Moskovskom drzavnom univerzitetu. Bavio se teorijom verovatnoce,
topologijom, mehanikom, matematickom analizom...Dobio je brojne nagrade od
kojih ¢emo izdvojiti poslednju, nagradu Lobacevskog.

Slika 31: Andrej Kolmogorov.

Dzon Makarti (1927-2011) bio je americki nau¢nik roden u Bostonu. Zbog veli-
kog doprinosa na polju vestacke inteligencije dobio je Tjuringovu nagradu. Zasluzan
je za stvaranje samog pojma ”veStacka inteligencija”. Projektovao je programski
jezik Lisp.
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Slika 32: Dzon Makarti.

Alan Tjuring (1912-1954) bio je engleski matematicar, logic¢ar i kriptograf roden
u Londonu. Radio je u Nacionalnoj fizickoj laboratoriji, a tokom Drugog svetskog
rata radio je u Blecli parku. Razvio je tehnike za razbijanje sifara, ukljucujuéi metod
bombe, elektromehanicke masine. Smatra se ocem modernog racunarstva. Poznat
je po svom Tjuringovom testu koji je dao znacajan doprinos vestackoj inteligenciji.

Slika 33: Alan Tjuring.

Judea Perl je izraelski kompjuterski naucnik i filozof roden u Tel Avivu 1936.
Zasluzan je za razvoj Bajesovih mreza i prvi je uveo taj termin. Takode, zasluzan

je za razvoj teorije uzrocnosti i dao je doprinos u oblasti vestacke inteligencije kroz
razvoj racunara za verovatnoce. Dobitnik je Tjuringove nagrade.

i
|
N
a

Slika 34: Judea Perl.
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