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Glava 1

UVOD

Jedan od najznacajnijih pojmova u svim oblastima matematike
jeste pojam funkcije.

Svaki kombinatorni objekat jeste neka funkcija sa nekom osobinom.

Prema tome, operisanje sa kombinatornim objektima je u stvari
operisanje sa nekim funkcijama, pa ko savrSeno poznaje funkcije i
njihove osobine, on savrSeno poznaje i kombinatoriku.

Sa pojmom funkcije sre¢emo se jos u predskolskim ustanovama jer
je sabiranje u skupu prirodnih brojeva takode funkcija koja uredenom
paru prirodnih brojeva (2, 3) pridruzuje prirodni broj 5. Koliko god se
¢inilo da je pojam funkcije jednostavan, ipak, on je vrlo apstraktan i
njegova jasnoc¢a kroz dugogodisnje skolovanje i dalje kroz profesionalni
rad neprekidno raste kod svakoga ko se ozbiljno bavi funkcijama.

Ovde ¢e se obradivati istovremeno, paralelno, sve osnovno o funkci-
jama i klasicnoj kombinatorici, a zatim i nesto o neklasi¢noj kombi-
natorici. Pokazace se da su kombinatorni pojmovi permutacije, var-
ijacije, kombinacije sa i bez ponavljanja, particije skupova, formula
ukljuc¢enja - iskljucenja, ekvivalentni pojmovima funkcije sa nekom
osobinom.

Vide¢emo da svaki kombinatorni objekat, kombinatorna konfiguracija
jeste u stvari neka funkcija sa nekom osobinom.

J. Riordan u predgovoru svoje monografije o kombinatornoj ana-
lizi, odnosno kombinatorici, kaze da u kombinatoriku spadaju svi oni
problemi kod kojih se moze nesto prebrojati.

C. Berge, na simpozijumu u Rimu, povezuje teoriju grafova i kom-
binatoriku i smatra da su osnovni zadaci kombinatorike prebroja-
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vanje zadatog tipa konfiguracija, dokazivanja postojanja ili neposto-
janja konfiguracije datog tipa, formiranje konfiguracija, transformacija
konfiguracija jednih u druge, proucavanje svojstava podkonfiguracija.
Konfiguracija se definise kao preslikavanje nekog skupa objekata u neki
konacan apstraktni skup.

Najopstije receno, kombinatorika je teorija konacnih skupova. Naj-
ceSce se prebrojavaju skupovi, ¢iji elementi mogu biti bilo kakve pri-
rode, od vrlo jednostavnih do vrlo apstraktnih. U ovom radu elementi
skupova ¢e biti funkcije sa raznim osobinama, sto ¢e biti ekvivalentno
raznim kombinatornim objektima.

Pored problema prebrojavanja, kombinatorika se bavi i problemima
postojanja kombinatornih objekata, kao i problemima njihove efek-
tivne konstrukcije.

Kazimo jos nesto o funkcijama.

Krenimo prvo od naziva. Sinonimi (re¢i istog znacenja) za re¢
funkcija su: preslikavanje, transformacija, operacija, operator, zakon,
pravilo itd. Koji ¢emo naziv koristiti u sustini je nebitno, ali ipak se
izbor termina odreduje zavisno od skupova koje koristimo. Na primer,
za funkcije u geometriji uobic¢ajeno je koris¢enje termina transforma-
cija, a za funkcije koje preslikavaju uredene parove cije su kompo-
nente iz skupa A u taj isti skup A zovemo operacije, funkcije koje
preslikavaju skup funkcija u skup funkcija zovu se operatori itd.

Postoje mnogobrojni nacini kreiranja definicije funkcije i korisno
je dati ih sto vise (to se kaze $to vise ekvivalentnih definicija), jer to
omogucava mnogo lakse, brze i bolje shvatanje pojma funkcije.

Posebno je znacajno izvrsiti prebrojavanje skupa svih funkcija sa,
ili bez, neke osobine, jer tada je ta osobina mnogo bolje objasnjena i
automatski je definisan i proucen neki novi kombinatorni objekat.

Pojmovi koji se moraju znati pre definicije funkcije su pojam skupa
i pojam uredenog para. Pojam skupa je dobro poznat svima, kao i
relacija elemenat = pripada skupu A ili elemenat x ne pripada skupu
A, §to se oznacava sa x € A, odnosno = & A .

Pojasnimo pojam uredenog para, koji je fundamentalan za defini-
ciju funkcije. Treba naglasiti da je jedina razlika izmedu uredenog para
i dvoclanog skupa u tome sto je kod uredenog para bitno ko je prvi i
ko je drugi, dok kod dvoé¢lanog skupa to nije bitno, tj. (1,2) # (2,1)
dok je {1,2} = {2,1} kao i da je (a,b) = (¢,d) ako i samo ako je a = ¢
ib=d.



Ovim je razjasnjen pojam uredenog para (a,b). Medutim kako
je pojam uredenog para izuzetno vazan za definiciju funkcije, evo i
precizne matematicke definicije uredenog para, koja naravno govori
isto Sto i prethodni pasus.

Definicija 1.1 Ureden par (a,b) je {{a},{a,b}}.

OSNOVNE OZNAKE (NOTACIJE)

N ={1,2,...} je skup svih prirodnih brojeva.
No ={0,1,2,...} je skup svih nenegativnih celih brojeva.
N, = {1,2,...n} je skup prvih n prirodnih brojeva.

Zai:a1+a2+...+an
i=1

ﬁai:al-ag-...-an
=1
nl=][i=1-2-...-(n=1)-n

i=1
(1) = oy = " aa 0< k<, () =0zan <k

x €S znaci x pripada skupu S ili x je elemenat skupa S.

x ¢ S znac¢i z ne pripada skupu S ili z nije elemenat skupa S.

A C B znaci skup A je podskup skupa B, odnosno svaki elemenat

skupa A jeste i elemenat skupa B.
A C B znaci skup A je pravi podskup skupa B, odnosno svaki
elemenat skupa A jeste i elemenat skupa Bi A # B.

Skup S moze se zapisati tako sto pronademo neku karakterizaciju,
uslov, osobinu 7 njegovih elemenata, koju ne poseduje ni jedan element
koji ne pripada skupu S. Ako m(z) znaéi x zadovoljava uslov 7, tada

S = {z|m(x)} je skup svih x, takvih da z zadovoljava uslov 7.

prazan skup, odnosno skup bez elemenata.

|S| je broj elemenata skupa S, tj. kardinalni broj skupa S.

AjUAU ... UA, je skup svih elemenata koji se sadrze u bar

jednom od skupova A, Ay, ..., A,.

AiNAsN...NA, jeskup svih elemenata koji se sadrze u svakom

od skupova Ay, Ay, ..., A,.




8 GLAVA 1. UVOD

P(A) ili 24 zove se partitivan skup skupa A i to jeste skup svih
podskupova skupa A, tj.

P(A) =24 = {X|X C A}

Na primer ako je A ={1,2,3}, tada je

P(A) =24 = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3}}.

Skup A = {ay,as,...,a,} zvaéemo azbuka ili m skup, gde su a;,
i € N,, proizvoljni simboli koje ¢emo zvati slovima azbuke A, pri
¢emu podrazumevamo, ako nije drukcije receno, da je skup A totalno
ureden sa a; < as < ... < Q.

Ako je x € {ay, - ,an}", tj. ako je x = (x1,29,...,2,) uredena
n-torka sa komponentama iz skupa A, reéi ¢éemo da je x re¢ duzine n
nad azbukom A ili n-re¢ m-skupa i pisaéemo X = x12o - - Tp,.

Konacan niz duzine n, tj. niz duzine n je funkcija f : N,, — A

1 2 ... n
f_(xl Ty ... [L‘n)7

a to je ekvivalentno i sa uredena n - torka (x1, z, . .., z,) kao i sa n-re¢
X=x1ZTy... 1T, od azbuke A={a,as,...,a,}, gdeje 1 <2... < n.

Ako se ureti x=x7 ...x, duzine n nad m skupom A={as,...,a,}
slovo a; pojavljuje tacno k; puta, Sto oznacavamo sa l,, (x) = k;, tada
¢emo reéi da je re¢ xyxs...x, n-re¢ m skupa tipa (ki,ko,..., kn),
gde naravno mora biti k; + ko 4+ ... 4+ k,, = n i k; nenegativni celi
brojevi. Tih nizova (reci ili funkcija) po principu mnozenja ima m™,
a tipova (klasa) reci ima (™), vidi teoreme 3.19 i 3.21, a u klasi
tipa (ki, ko, ..., ky) ima ukupno W'km' reci, vidi teoremu 3.10.

Re¢ duzine nula zva¢emo prazna rec i obelezavati sa \.

Podrec¢ duzine k re¢i x = x125 - - - x,, nad proizvoljnom azbukom je
svaka re¢ Tsxgy1 - Torp—1 duzine k, za s € N1 1 k € N,,.

Pocetna podre¢ reci x = xyx9---x, je svaka re¢ xyxy--- T za
ke N,.

Skup svih konacnih re¢i nad azbukom A obelezava¢emo sa A*, tj.
A* = ;50 A' gde je A" skup svih reci duzine i nad azbukom A.

Broj pojavljivanja podreci r u re¢i x € A* oznacavacemo sa [,.(x),
a broj pojavljivanja slova a € A u reci x sa [,(x).



Najmanji ceo broj koji nije manji od z € R oznacavaéemo sa [z],
a najveci ceo broj koji nije veéi od x € R oznacava¢emo sa |z ].

Ceo broj najblizi broju x oznacava¢emo sa [z] (ako postoje dva
takva uzimac¢emo manji), tj.

o |z], |L:UJ—J:|§O,5
H_{ [x], |fﬂ—x|<0,5 )

Osnovni principi kombinatorike:

1. Princip mnozenja

Ako je |A1] = nq, ..., |Ak] = g, tada je |Ap X ..o X Akl =nq -
2. Princip zbira

Ako je (Vi,j € Ny) A;NA; =0, tada je [A;U. . .UAg| = |Aq|+. ..+ | Ay
3. Princip bijekcije

Ako je f bijekcija skupa A u skup B, tj. [ : A:—EB, tada je |A| = |B|.
4. Dirihleov princip

Ako se rasporede 3 kuglice u 2 kutije, tada ¢e u bar jednoj kutiji biti
bar dve kuglice. Drugim re¢ima, ne postoji injektivna funkcija skupa
A =1{1,2,3} uskup B = {a,b}, jer je |A| > |B|.

4'. Dirihleov princip

Ako se rasporede 2 kuglice u 3 kutije, tada ¢e bar jedna kutija biti

prazna. Drugim reCima, ne postoji surjektivna funkcija dvoclanog
skupa A = {1, 2} u troclani skup B = {a, b, c}, jer je |A| < |B].
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5. Princip ukljucenja-iskljucenja
Za bilo koje podskupove By, By, By i B4 skupa S vazi:
|B1 U B2| == |B1| + |B2| — |B1 N B2|,
|By U By U B3| = |By| + | Bo| + | Bs| +
— |Bl ﬂB2| — |B1 ﬂB3| — |BQ mBg| + |B1 N B2 ﬁBgl7

|B1 U By U By U By| = | Bi|+|Ba|+|Bs|+| Ba| +
—| By N Bs|~| By N Bs|—| By N By|—| By N Bs|~| B N By|—| By N By|
+|By N By N Bs|+| By N By N By|+| By N B3 N By|+|Ba N B3 N By|
— |Bl mBzﬂBgﬂB4|7

Generalizacija:

Neka su B;, 1 € N, podskupovi skupa S takvi da su svaka dva
razlicita. Ako je |Bj, N Bj, N--- N B;,| = b; za svaku permutaciju
(J1, 72, -+, jr) skupa {1,2,---  k} i svako i € N, tada je:

gBi = i(—m“ ({f) b;.

i=1




Glava 2

FUNKCIJE

Kako se svaki kombinatorni objekat moze definisati kao neka funkcija
sa nekom osobinom, to ¢emo u ovoj glavi posvetiti malo vise paznje
raznim ekvivalentnim na¢inima definisanja funkcije.

Evo sada nekoliko ekvivalentnih definicija funkcije, tj. definicija
koje kazuju potpuno isto.

Definicija 2.1 Funkcija je skup uredenih parova u kome ne postoje
dva para cije su prve komponente jednake, a druge komponente ra-
zlicite.

Na primer f; = {(1737)7(27?/)} 1 f2 = {(17$)7(2ay)7(3>y)} jesu
funkCije? dok f3 = {(1,$), (17y)}7 f4 = {(1,1’), (Ly)a (272)} nisu fun-
kcije, jer postoje dva para (1, z) i (1, y) kod kojih su prve komponente
jednake, a druge komponente razlicite.

Definicija 2.2 Funkcija je zakon, pravilo, postupak po kome se svakom
elementu nekog skupa pridruzuje tacno jedan elemenat nekog drugog
(ili istog) skupa.

Ako ureden par (a,b) graficki predstavimo pomocu orijentisanog luka
ili duzi (strelice) koja polazi iz tacke a, a zvrsava se u tacki b, tada su
prethodne funkcije f; i fo predstavljene slikom Figure 2.1

Ako je f funkcija, tada se skup svih prvih komponenti obelezava
sa D(f) i zove se skup originala ili domen funkcije f, a skup svih
drugih komponenti se obelezava sa A(f) i zove se skup slika funkcije

f

11
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\[

Figure 2.1: Prva slika

U nekim knjigama se A(f) zove kodomen funkcije f, a u nekim
knjigama se bilo koji nadskup skupa A(f) zove kodomen funkcije f,
zbog Cega ¢emo mi koristiti samo naziv skup slika.

Umesto oznake (z,y)€ f obicno se koristi oznaka y=f(z), pa se

moze pisati i (z,f(x))e f ili x — f(x).

Definicija 2.3 Sltkovita definicija funkcije.

Figure 2.2: Druga slika
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Definicija 2.4 Skup uredenih parova f je funkcija akko:

(VxéD(f)) (‘v’y,zEA(f)) (x,y) € fA(2,2) € f=y=2.

Definicija 2.5 Skup uredenih parova f je funkcija akko:

(we D) (e an) [17z= @ #7 Vi) #1

Definicija 2.6 Skup uredenih parova f je funkcija akko:

(Vx,yeD(f)) r=y= f(zr) = f(y)

Definicija 2.7 Skup uredenih parova f je funkcija akko:

(va:, ye D<f>) O OELEY)

Definicija 2.8 Neka u Dekartovom pravouglom sistemu xOy u nekoj
ravni, neke tacke x ose predstavljaju prve komponente, a neke
tacke y ose predstavljaju druge komponente skupa uredenih parova
f. Svakom paru (o,s) € f ocevidno jednoznacno odgovara tacka M
te ravni ¢ije su , koordinate” (o,s), tj. M = M(o,s). Skup tacaka M
zvacemo grafikom skupa uredenih parova f. Znaci, proizvolini podskup
skupa tacaka ravni interpretira jednoznacno neki skup uredenih parova
f. Tada proizvoljni grafik skupa uredenih parova f jeste grafik
funkcije akko svaka prava paralelna sa y osom sece grafik u
najvise jednoj tacki.

Ekvivalencija ovih definicija jednostavno se ,dokazuje”, objasnjava,
tako sto se za svaku od njih pokaze da ona govori isto Sto definicija
2.3, tj. slika definicije 2.3. Definicija 2.3 govori da ,ne sme da se desi
da se jedan original x preslika u dve razlicite slike y i 2”.

Predstavljanje, zapisivanje funkcija

Ako ureden par (a,b) graficki predstavimo pomoc¢u orijentisanog
luka ili duzi (strelice) koja polazi iz tacke a a zvrSava se u tacki b,
tada je funkcija g = {(1,2),(3,5), (4,5)} predstavljena sa slikom:
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lo— 2
3
A 5

Figure 2.3: Trec¢a slika

Funkcija ¢ = {(1,2),(3,5),(4,5)} pored ovoga zapisa kao skup
uredenih parova i pomenute slike, moze se uvek predstaviti u Dekar-
tovom pravouglom koordinatnom sistemu kao skup od tri tacke
{A(1,2), B(3,5),C(4,5)}. Evo jos nekih drugih nacina zapisivanja te
iste funkcije g.

_ (134 . . x ‘ 1 3 4
9=1(1,2),(3,5),(4,5)} = (;25) ili tablitno d@) 2 5 5
Definicija 2.9 Ako je f = Zl ZQ Z" i ako su svaka dva

1 02 ... Op

elementa iz {ay, as, ..., a,} medusobno razlicita, tada se za f kaze da
je funkcija tj. f = {(a1,b1), (az,bs), ..., (an,by)} ili f(a;) = b; za sve
ie{l,2,..,n}.

Time su date razne definicije funkcije $to je vazno zbog sagleda-
vanja tog pojma na razne nacine da bi se postigao Sto veéi stepen
razumevanja.

Sada potpuno analogno, dualno, izgradi¢cemo pojam injektivne fu-
nkcije, tj. injektivnog preslikavanja.

Definicija 2.10 Funkcija je injektivna ako ne postoje dva para
cije su prve komponente razlicite, a druge komponente jednake.
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Definicija 2.11  Slikovita definicija injektivne funkcije
data je slikom Figure 2.4.

Figure 2.4: Cetvrta slika

ay as ... Qap
by by ... b,
samo ako su svaka dva elementa iz {by, bs, ..., b, } medusobno razlicita.

Definicija 2.12 Funkcija f = ( ) je injektivna ako 1

Definicija 2.13 Funkcija f je injektivna funkcija akko:

(wwenn) [fo) =i =a=r

Kao %to je dato devet ekvivalentnih definicija funkcije, analogno (du-
alno) se moZe dati isto toliko ekvivalentnih definicija injektivne funkcije.

Definicija 2.14 Skup uredenih parova f je funkcija skupa A u skup
B, sto zapisujemo f: A — B , ako i samo ako:

’fjefunkcija‘ AN |D(f)=A] N |A(f) CB.

Definicija 2.15 Funkcija f : A — B je surjektivna akko A(f) = B,
odnosno (Yy € B)(3x € A)f(x) =y, §to oznacavamo f: A% B.
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Drugim rec¢ima funkcija skupa A u skup B je surjektivna ako za
svaku sliku iz skupa B postoji original iz skupa A koji se u nju pres-
likava.

Funkcija f : A — B je surjektivna ako za svaki elemenat x skupa
B, postoji element y skupa A, takav da je f(y) = z, tj.

’fjefunkcija‘ A |D(f)y=A| N |A(f) =B.

Prva dva ¢lana ovih konjunkcija su iz definicije funkcije f : A — B,
dok je tre¢i definicija surjektivnosti.

Definicija 2.16 Injektivna funkcija skupa A u skup B oznacava se sa
f A =B

Definicija 2.17 Injektivna i surjektivna funkcija f : A — B zove se
bijekcija skupa A w skup B ili obostrano jednoznacno preslikavanje
skupa A u skup B i oznacava se sa f : A?—‘%B.

Definicija 2.18 Funkcija f skupa A od k elemenata u skup B od n
elemenata (f : A — B,|A| = k,|B| = n) je smestanje k razlicitih
kuglica v n razlicitih kutija, pri cemu svaka kutija mozZe da primi od 0
do k kuglica i svaka kuglica je u nekoj kutiji.

Ovo jeste ekvivalentna definicija funkcije jer smestanje kuglice u
kutiju je pridruzivanje originalu - kuglici slike - kutije u koju je ona
smesStena i ne moze jedna kuglica biti istovremeno smestena u dve
kutije.

Funkcija je injektivna akko u svakoj kutiji ima najvise jedna kuglica.

Funkcija f : A — B je surjektivna akko je u svakoj kutiji bar jedna
kuglica, tj. nije surjektivna akko bar jedna kutija ostane prazna.

Iz ove definicije je ocevidno da funkcija troc¢lanog skupa u ¢etvoro-
clani skup nikada ne moze biti surjektivna jer po Dirihleovom principu
bar jedna kutija mora ostati prazna.

Takode je ocevidno da funkcija cetvoroclanog skupa u troclani skup
ne moze biti injektivna jer ¢e po Dirihleovom principu bar u jednoj
kutiji biti bar dve kuglice.

Bijekcija f : A — A zove se permutacija skupa A. Na primer

f=1{(1,3),(2,1),(3,2)} = (323) = 312.



Glava 3

KLASICNI
KOMBINATORNI
OBJEKTI

Sada ¢emo pristupiti definisanju i prebrojavanju svih klasi¢nih kom-
binatornih objekata, kroz pojam funkcije i njenih osobina.

Jedna od dobrih garancija da ¢e se dobro razumeti definicija nekog
matematickog objekta jeste da se prebroji skup tih svih objekata.
Sledeé¢i primeri su za pojmove funkcije, injektivne funkcije, surjek-
tivne funkcije, rastuce funkcije, bijektivne funkcije, tj. permutacije i
neopadajuce funkcije.

Pokazacemo da je broj svih proizvoljnih funkcija jednak broju var-
jjacija sa ponavljanjem (teorema 3.3), broj injektivnih funkcija je-
dnak broju varijacija bez ponavljanja (teorema 3.7), broj bijektivnih
funkcija jednak broju permutacija bez ponavljanja (teorema 3.5). Broj
rastué¢ih funkcija jednak broju kombinacija bez ponavljanja (teorema
3.15), broj neopadajuéih funkcija jednak broju kombinacija sa pona-
vljanjem, tj. broju nekih permutacija sa ponavljanjem. Broj funkcija
sa fiksiranim brojevima pojavljivanja slika jednak je broju permutacija
sa ponavljanjem (teorema 3.10). Prema tome, prebrojavanjem skupa
funkcija odredenog tipa izvrseno je istovremeno i prebrojavanje per-
mutacija, varijacija i kombinacija sa i bez ponavljanja, sto je jedna od
poenti ovog rada.

Time su vazni pojmovi funkcije, injektivnosti, surjektivnosti, ra-
stuce, neopadajuce, itd. kombinatorno interpretirani, sto je od izuzetnog

17
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znacaja kako za teoriju funkcija, tako i za kombinatoriku.

Primer 3.1 Neka je A = {1,2,3} i« B ={z,y}.
Tada je :

{fIf: A= BYH=2>  [{fIf: B — A}=5
{fIf: A= BY=0  [{fIf: B A}[=3-2
{fIf: A5 B} =22 [{f|f:B™ A}|=0
{f1FAS BY=0  |{fIf BS A}|=0
{flf:A— A} =3 |{f|f: B— B}|=2?
{fIf - A= =31  [{f|f: B B}|=2
{S1f A= Ay =3l  [{/If: B= B}|=2
{flf:AS AY=3l  |{fIf: B> B}|=2!

Lako je izvrsiti generalizaciju u svim ovim primerima, izuzev pri-
mera |{f|f : A} B}|, jer nam je tu potreban samo princip mnozenja
ioznakan!=1-2-..-(n—1)-n. Evo tih generalizacija.

Definicija 3.2 Skup svih funkcija skupa {1,2,....,k} u skup {1,2,...,n}
jeste skup svih varijacija sa ponavljanjem od n elemenata k - te
klase, odnosno skup k-reci n-skupa.

Teorema 3.3 Broj svih funkcija skupa {1,2,....,k} u skup {1,2,...,n}
3. broj svih varijacija sa ponavljanjem od n elemenata k - te klase,
odnosno k-reci n-skupa jednak je:

{17002k} (1,2, ) | =
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U dokazu ove teoreme koristi se samo princip mnozenja, jer za svaki
original iz domena {1,2, ..., k} postoji ta¢no n moguénosti.

Definicija 3.4 Permutacije bez ponavljanja su bijektivne funkcije sku-
pa u samog sebe.

Ocevidno je da svaka injektivna funkcija konaénog skupa A u konacan
skup B, gde A i B imaju jednak broj elemenata, jeste uvek i surjektivna
tj. bijektivna.

Takode, svaka sirjektivna funkcija kona¢nog skupa A u konadan skup
B, gde A i B imaju jednak broj elemenata, jeste uvek i injektivna, tj.
bijektivna.

Teorema 3.5 Bijektivnih funkcija skupa {1,2,...,n} u samog sebe, tj.
permutacija bez ponavljanja ima

Hflf : {1,2,...,n}%{l,l...,n}}‘ = nl.

Bijektivnih funkcija u skupu {f|f :{1,2,..,n} 1;>1{1,2,...,n}} t].
permutacija bez ponavljanja ima isto toliko nnz;l koliko razlicitih
nacina se mogu popuniti n praznih mesta sa simbolima 1, 2, ..., n tako
da se svaki pojavi tacno jedanput. Za prvo mesto ima n mogucénosti,
za drugo samo n — 1 mogucnosti,..., za pretposlednje mesto 2 mogu-
¢nosti i za poslednje jedna moguénost. Kako svaka moguénost ide
sa svakom mogu¢noséu (princip mnozenja), sledi da je trazeni broj
n-(n—1)-...-2-1=nl

Definicija 3.6 Skup injektivnih funkcija skupa {1,2,...,k} u skup
{1,2,....,n}, za n > k, jeste skup varijacija bez ponavljanja od n
elemenata k - te klase, tj.

{FIF {12, kY 51,2, .., n} ).

Teorema 3.7 Broj svih injektivnih funkcija skupa {1,2,....k} u
skup {1,2,...,n}, zan >k, tj. broj svih varijacija bez ponavljanja
od n elemenata k - te klase @ jednak je:

Hf|f;{1,2,...,k;}l;l{m,...,n}}( —n(n=1)...-(n—(k—1)).
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Injektivnih funkcija skupa {1,2,3,...,k} u skup {1,2,3,...,n} ima
isto toliko na koliko se razli¢itih nac¢ina mogu popuniti £ praznih mesta
sa simbolima iz skupa {1, 2, 3, ...,n} tako da je na svakom mestu tacno
jedan simbol i da su na svaka dva mesta razlic¢iti simboli. Za prvo
mesto postoji n mogucénosti, za drugo mesto n — 1 moguénosti, ... , za
k - to mesto n — (k — 1) mogucnosti, a kako svaka od tih moguc¢nosti
ide sa svakom to po principu mnozenja sledi da je trazeni broj funkcija
(varijacija bez ponavljanja) jednak n(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1). U kombi-
natorici su ove injektivne funkcije poznate pod nazivom varijacije bez
ponavljanja od n elemenata k - te klase ¢iji broj se obelezava sa V",
pa je znaci Vk”:n-(n—l)-(n—2)-...-(n—k—|—1):(n+!k)!.
Definicija 3.8 Skup permutacija sa ponavljanjem je skup svih
takvih funkcija f skupa A = {1,2,...,n} u neki konacéni skup M,
takvih da se u svakoj funkciji f svaka slika pojavijuje isti broj puta.

Primer 3.9 Akoje A=1{1,2,3,4,5} i M = {a, b} tada skup funkcija:
12345 12345 12345 12345 12345
aaabb)’ \aabab)’ \aabba) \abaab)’ \ababa)’

12345 12345 12345 12345 12345
abbaa)’ \baaab) \baaba) \babaa) \bbaaa/]|

jeste skup Ps2(5) svih permutacija sa ponavljanjem od 5 elemenata u
kojima ima 3 slike medusobno jednake i 2 slike medusobno jednake.
Na primer, funkcije iz skupa {f]f :{1,2,...,n} — {1,2, ,n}}
u kojima se simbol 1 kao slika pojavljuje tacno k; puta, simbol 2
tacno ko puta, ... , simbol n ta¢no k, puta (k; su prirodni bro-
jevi ili nule) i ky + k2 + ... + k, = n, zovu se permutacije sa po-
navljanjem od n elemenata medu kojima ima tacno k; medusobno
jednakih, ks jednakih, itd. k, jednakih. Ako posmatramo n torku
slika funkcije f, to je re¢ (niz) duzine n koja se u kombinatorici
zove n-re¢ tipa (ki, ke, ..., k,) nekoga n-skupa. Skup svih ovih per-
mutacija sa ponavljanjem (tj. n reci) obelezava se sa Pk, k, . k,(n), &
njihov broj sa Py, k,...k,(n). Permutacije sa ponavljanjem ¢emo za-
pisivati pisuc¢i samo drugu vrstu, tj. (12345) = aaabb. Na primer,

aaabd

skup svih permutacija skupa A = {1,2,3,4,5} u skup M = {a,b},



21

gde se a pojavljuje tri puta i b dva puta, tj. k = 31 ks = 2 je
Pya(3) = {f+ A= M| [{a|f(x) = a}| =3 A |{alf() = b}l =2} =
= {aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa},
pa je |7D3’2(5)| = P3’2<5) = 3,5—'2, = 10.

Teorema 3.10 Neka su ki, ko, ...,k, € Ng, neka je A = {1,2,...,n}
i neka je ky + ko+, ...k, = n. Tada broj Py k,. .. r,(n) skupa svih
funkeija Pips,.. () = {JIf = A = AN alf@) = i} = ki

odnosno permutacija sa ponavljanjem od n elemenata medu ko-

jima se slika (elemenat) i pojavljuje tacno k; puta, i € N, je

n!
k! k)

Primetimo da za k; = ks = ... = k, = 1, to su permutacije bez
ponavljanja kojih ima n!

Dokaz ove teoreme po pricipu mnozenja je ocevidan, jer ako pretpo-
stavimo da su svake dve slike u funkciji f razlicite, tada bi broj funkcija
bio n!. Medutim, kako njih k; slika su medusobno jednake, to sledi
da ¢e se broj trazenih funkcija smanjiti k¢! puta. Analogno ¢e se broj
funkcija smanjiti i ko! puta itd. smanjiti jos i k,! puta.

Jedan od vrlo vaznih pojmova je pojam rastuce funkcije f : A — B.
Jasno je da se taj pojam definise samo ako su skupovi A i B totalno
uredeni, pa ¢emo mi zbog toga uzimati da su skupovi A i B neki
podskupovi skupa svih prirodnih brojeva N = {1,2,3,...}.

Prey k. .. ken ()| = Pry o, . 1, (1)

Definicija 3.11 Funkcija f : A — B je rastuca, sto oznacavamo sa
.7, ako i samo ako za svako x i svako y iz skupa A vazi

r < oy

r<y = fla)<fly), tj. f=| flz) < fly)

Kako u zapisu funkcije f = (;11 Zj - ‘2’:), tj. [ = (fC(‘;l) f‘(l;).‘.'.'f(‘;’;))

redosled u prvoj vrsti moze biti bilo kakav, mi ¢emo se dogovoriti da
u prvoj vrsti niz brojeva ay, ao, ..., a, jeste uvek u rastu¢em poretku,
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ar az ... a”) biti rastuca
1

tj. a1 < as < ... < a,, jer tada ¢e funkcija f = (b1 b b

ako i samo ako je by < by < ... < by,.

Na primer f, — (), fo = (), fu = (29, fi = (2. itd. su
rastuée funkcije skupa {1,2,3} u skup {1,2,3,4,5}.

Kako je u funkcijama od fi, fo, f3 1 f1 prva vrsta uvek ista, to
se onda one mogu predstavljati samo sa drugom vrstom, sto
¢emo ubuduce i raditi, tj. f; = (gg) = 123, fo = Ggg) = 135,
o= () =215, f,— () — 315

Primetimo da svakoj ovoj rastucoj funkciji jednoznac¢no odgovara
jedan troclani podskup skupa {1,2,3,4,5} i obratno.

To znaci da smo konstruisali (napravili, tj. definisali)
jednu bijekciju v izmedu skupa svih rastuéih funkcija skupa
{1,2,3} u skup {1,2,3,4,5} i skupa svih tro¢lanih podskupova
skupa {1,2,3,4,5}, tj. kombinacija bez ponavljanja od 5 ele-
menata trece klase.

Prema tome, pojam rastuce funkcije moze se ,identifikovati” sa
pojmom kombinacije bez ponavljanja, ali samo u smislu bijekcije .

Na primer ¢(f1) = {1,2,3}, ¥(f2) = {1,3,5}, ¥(fs) = {2,4,5}
i (f1) = {3,4,5}. Sada zbog principa bijekcije sledi da troc¢lanih
podskupova skupa {1,2,3,4,5}, ima isto koliko i rastu¢ih funkcija
£:4{1,2,3} - {1,2,3,4,5}.

Definicija 3.12 Kombinacije bez ponavljanja od n elemenata k -te
klase su k -toclani podskupovi skupa od n elemenata.

Primer 3.13 Broj elemenata skupa nekih rastucih funkcija:

{Af A2 = {L2} A f Y = 1
|{f|f{172}_>{17273}/\f/(}‘: 3
‘{f‘f:{172}6{1727374} A ff}’ - 6
|{f|f:{172}_>{172737475} A f/(}| = 10
{AIF 12} = (12,3, m) A f Y=
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Primer 3.14 Broj elemenata skupa nekih rastucih funkcija:

{1 AL2,3 = {L2tA S 7 = 0
{AfAL23 = {L23pAf Y = ]
‘{f‘f:{17273}_){1727374}/\f/(}‘: 4
{fl1f:{1,2,3} = {1,....,5} A f 7} = 310 2
I AL 2,3 = {1 ond A f 7Y ==

Iz definicija injektivne funkcije i rastuce funkcije, ocevidno je da
se sve injektivne funkcije mogu dobiti tako sto se slike kod rastucih
funkcija ispermutuju na sve moguce nacine. Odatle sledi, po principu
mnozenja, da je broj rastuc¢ih funkcija, odnosno kombinacija bez po-
navljanja k! puta manji od broja injektivnih funkcija, tj. varijacija
bez ponavljanja vidi 3.7, odnosno vazi:

Teorema 3.15 Broj svih rastuéih funkcija skupa {1,2,... k} u skup
{1,2,...,n}, odnosno broj svih kombinacija bez ponavijanja od n ele-
menata k - te klase, tj. broj svih k - toclanih podskupova skupa od n
elemenata, za n > k jednak je

-...-(n—k‘+1)‘

Hf|f:{1,...,k}—>{1,...,n}/\f/‘}’—n'(n_l) o

Kako je oznaka za broj svih moguc¢ih kombinacija bez ponavljanja
od n elemenata £ te klase C7}, to je

n Vi mn-(n—=1)-(n—2)-...-(n—k+1) n! _(n
G B! T Hm—R) (k)

Definicija 3.16 Funkcija f : A — B je neopadajuca, Sto oznacavamo
sa f /", ako za svako x i svako y iz skupa A vaZi

x<y:»f<x>Sf<y>,tj-f=<jjj o) < f )

Primetimo da su pojam , neopadajuca funkcija” i pojam , nije opadajuéa
funkcija” potpuno razliciti pojmouvi!
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. /1234567 (1234567 (1234567 _
12312;27 primer f11232567(1123455)> {2234;67(1123455)’ fs = (1111111)7 fa =
(1155555)7 fs = (3333445)7 fe = (5555555) itd. su neopadajuce funkcije

skupa {1,2,3,4,5,6,7} u skup {1,2,3,4,5}.
Kako u zapisu funkcije

F <a1 ag...an) G f < a;  as ... a, )
= , b f=

by by ... by fla1) flaz)... f(an)
redosled u prvoj vrsti moze biti bilo kakav, mi ¢emo se dogovoriti da
u prvoj vrsti niz brojeva ay, as, ..., a, jeste uvek u rastu¢em poretku,
tj. a1 < ay < ... < a,, jer tada ¢e funkcija f = (‘le Zj Z’;) biti
neopadajuca ako i samo ako je by < by < ... < b,.

Kako je u funkcijama od f; do fg prva vrsta uvek ista, to se
onda one mogu predstavljati samo sa drugom vrstom, sto ¢emo
ubuduce i raditi, tji. fi = ([lgns) = 1123455, fo = (jott) =

1234567 1123455 ot 1222255
11222:3526575’ fs = (1111111) :1%3%;71117 fo = (11'55555) = 1155553, f5 =
(1231567) — 3333445, fo = (124%97) = 5555555 itd.

Primer 3.17 Broj elemenata skupa nekih neopadajucih funkcija:

LA AL 2 = {12 A =3
{fIf {12} — {1,2,3} A £} =6
{ff {2 = {1,2,3,4} A f} =10
{AS AL 2 = {1,2,3,4,5) A [/} =15
{Ff {12y = {1,2,...,n} A f )] =Ml

Primer 3.18 Broj elemenata skupa nekih neopadajucih funkcija:

{fIf {123} = {L2}Af Y =4
{ff {523 = {123} A f 7} =10

{17 {1,2,3 = {1,234} A f 1} =20

{17 :{1,2,3 = {1,2,3, 4,5} A f 7} =35
{F1f - {1,2,3) = {1,2, ..., n} A f )] =1esnen



25

Teorema 3.19 Neka su ¢ i) proizvoljne funkcije iz skupa svih funkci-
ja F = {f]f AL 2.k} — {1,2,...,n}} i neka su one u relaciji
p akko se slika 1”7 u svakoj od tih funkcija pojavijuje isti k; broj puta
za svako i € {1,2,...,n}. Tada je p relacija ekvivalencije skupa F.

Dokaz Svaka funkcija ¢ iz F, jednozna¢no odreduje jednu uredenu
n-torku (ki, ks, ..., k), gde je k; broj pojavljivanja slike ¢ u funkciji
¢. Sada je jasno da su ¢ i ¢ u relaciji p akko su nenegativni brojevi
ky, ko, ..., ky, isti za obe te funkcije, pa je jasno da je p ekvivalencija.
Takode je ocevidno da je k1 +ko+. . .+k, = k. Svaka klasa ekvivalencije
je ocevidno reprezentovana sa n-torkom (ky, ks, . . ., k,) za koju vazi da
jeki+ke+...+k,=kik, >0,...,k, >0, a broj elemenata u toj

klasi ocevidno je m Jasno je da je broj klasa jednak broju
resenja jednacine ki + ko + ...+ k, = k po nenegativnim celobrojnim
nepoznatama kq, ko, ..., k,. Vide¢emo da je taj broj resenja (”+]’:_1).

Definicija 3.20 Klase ekvivalencije u odnosu na relaciju p iz teoreme
3.19, zovu se kombinacije od n elemenata k te klase sa ponavijanjem.

Dogovori¢emo se da za predstavnika klase uzimamo uvek k-re¢ u
neopadaju¢em poretku, pa su onda kombinacije sa ponavljanjem od
n elemenata k -te klase reprezentovane sa neopadaju¢im funkcijama
skupa {1,2,...,k} uskup {1,2,...,n}.

Sam tip (ki, ks, ..., k,) jednoznacno odreduje tu kombinaciju sa
ponavljanjem, tj. to je kombinacija u kojoj su prvo ki jedinica, pa ks
dvojki, itd. na kraju k, simbola n.

Prema tome, mozemo kombinacije sa ponavljanjem ,identi-
fikovati” sa njihovim predstavnicima, neopadajuéim funkci-
jama.

Pokazimo sada da kombinacija sa ponavljanjem, tj. neopadajucih
funkcija ima isto koliko i nekih odgovaraju¢e odabranih permutacija
sa ponavljanjem.

Uoc¢imo neku proizvoljnu kombinaciju sa ponavljanjem od cetiri
elementa devete klase sa ponavljanjem, tj. neopadajuéu funkciju skupa
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} uskup {1,2,3,4} npr. (}os0n) = 112333344
Ova kombinacija sa ponavljanjem (neopadajuéa funkcija) moze se in-
terpretirati (odrediti, predstaviti, zadati,...) na primer sa nizom od de-
vet kuglica koje se ne razlikuju i tri pregrade koje se ne razlikuju, tj. sa
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oololooooloo. Kombinacija 333333333 se interpretira sa ||oooooooool,
122222224 sa o|oooooool|o, 111111444 sa ooooool||ooo itd. Znaci, broj
kuglica levo od prve pregrade je broj jedinica, broj kuglica izmedu prve
i druge pregrade je broj dvojki, broj kuglica izmedu druge i tre¢e pre-
grade je broj trojki i na kraju, broj kuglica desno od trece (poslednje)
pregrade je broj c¢etvorki. Kako su ovi nizovi permutacije sa ponavlja-
njem od 12 elemenata medu kojima ima devet jednakih i tri jednaka,
to je njihov broj jednak Cf = 42 = (**97") (teorema 3.10).

Znaci da se kombinacije sa ponavljanjem od n elemenata k - te
klase, tj. neopadajuce funkcije skupa {1,2,...,k} u skup {1,2,...,n}
interpretiraju sa nizom od k kuglica i n — 1 pregrada medu njima, tj.
sa permutacijama sa ponavljanjem od k+n—1 elemenata medu kojma

ima k elemenata od jedne vrste i n — 1 elemenata od druge vrste, pa

je njihov broj C’_,? = (,jjz::ll))u' = (”+;’§_1)-

Na osnovu 3.10, 3.19, 3.20 i prethodnih pasusa vazi slede¢a vrlo
vazna teorema.

Teorema 3.21 Sledeéi brojevi:
e broj kombinacija sa ponavljanjem od n elemenata k - te klase,
e broj neopadajucih funkcija skupa {1,2,....k} w skup {1,2,...,n},

e broj permutacija sa ponavijanjem od k +n — 1 elemenata medu
kojima je k medusobno jednakih i n — 1 medusobno jednakih 1

e broj svih resenja jednacine ki+ko+. . .+k, = k, gde su nepoznate
ki, ko, ... ky iz skupa Ny, a k i n date prirodni brojeuvs,

su medusobno jednaki i iznose Cf = Py 1(k+n—1) =

T R R e (HZ_I)'

Polinomna formula

Polinomna formula je tesno vezana sa k-recima n-skupa istog tipa
(k1, ko, ... k) tj. teoremama 3.10 i 3.21, odnosno sa permutacijama
sa ponavljanjem i kombinacijama sa ponavljanjem i data je teoremom:
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Teorema 3.22 Za bilo koje prirodne brojeve k i n vazi identitet

k!
(T1 4+ 2o+ ...+, = Z —— _ghighe ke

kilko! .. k!
kv+...+k,=k
ky >0,...,k, >0

Dokaz Mnozenjem izraza (r; + x2 + ... + x,) sa samim sobom k
puta, dobija se n* sabiraka. Svaki sabirak je oblika x;, @;, . . . x5, , gde

SU iy, 19,...,0 iz {1,2,...,n} (neka je uvek iy < iy < ... <1 ), pa
su ti sabirci k-reci n-skupa tipa (ki,ke,...,k,). Znaci da su sabirci
oblika x¥1xhk> . .. xkn i tog oblika ih ima m

Specijalno, za n = 2 dobija se binomna formula

k k! k1, .ko : k k1 k—k1
(xl +:C2) = Z kl'kz'xl Ty" = Z kl L1 Ty

Surjektivne funkcije
Particije
Formula iskljucenja-ukljucenja

Prilikom prebrojavanja surjektivnih funkcija dolazi se do tesne veze
izmedu njih i particija skupova sa jedne strane i surjektivnih funkcija i
formule ukljucenja - iskljucenja sa druge strane, s$to znaci i veze izmedu
particija skupova i formule ukljucenja - iskljucenja.

Da bismo pokazali te veze ,neophodno je podsetiti se formule ukljucenja
- iskljucenja i definicije particije skupova.

Teorema 3.23 Neka su B;, i € N, podskupovi skupa S takvi da su

svaka dva razlicita. Ako je |B;, N Bj, N---N Bj,| = b; za svaku per-
mutaciju (Ji, Ja, -+ 5 jr) skupa {1,2,---  k} i svako i € Ny, tada je

iL_jIBi = Zk:(—l)“ (f) b;.

i=1
Dokaz ove teoreme izvodi se indukcijom.
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Teorema 3.24 Ako uzmemo oznake iz prethodne teoreme i S = By,
tada vazi:

k
=|UBi|=1Bol -
1

i=

k

s
1

1=

- i(—l)i(’j) b

1=0

k
Nz
=1

Definicija 3.25 Particija (podela ili razbijanje) skupa A, skup je ne-
praznih podskupova skupa A, od kojih su svaka dva disjunktna (nemaju
zajednickih elemenata, tj. presek im je prazan skup), a njihova je unija
ceo skup A.

Ako skup A ima n elemenata, tada se broj svih particija skupa A na k

podskupova obelezava sa S} i zove se Stirlingov broj. Sada je jasno da

je broj svih particija skupa od n elemenata jednak ST + 55 4 --- 4 5).
Na primer, sve particije skupa {1, 2,3} su:

{23 ) {2 b s 2 b (e s ({1 2,8)
i njhov broj je S5+ S5 +S3=1+3+1=05.
Svih particija skupa {1,2, 3,4} ima S} +S5+S5+S5; = 1+7+6+1 = 15.

Na primer {{1,2}, {3,4,5}}, {{1}, {2}, {3,4,5}}, {{1,2,3,4,5}}
su neka tri primera particije skupa {1,2,3,4,5}, kojih ima ukupno
S5 18343485458 = 141542541041 = 52, a {{1, 2}, {3,4,5,6}},

{1} 42,6} 43.4.51}, {11.2,3.4,5,6} ), {{1.2}.{3,4}.{5,6} } i na
primer particija {{1, 5}, 43,6}, {2, 4}}, su nekih pet primera particija
skupa {1,2,3,4,5,6}, kojih ima ukupno S+ 5§ + 5%+ S¢ + S8 + S8 =
6\, (6Y, (6 6\ | (6Y(3\ . (6) (4 6Y | (6 (4 6
HE+@+Ea+0)+6) 0)+6) Qa+()+6) Qa+()+1 =203,
jer tipovi svih mogucih particija skupa A u odnosu na broj elemenata
u podskupovima tih particija su: (6),(1,5),(2,4), (3,3),(1,1,4),(1,2,3),
(2,2,2),(1,1,1,3),(1,1,2,2),(1,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,1), ukupno 11, koliko ima
i sabiraka u dobijanju zbira 203. Prvi sabirak je S = 1, zbir sledeca
tri sabirka je S§ = (g) + (Z) + (g)%, zbir sledeca tri sabirka je S§ =

)+ E)E) + ) (3) 4, zbir slededa dva sabirka je S$ = (3) + (3) (5) 21,
a poslednje dva sabirka su S¢ = (g) 158 =1
Prema tome, broj svih relacija ekvivalencije u skupovima koji imaju

1, 2, 3,4, 516 elemenata je redom 1, 2, 5, 15, 52 i 203.
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Broj svih surjektivnih funkcija skupa A={1,2,3,4,5,6,7} u
skup B={1,2,3,4,5} odnosno

flf: A" BY| = Hf]f:{1,2,3,4,5,6,7} E”>{1,2,3,4,5}H —7

Prvi nac¢in: Neka je B; skup svih funkcija skupa A u skup B
u kojima se kao slika nikada ne pojavljuje slika 1,..., Bs skup svih
funkcija skupa A u skup B u kojima se kao slika nikada ne pojavljuje
slika 5. Tada je S = B;UByU B3U B, U B skup svih funkcija u kojima
se bar jedan od elemenata skupa B = {1,2,3,4,5} ne pojavljuje kao
slika, a komplemenat toga skupa S je skup svih funkcija u kojima se
svaki od elemenata skupa B pojavljuje bar jednom, tj. surjektivnih.
Prema tome, trazeni broj surjektivnih funkcija S dobija se kada od
broja svih funkcija skupa A u skup B, tj. 57, oduzmemo broj |S|.
Znaci S =57 — |S| =57 — |B; U By U B3 U By U Bs|. Zbog teoreme
3.23 to je
57— B0 ByU By UBLU Bs| = (57— ()47+ ()37 - ()27 + ()17 =

= (D17= )27+ ()37 = (D47+(5)5" = (-1)° Ty (=1 (7)i" = 16800
Generalizacija:

Teorema 3.26 Ako je |Al = n i |B] = k < n (jer za k > n nema
surjektivnih funkcija), tada je broj s, svih surjektivnih funkcija skupa
A=N, u skup B =N,

k
{17 A8 BY| = s, = (~1)F Z(-ly(’?)

- 2
=1

Specijalno za k = n imamo da je {f|f : A ™3 B} skup svih bijekcija
skupa A u samog sebe, tj. skup svih permutacija skupa A = B, pa je:

Sun =1l = (-1)ni(—1)i<§b)¢".

i=1

Drugi nacin: Izracuna¢emo broj svih petoclanih particija skupa
A = {1,2,3,4,5,6,7}, tj. broj svih petoclanih skupova ¢iji su ele-
menti neprazni podskupovi skupa od 7 elemenata koji su medusobno
disjunktni i ¢ija je unija jednaka tom skupu A (koji se zove Stirlin-
gov broj SY), jer tada svakom podskupu te particije pridruzujemo istu
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sliku iz skupa B i naravno na kraju broj tih particija pomnozimo
sa 5! jer je to broj bijekcija izmedu skupa B = {1,2,3,4,5} i tih
5 podskupova neke particije skupa A = {1,2,3,4,5,6,7}. Particije
na tih 5 podskupova s obzirom na kardinalnost tih podskupova mogu
biti jednog od slede¢a dva oblika 11113, 11122. Znaéi trazeni broj je:

ST-51=((3) + (5)(3)3) B! = 140 - 120 = 16800.

Generalizacija:

Teorema 3.27 Ako je |Al =n ¢ |B| = k < n (jer za k > n nema
surjektivnih funkcija), tada je broj s,y svih surjektivnih funkcija skupa
A u skup B

{fIf+ A= BY = sup = Si - Kl

gde je S} broj svih particijan - toclanog skupa na k disjunktnih podsku-
pova cija unija je taj n - toclani skup.

Kao posledica prethodne dve teoreme sledi formula za broj parti-
cija, tj. Stirlingov broj S}.

Teorema 3.28 S} = G SoF (=1)¢(%)in.

k! =1 3
Prema tome :

Broj svih surjektivnih funkcija n - toclanog skupa u k - toclani
skup podeljen sa k! jednak je broju S} svih particija skupa
od n elemenata na k nepraznih disjunktnih podskupova.

Teorema 3.29 Ako su n i m prirodni brojevi i n > m, tada je

m k
m® = )k (m) (k) i,

Dokaz: Izvrsimo particiju skupa svih funkcija F = {f|f : A —
B}, gde je A = {1,...,n} i B = {1,...,m} na podskupove sur-
jektivnih funkcija Fr = {f|f : A % Sk}, gde je S bilo koji pod-
skup skupa B sa tacno k € {1,2,...m} elemenata, tj. f € F; akko
skup svih slika funkcije f ima taéno k elemenata (bilo kojih). Na

primer, skup S € {{1,2},{1,3}, oo Am — 1,m}}. Ocevidno je da

vazi FrUFU...UF,, = F i F;NF; = za svako j i za svako i iz
skupa {1,2,...,m}. Sada po principu zbira sledi m™ = >"" | [Fi| =

py (T;)snk =, (71,?)(—1)’C Zle(—l)i(lz)i”, zbog teoreme 3.26.
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Teorema 3.30 Neka je A = {1,2,...n}, B ={1,2,...,k} in < k.
Tada je :

LI{fIf - A—>B}|—/€” 13.[{f[f : B—>A}|—n

2[{flf: A5 BY = n)' W|{f|f: B A} =0

BHfA/Nf A= BY = (Y) .{f A Nf:B— A} =0
LA+ A= BY = (") 16.{f 21f: B— A} = (7))

5.{fIf: A" B} =0 17 {fIf : B™S A}, () ()it
6.1{If: A" B}| =0 18{f|f: B™ A} =0
L 19.{f1f : B = B}| = &*
S|{fIf: A= A} =n! 20.|{f|f : B~ B}| = k!

IN{f A Nf A= A =1 2L{f 7f - B— B} =1
W0.{f/1f + A= A} = (") 22[{f7If : B— B} = (")

TLI{flf: A2 A} =n! 23.|{f|f : B B}| = k!
12.|{f|f: AS A} =n! 24.|{f|f : B= B} = k!

25 {115+ A= AN alf@) = i} = ki }| = mrtirr

Resenje zadatka broj 17 je i sy, = SK-nl = (—=1)" >0 (=1)"(%) k.

Prema tome, broj svih proizvoljnih funkcija jednak je broju varijacija
sa ponavljanjem (teorema 3.3), broj injektivnih funkcija jednak broju var-
ijacija bez ponavljanja (teorema 3.7), broj bijektivnih funkcija jednak je
broju permutacija bez ponavljanja (teorema 3.5). Broj rastuéih funkcija je-
dnak broju kombinacija bez ponavljanja (teorema 3.15), broj neopadajuéih
funkcija jednak broju kombinacija sa ponavljanjem (teorema 3.21) t
broju nekih permutacija sa ponavljanjem (teorema 3.10). Broj funkcija
sa fiksiranim brojevima pojavljivanja slika jednak je broju permutacija sa
ponavljanjem (teorema 3.10). Broj sirjektivnih funkcija jednak je broju
particija skupa puta faktorijel (teorema 3.27) i kardinalnom broju preseka
komplemenata nekih skupova 3to je formula ukljuéenja-isklju¢enja (teo-
rema 3.26). Prema tome, prebrojavanjem skupa funkcija odredenog tipa
izvr8eno je istovremeno i prebrojavanje permutacija, varijacija i kombina-
cija sa i bez ponvljanja, kao i particija skupova, Sto je jedna od poenti
ovog rada.
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Glava 4

NEKI NEKLASICNI
KOMBINATORNI
OBJEKTI

Katalanove funkcije

Postoje mnogobrojne knjige u kojima su definisani Katalanovi bro-
jevi. U ovom radu ¢e se do Katalanovih brojeva do¢i iskljucivo koriscée-
njem funkcija i preciznim dokazivanjem injektivnosti i surjektivnosti
funkcije f koja nas dovodi do Katalanovih brojeva, kao i dokaza Sta
je skup slika funkcije f.

Na kraju ¢e se navesti neki primeri primena Katalanovih funkcija.

Neka je ajas...a;4; niz koji sadrzi ¢ nulai j jedinica, tj. funkcija
skupa {1,2,...,i 4 j} uskup {0, 1}, gde se slika 0 pojavljuje tacno i
puta, a slika 1 ta¢no j puta.

Od svih tih nizova (funkcija) uo¢imo samo one koje imaju svojstvo
KC: @ < j iza za svaki njihov pocetni podniz ajas...a; vazi da u njemu
nema viSe nula nego jedinica. To su Katalanovi nizovi ili Katalanove
funkcije.

Evo i ekvivalentne definicije preko reci.

Definicija 4.1 Ako je x = x122... 254, re¢ duZine i+ j nad azbukom
{0,1}, tada je skup Katalanovih reci K(i,7):

{x[to(x) =i Al1(x) = A (Vk € Nigj) Alo(wy .. ap) < Ui .. .ap) ),

33
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ili korig¢enjem oznake IC( ), Sto znaéi re¢ x ima svojstvo Katalana
K. Tda je skup K(i,j)= {x|x € {0,1}7 A lo(x) =i A li(x) =
j A K(x } Oznaka (o(z1 ... xx) je broj pojavljivanja slova 0 u reci
T1...Tk.

Oznacimo sa K (i, j) skup svih Katalanovih nizova (funkcija, reci).
Naravno, njihov broj |K (i, )| zove se Katalanov broj i sada ¢emo ga
izracunati.

Koristi¢emo princip bijekcije, tako sto ¢emo komplementarni skup
funkcija K (i, 7), skupu Katalanovih funkcija K (4, 7), bijektivno presli-
kati na skup permutacija sa ponavljanjem, u kojima ima ¢—1 jedinica i
j+1nula, tj. B(i,j) = {x]x € {0, 1} ALl (x) = i—1AL(x) = j+1}.

Znaci, od brOJa (”Z.J ) svih reci (nizova) skupa

L7020 {0 A (o () = 0} |= in| el () = 1] = J)}
oduzmemo broj reci |K(i,7)| koji nemaju osobinu K i dobijamo broj
Katalanovih reci (nizova) |K (i, )| ti. |K(i,5)| = (*7) — [K (4, j)|.

Znaci K(i,j) je skup svih reci ajas...a;r; za koje vazi da postoji
pocetna podre¢ ajas...ar u kojoj ima vise nula nego jedinical

Broj reci |K (i, )| izracuna¢emo tako $to ¢emo konstruisati (na-
praviti) jednu bijektivnu funkciju f koja preslikava skup svih tih reci
K (i,j) u skup B(i, ) svih reci byby...b;; u kojima ima i — 1 jedinica
i 7+ 1 nula, kojih kao Sto je poznato ima (;H_“{)

Neka je ajag...a;y; € K(i,j) i neka je k najmanji prirodni
broj za koji ajas...a, ima viSe nula nego jedinica. Jasno je da tada
mora biti ap = 0 i da je u pocetnoj podreci aias...a; broj nula za
jedan veéi od broja jedinica. Na primer, neka je u pocetnoj podreci
a1as...ax broj nula £+ 1, a broj jedinica ¢. Definisimo funkciju f koja
ayay...a...a;+; € K(i,j) preslikava u biby...by...b;y; € B(i, j), tako da
0 za a,=1
1 za a,=0"
Dokazimo da funkcija f preslikava skup K (i,7) u skup B(i,7) i da je
bijektivna, odakle ¢e slediti Katalanova teorema

je ajas...ar, = bibs...by, a ako je n > k tada je b, =

Teorema 4.2

|<>vc+ﬁﬂK<>—C§@—Cf9:i%ﬁjct0'
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Pokazimo da je f : K(i,j) — B(i,7), tj. f(ai1as...ay...a;;) € B(i,7).
Kako u ajas...a; ima £+ 1 nula i ¢ jedinica, to u reci bibs...bpbgy1...biy;
odnosno u reci ajas...agbg41...biy;, brojnulaje  +1+j — ¢ = j+1,
a broj jedinica je £ +i — ({ + 1) = i — 1 pa je time pokazano da
f(alaQ...ak...aHj) S B(Z,]), tj. blbg..bk...bi+j S B(l,])

Dokazimo sada injektivnost funkcije f. Neka je
f(alag...akakﬂ...aiﬂ) = alaQ...akka...bZ-H 1 neka je
flayay..ay,a;, 1y ..aiy ;) = ajay...ap by, .. b, pri cemu su ki m naj-
manji prirodni brojevi za koje vazi da u po¢etnim podre¢ima ajas...ax
i ajdh...al, ima vise nula nego jedinica, pa je zato a = a,, = 0 i samo
zar >k jeb, #a, asamozar >m jelb. #a.tj. (Yr >k)a, =
1=0b=0,a(Vr>k)a =0=b.=11takode (Vr >m)a, =1=
bl =0,a (Vr >m)a. =0= b =1 (to je definicija funkcije f). Da
bi smo dokazali injektivnost, pretpostavimo da je f(ajas...ak...a;4+;) =
flayay...ap,...aiy ;) tj. (a1ag...apbgyy.biyj) = (ayay...a,by . 00 5).
Pokazimo da mora biti £ = m. Pretpostavimo suprotno da je na
primer k£ < m. Tada je ajas...ar = a}aj...a), a kako u ajas...q; ima
vie nula nego jedinica to onda vazi i za a}aj...a;,. Medutim u a}aj...a},
ne moze biti vise nula nego jedinica jer je m najmanji prirodni broj
za koji vazi da u a}aj...a), ima vise nula nego jedinica, sto je kon-
tradikcija sa k < m. Analogno vodi kontradikciji i slu¢aj k& > m pa je
zaista k = m. Sada zbog k = m je i byy1 = ), , pa zbog definicije
funkcije f sledi ag1 = a4 itd. arap...ax...a;y; = ajay...ap,...al, ; tj.
f je injektivna.

Dokazimo sada surjektivnost funkcije f. Kako u recima skupa
B(i,j) imai—1 jedinicaij+ 1 nulaikakojei < j, tojei—1 < j+1,
pa za svaku re¢ iz B(i,j) postoji po¢etna podre¢ te re¢i, najmanje
duZine, koji ima vise nula nego jedinica. Za svaku tu re¢ S € B(i, ),
tj. sliku iz B(4,j) funkcije f, formiramo njen original O tako sto se
pomenuta podrec prepise, a sva slova u reci posle te podreci se menjaju
i to nule u jedinice, a jedinice u nule. Dobijeni niz O ocito ima podniz
ajas...ar u kome je vise nula nego jedinica (jedna vise) i ukupni broj
nula u celom nizu je ¢, dok je broj jedinica j, pa je zaista niz O iz
skupa K(i,7) i f(O) = S. Time je dokazana surjektivnost.

Rezimirajmo kljucne korake u dokazu tj. skica dokaza je:

e Neka je K (i, ) C {0, 1} skup reci koje ne zadovoljavaju Kata-
lanov uslov K.
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e Oznacimo sa k najmanji prirodni broj, takav da u pocetnoj po-
dreci ajas...ay red ayay...ay...a;1; € K(i,7) ima vise nula
nego jedinica (o¢evidno tacno jedna vise i mora biti a; = 0).

e Definisemo funkciju f koja re¢ ajas...ay...a;4; € K (i, j) pres-
likava u novu rec tako da se prvih k slova preslikava u same sebe,
a svaka preostala nula se preslikava u jedinicu i svaka jedinica u
nulu.

e Dokazujemo da je svaka slika funkcije f iz skupa B(i, j) reci nula
i jedinica u koje imaju tacno ¢ — 1 jedinica i j + 1 nula, gde je
jAl>i—1.

e Ako su k i m najmanji prirodni brojevi takvi da u pocetnim
podnizovima aj...a,, i ajas...a; ima vise nula nego jedinica i ako
: ! 7 / / !/
je flayay...ap,ar, y...aiy ;) = farag...apapyr...aiy;), tada se kon-
tradikcijom dokazuje da je k = m Sto dalje jednostavno implicira

injektivnost funkcije f : K (i, ) — B(i, ).
e Dokazuje se surjektivnost funkcije f : K(4,5) — B(i, j).

Zadatak 4.3 U koloni ispred saltera za prodaju bioskopskih karata
nalazi se 2n ljudi od kojih tacno n ima samo novcanicu od 100 dinara,
a tacno n samo novéanicu od 50 dinara. Ako blagajnica na Salteru ima
potpuno praznu kasu, na koliko razli¢itih nacina se mogu rasporediti
tih 2n ljudi u koloni tako da blagajnica u svakom trenutku ima da vrat
kusur, ukoliko karta kosta 50 dinara v ako se ljudi medusobno:

a) ne razlikuju b) razlikuju
Rezultat:  a) |K(n,n)| = -5 (%) b) 4 (*")nin!

Zadatak 4.4 Na koliko razlicitith nacina se moZe izracunati proizvod
C1Co . .. Cpyi1, gde ima n mnoZenja? Drugim recima na koliko razlicitih

nacina se mogu ,,korektno” postaviti zagrade za izracunavangje proizvoda
%

C1Ca .. .Cpyq?
Resenje Oznac¢imo sa H(n) skup svih proizvoda cics ... c,.1 sa ko-
rektno postavljenim zagradama, a broj svih elemenata toga skupa
sa a, = |H(n)|. Za n = 0 ima jedna moguénost, tj. ay = 1. Za
n = 1 ima takode jedna mogué¢nost, tj. a1 = 1. Za n = 2 ima
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2 moguénosti <(6102>03> 1 (01(0203)>, tj. ap = 2. Zan = 3 ima
ukupno 5 moguénosti <(<0102>C3>C4>, <(6102)(cgc4)>, <cl(02(cgc4))>,

((01(0203))04), (cl((czc3)c4)), tj. a3 = 5. Krajnje zagrade nisu
neophodne, ali ih stavljamo zato Sto ¢emo sada lakSe konstruisati bi-
jekciju izmedu skupa H(n) svih  korektnih” moguénosti postavljanja
zagrada u proizvodu cicy . .. ¢,1q 1 skupa K(n,n) (vidi definiciju 4.1),
jer svako postavljanje jedne otvorene i jedne zatvorene zagrade je jedno
mnozenje. Evo te bijekcije.

Gledajuéi sa leva na desno redom pridruzujemo svakoj otvorenoj
zagradi 1, a svakom c¢; 0, izuzev faktoru c,,1, tj. ¢ € N,,. Ovim je
polozaj zatvorenih zagradi jednoznac¢no odreden, pa nisu bitne. Na
primer, gore navedenim mogucénostima za raspored zagradi u proizvo-
du cjcoc3ey, na taj nacin redom odgovaraju nizovi 111000, 110010,
101010, 110100, 101100, a to su ocevidno svi Katalanovi nizovi iz
skupa K(3,3). Da u pocetnim podnizovima ovih nizova nece biti vise
nula nego jedinica sledi iz ¢injenice da bi u suprotnom to bila kontra-
dikcija sa korektno postavljenim zagradama u proizvodu c;caczcy.

Ovim je konstruisana bijektivna funkcija izmedu skupova H(n) i

K(n,n), pa je a, = [H(n)| = |K(n,n)| = = (*).

Zadatak 4.5 Konstruisati rekurentnu relaciju za

1 2n
oo = 00| = )] = 2 (2)
Resenje: Kako u racunanju proizvoda cics . .. ¢, ima ukupno n
mnozenja, to ¢emo izvrsiti particiju skupa H(n) na sve podskupove
kada je poslednje mnozenje ona operacija - koja se nalazi izmedu
¢inilaca ¢; i ¢;11, gde je 1 € N,,, odnosno ((0102 oo )€y - cncn+1)).
Ako je a, = |H(n)|, tada je broj nacina za racunanje proizvoda
((0102 o) €y - cncn+1)) jednak a;_ia,_;. Zbog pomenute parti-
cije i principa zbira sledi da je ukupan broj nacina postavljanja zagrada
u racunanju proizvoda cics . . . ¢, 41 jednak a, = apan_1+a1a, o+ ..+
anp—-10ap.
Prema tome je kardinalni broj skupa Katalanovih nizova K(n,n)
odreden rekurentnom relacijom:

ap=11 a, = ayp_1+ a1ap_o~+ ...+ a,_1a9, n € N,
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odnosno zbog teoreme 4.2, za svako n € N vazi:

n+1\n

Zadatak 4.6 Neka su A;, Ay, As, Ay, As, Ag Sest razlicitih tacaka na
kruznici k. Na koliko razlicitih nacina se mogu konstruisati 3 tetive
kruznice k, cije su krajnje tacke meke od tih Sest tacaka, a za svake
dve od te 3 tetive vazZi da nemaju zajednickih tacaka?

1 2n
a, = Sap=1 AN a, = app_1 +a10p—2+ ...+ ap_1a9.

Resenje: Neka su tacke Ay, Ay, A3, Ay, A5, Ag poredane redom ciklicki
na kruznici k. Tada su reSenja zadatka pet moguénosti:

(A1 Ay, A3Ag, AyAs), (A1Ag, A3Ay, AsAg), (A1Ay, AsAs, AsAg),
(A1A67 A2A3, A5A4), (A1A6, A2A5, A3A4).

Zadatak 4.7 Neka Ay, As, ..., Ao, predstavijaju 2n razlicitih tacaka
na kruznici k. Na koliko razlicitih nacina se moze konstruisati n tetiva
kruznice k, ¢ije su krajnje tacke neke od tih 2n tacaka, a za svake dve
od tih n tetiva vazi da nemaju zajednickih tacaka?

Resenje: Neka su tacke A;, As, ..., Ay, poredane redom ciklicki na
kruznici k i neka je a,, trazeni broj tetiva. Konstruisa¢emo rekurentnu
relaciju za a,. Tacka A; oCevidno moze biti spojena samo sa tackama
Ay;, jer u protivnom bi sa jedne strane tetive A;As; 1 imali neparan
broj tacaka, pa bi bar jedna tetiva koja polazi iz tih tacaka morala
seCi tetivu Ay Ag;_1, Sto je zabranjeno uslovom zadatka.

Kako se sa jedne strane tetive A;As; nalazi 2i — 2 tacaka kruznice
k, to te tacke mogu formirati tacno a;_; trazenih tetiva, a kako sa
druge strane tetive A;A,; ima 2n — 2i to one formiraju tacno a,_;
trazenih tetiva. Sada po principu mnozenja sledi da ako smo fiksirali
tetivu A; Ay, tada je ukupan broj trazenih tetiva a;_ia,_;. Medutim
kako i uzima sve vrednosti iz skupa {1,2,...,n}, to po principu zbira
sada sledi da je

n
ap = E A;—10p—;j = Qolp—1 + A10p—2 + ... + Ap—100.
i=1

Takode je ocevidno ag = 1,a; = 1,as = 2,a3 = 5, ¢ime je a,, potpuno
odreden, a kao Sto je poznato, to je rekurentna relacija za Katalanove

brojeve (vidi 4.4 i 4.5), pa je a, = 5 (%)
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Stek sortabilne permutacije

Neka se u kutiji A nalazi n kuglica numerisanih brojevima od 1 do
n ineka su B i C prazne kutije. Posmatrajmo sada algoritme koji pri-
menjuju samo dve radnje, dva koraka, (ozna¢imo ih sa 11 0) u nekom
proizvoljnom redosledu i koji mogu prebaciti sve kuglice iz kutije A u
kutiju C":
1: Kuglica sa najmanjim brojem se prebacuje iz kutije A u kutiju B
0: Kuglica sa najve¢im brojem se prebacuje iz kutije B u kutiju C

Jasno je da svaki od tih algoritama, koji ¢e se zavrsiti u taéno 2n
koraka, odreduje neki niz od n nula i n jedinica.

Takode je ocevidno da svaki niz od n jedinica i n nula ne odreduje
neki algoritam od 2n koraka, jer se moze desiti da je na redu korak 0,
a kutija B prazna, $to nije moguce!

Interesuju nas samo algoritmi koji ¢e moéi prebaciti sve kuglice iz
kutije A u kutiju C, tj. oni od 2n koraka i zva¢emo ih stek sortabilnim.

Svaki od ovih algoritama pocetnu permutacija 123...n skupa N,,,
preslikava u permutaciju takode skupa N,,, gde je prvi elemenat broj
kuglice koja je prva usla u kutiju C', ... | k - ti elemenat broj kuglice
koja je k -ta usla u kutiju C' za svako k € N,, = {1,2,...,n}.

Ovako dobijena permutacija zove se stek sortabilna
permutacija.

Na primer ako je n = 4, tada niz (algoritam) 11110000 po gore defi-
nisanom, permutaciju 1234 preslikava u permutaciju 4321, tj. perm-
utacija 4321 jeste stek sortabilna, dok nizu 11011000 odgovara per-
mutacija 2431.

Ovo se moze interpretirati sa kompozicijom vagona 1234 koji se
nalaze u kutiji A i koji mogu da se kre¢u po Sinama samo u smerovima
strelica na sledecoj slici 4.1. Da bi se ostvarila prethodna stek sorta-
bilna permutacija treba prvo da vagoni 1 i 2 udu u stek (kutiju B), a
zatim vagon 2 da prede u C. Nakon toga 3 i 4 ulaze u B. Na kraju 4,3
i 1 izlaze iz B i naravno ulaze u C.
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e Y

2431

Figure 4.1: Stek sortabilna permutacija.

Ocevidno je da svakom nizu koji sadrzi tacno 4 jedinice i 4 nule,
moze, a i ne mora da odgovara neka stek sortabilna permutacija. Ni-
zovima koji pocinju sa 0 ocito ne odgovara nijedna stek sortabilna
permutacija jer je nemogué prvi korak algoritma da se iz kutije B
prebaci kuglica u kutiju C', zbog toga Sto je kutija B praznal

Kojim nizovima koji imaju tacno n nula i n jedinica odgovara stek
sortabilna permutacija?

Iz definisanog algoritma ocevidno je da kada je kutija B prazna,
tada korak algoritma

0: Kuglica sa najve¢im brojem se prebacuje iz kutije B u kutiju C
nije moguc!

Prema tome, nizu koji imaja tacno n nula i n jedinica, odgovara
stek sortabilna permutacija ako i samo ako za svaki pocetni podniz
vazi da u njemu nema viSe nula nego jedinica, jer u protivhom ce
se desiti da je kutija B prazna, a da treba primeniti korak 0 Sto je
nemoguce.

Da li je permutacija 312 stek sortabilna?

Sada ocevidno na osnovu Katalanove teoreme 4.2 sledi teorema:
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Teorema 4.8 Broj stek sortabilnih permutacija skupa {1,2,...,n} je
1 2n
n+1\n /)’

Generativne funkcije

Evo opet tesne veze izmedu funkcija i kombinatorike.

Definicija 4.9 Funkcija f : R — R je generativna za niz a, ako je
razvoj u Maklorenov red funkcije f:

[e.9]

f(x):Zanx”:ao+a1x+a2x2+...+an:p”+,,,

n=0

Postavlja se pitanje kako do¢i do generativne funkcije f(x) za Kata-
lanove brojeve i kako zatim do¢i do eksplicitne formule Katalanovih
brojeva a, = #1(2:), ako je niz a, zadat rekurzivno sa ayp = 1 i
ap = Aolp_1 + A10p_2 + ... + a,_1a09. Evo postupka prezentovanog

preko ovog primera Katalanovih nizova.
(o)

Neka je f(x) = Z a,x" generativna funkcija Katalanovih brojeva
n=0

a, = |K(n,n)|, tj. broja Katalanovih nizova. Sada sledi da je f?(z) =
Fo) - () =
= apap+(apa1+arag)r+. . .+ (agan_1+a10, o+ . . +an_1a0)r" 4. =
= a1 tasr+azr’+. . a2+ = Hagrtaor? 4. Haat T L) =
=l(-l+a+tamz+ax®+.. . +a,x" ' +...) =1(=1+ f(z)) odakle
sledi funkcionalna jednacina f?(z) = 1(—=1+ f(z)), tj.

zf*(z) — flz) +1=0,

Gije je redenje f(z) = i 316_455. Kako je f(x) jedinstveno odredena
funkcija, to u poslednjoj jednakosti treba ispitati da li je znak + ili

1—+v1-—-4
—. Kako je f(0) = 1 jer je ap = 11 kako je lim — Y- "

z—0 2x
. 1+4/1 -4z
1 hm—

= 00, to sledi da je f(z) = ¥ generativna
x—0 21‘

2x
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funkcija za Katalanove brojeve a,, odredene sa rekurzivnom relacijom
ap = Aolp_1 + A10p_o + ... + ay_100 1 ag = 1. Razvijanjem funkcije

1—+v1—-4x

fla) = =2

u Maklorenov red koriséenjem razvoja binoma (1 + t)* = Z (a) t

gdeje(a ala—1)(a—2)...(a—i+1)

=0
= . , dobijamo da je funkcija
1!

f@) 120\, 1 /2i
xr) = 7', paje a; = - ).
L1\ » ba] it 1\

~.
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Reci sa zabranjenim podrecima

Reci sa zabranjenim podrec¢ima su u stvari funkcije koje zadovolja-
vaju neku osobinu, samo §to je ta osobina sada ,zabranjena podrec”.

Nesaglediv je broj kombinatarnornih objekata koji se mogu defin-
isati ili interpretirati kao rec¢i sa zabranjenim podrec¢ima. Mozemo reci
da skoro svaki kombinatorni objekat mozemo okarakterisati i generi-
sati nekim skupom reci sa nekim zabranjenim podrec¢ima.

Prikazimo to na slede¢em primeru.

Primer 4.10 Neka je A podskup skupa N,, = {1,2,...,n} za koji vazi
osobina u oznaci R:

Za svaka dva susedna neparna broja koji pripadaju skupu A, broj
izmedu njih ne pripada skupu A i za svaka dva susedna parna broja
koji pripadaju skupu A, broj izmedu njih ne pripada skupu A 7

Odrediti broj svih podskupova A skupa N, koji zadovoljavaju gornju
osobinu R.

Resenje Svaki podskup A skupa N moze se okarakterisati sa funkci-
jom f = (;ﬂi:::@i), gde su z; € {0,1} za svako ¢ € N. va funkcija se
zove karakteristicna funkcija skupa (podskupa) A.

Kako ¢e izgledati funkcija f ako skup (podskup) A od kojeg je
nastala zadovoljava osobinu R7

Lako se uocava, da ako funkcija f zadovoljava uslov R, tada rec
T1%y ... Ty, koja se sastoji samo od nula i jedinica mora zadovoljavati
uslov da je u njoj zabranjena podrec¢ 101.

Prema tome, zadatak se svodi na problem odredivanja broj svih
reci duzine n, nad azbukom {0, 1} u kojim je zabranjena podrec¢ 101,
tj. odrediti broj elemenata skupa reci (funkcija):

Hn)={xn|tn=21--x, € {0,1}" A (Vk € N, _o)(2x0 1171427 101)}.
Teorema 4.11
n i—1 . . .
1—1\(n—2i4+75+2 ‘
=15 () () e
i=1 j=0

Hn)={xn|tn=21- -2, € {0,1}" A (Vk € N,,_o)(2x2 1171427 101)}.
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Dokaz.

Konstruisa¢emo reci iz skupa H(n), gde je H(n) skup svih reci
duzine n nad azbukom {0, 1} sa zabranjenom podrec¢i 101. Uoc¢imo
particiju skupa H(n) na podskupove H'(n), gde je H'(n) skup svih
reci duzine n nad azbukom {0, 1} koje sadrze tacno i elemenata 1, i
ne sadrze zabranjenu podre¢ 101. Particija je dobro izvrSena jer vazi:

:UHi(n), (VijeN)i#j = Hn)(\H(n)=0 (1)

Konstruisimo reci iz skupa H'(n). Napisa¢emo i elemenata 1, a onda
izmedu svaka dva slova 1 upisimo ta¢no jedno slovo iz skupa {a, A}.
Slovo A neka nam oznacava prazno slovo, a slovo «a je podrec¢ 00. Na
ovaj nacin je obezbedeno da izmedu svaka dva elementa 1 ne stoji
tacno jedan element 0. Ovo se moze uraditi na

(7)) »

razlicitih nacina, gde je j broj pojavljivanja slova A u re¢ima koje
konstruisemo. Kako je podre¢ o duzine dva, to ostaje da rasporedimo
josn—i—2(i—1—7) =n—3i+2j+2slova 0. Tih n—3i+2j+2 slova
0 treba rasporediti na  — 1 — 7 mesta gde se ve¢ nalaze podreci 00 i na
mestima iza i ispred reci, sto znaci na ukupnot—1—j+2=7—75+1
mesta. To rasporedivanje se moze izvrsiti na

(n—2i+j+2) (3)

t—=1J

razlicitih nac¢ina. Iz (1), (2) i (3) sledi tvrdenje teoreme. O

Teorema 4.12

202 — 2a0+ 3

HO)| = |t o)

gde je o realan koren jednacine treéeg stepena x® — 2x% +x —1 = 0,
iz intervala (1,2).
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Dokaz.

Posmatra¢emo azbuku A = {0,1} i zabranjenu podre¢ 101. Reci
&, € H(n) se dobijaju od reci ,,_; € H(n—1) dodavanjem jednog od
elemenata 1 ili 0 ispred njih. Neka @,,—1 € H(n—1), €2 € H(n—2)
ix,_3 € H(n—3). Dalje sledi 0,1 € H(n) i la,—1 € H(n) ako
i samo ako re¢ x,_1 ne pocinje sa 01. Kako 100x,—3 € H(n) i
10lz,—3 ¢ H(n), to znaci da 10x,—2 € H(n) ako i samo ako rec¢
T,_1 pocinje sa slovom 0. Ovo implicira rekurentnu relaciju

[H(n)| = 2[H(n —1)| = |H(n = 2)| + |H(n = 3)|,

¢ija je karakteristicna jednacina 23 — 222 + 2 — 1 = 0. Ova jednacina
ima jedan realan koren o koji je u intervalu (1,2) i dva kompleksna

korena i v ¢iji su moduli manji od 1, tj. |B| = |y| = \/I < 1.

«

Na kraju, kako je lim, _,,, " =01 lim,, ., 7" = 0 imamo

20° + 1
_
202 — 20 + 3

" O

O = |
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Glava 5
ZAKLJUCAK

Kao sto je receno u uvodu, jedan od najznacajnijih pojmova u svim
oblastima matematike jeste pojam funkcije. U ovom radu je to efekti-
vno pokazano i za kombinatoriku. Cak i vise od toga, pokazuje se da
svaki kombinatorni objekat, bilo klasi¢ne bilo neklasicne kombinatori-
ke, jeste neka funkcija sa nekim osobinama. Prema tome, operisanje sa
kombinatornim objektima je u stvari operisanje sa nekim funkcijama.

U klasi¢noj kombinatorici smo pokazali da svaki od kombinatornih
objekata jeste neka funkcija sa nekom osobinom ili joj se jednoznacéno
moze pridruziti neka funkcija sa nekom osobinom. Na primer, var-
ijacije sa i bez ponavljanja su prizvoljne funkcije odnosno injektivne
funkcije, dok kombinacije bez ponavljanja su podskupovi nekoga skupa,
ali se uvek mogu bijektivno preslikati na skup svih rastuc¢ih funkcija
nekoga skupa.

U radu je pokazano da je broj svih proizvoljnih funkcija jednak
broju varijacija sa ponavljanjem (teorema 3.3), broj injektivnih fu-
nkcija jednak broju varijacija bez ponavljanja (teorema 3.7), broj bi-
jektivnih funkcija jednak broju permutacija bez ponavljanja (teorema
3.5). Broj rastuéih funkcija jednak broju kombinacija bez ponavljanja
(teorema 3.15), broj neopadajuéih funkcija jednak broju kombinacija
sa ponavljanjem tj. broju nekih permutacija sa ponavljanjem (teo-
rema 3.10). Broj funkcija sa fiksiranim brojevima pojavljivanja slika
jednak je broju permutacija sa ponavljanjem (teorema 3.10), broj sir-
jektivnih funkcija jednak je broju particij puta faktorijel ili formuli
ukljucnja-iskljucenja. (teoreme 3.26 i 3.27) Prema tome prebrojavan-
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jem skupa funkcija odredenog tipa izvrSeno je istovremeno i prebroja-
vanje permutacija, varijacija i kombinacija sa i bez ponvljanja, sto je
jedna od poenti ovog rada.

U poglavlju neklasiéni kombinatorni objekti pokazano je da mnogi
kombinatorni objekti, vrlo znac¢ajni u primenama, se bijektivno pres-
likavaju na skup Katalanovih funkcija.

Poslednji primer u poglavlju neklasi¢ni kombinatorni objekti, uka-
zuje opet kako se proizvoljni kombinatorni objekati mogu interpretirati
reCima sa zabranjenim podrecima tj. funkcijama koje zadovoljavaju
neke odredene uslove.
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