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UVOD

Poznato je da teorija matrica ima Siroku primenu, kako u raznim obla-
stima matematike, tako i u drugim naucnim disciplinama. Teorija matrica
je oblast matematike koja je veoma zastupljena i interesantna za savre-
menu nauku, pre svega zbog Sirokog spektra njene primene u inzenjerstvu,
biologiji, hemiji, fizici, ekonomiji, medicini i drugim nau¢nim disciplinama.
Atraktivnost ove oblasti pojacana je, u poslednje vreme, zbog brzog razvoja
racunara i njihovih performansi, koje omogucavaju reSavanje problema line-
arne algebre velikih dimenzija, koji su pre pojave savremenih racunara bili
smatrani prakticno nemoguéim za resavanje.

Resavanje sistema linearnih jednacina i problema karakteristi¢nih korena
predstavlja sustinu vec¢ine prorac¢una u nauci, inzenjerstvu, ekonomiji i sro-
dnim naucnim disciplinama. Mnogi softverski paketi za resavanje problema
linearne algebre su razvijeni u poslednjih nekoliko decenija. Pa ipak, oni
uglavnom nisu adekvatni za pokrivanje (reSavanje) svih moguéih specijalnih
situacija. Za optimizaciju performansi za reSavanje datog problema linearne
algebre sa specijalnom strukturom je i dalje potrebno modifikovati i prilago-
diti postojece algoritme.

Moguca primena dijagonalne dominacije ogleda se u nekoliko algoritama
za reSavanje problema kao Sto su segmentacija slike, gradijent u slikanju
i totalna varijacija (koji se baziraju na reSavanju simetricnih dijagonalno
dominantnih linearnih sistema). Tekuéa istrazivanja na temu ekvilibrijuma
sistema, nastalim usled resavanja problema finansijskih proracuna, takode ko-
riste uslove dijagonalne dominacije. Takode, mnogi problemi kvantne hemije
reSavaju se primenom svojstava dijagonalne dominacije. Medu njima po-
menimo racun konfiguracije interakcija, racun elektronske strukture ¢vrstih
tela, Sirenje elektromagnetnih talasa, itd.

Zbog znacaja primene dijagonalne dominacije nastala je potreba za nje-
nim generalizacijama u pravcu izucavanja teorije H-matrica. Potreba za
izucavanjem H-matrica nastala je, s jedne strane, zbog potrebe generalizo-
vanja veoma dobro poznate klase M-matrica na klasu koja nec¢e zahtevati
znakovnu strukturu elemenata matrice tako strogo kao sto je to slucaj sa
M-matricama, a sa druge strane, iz problema u ekonomiji. Na ovom mestu
pomenuc¢emo neke od znacajnih i interesantnih primena, kao npr. problem
linearne komplementarnosti u teoriji optimizacije, primena u industriji au-
tomobila (u modeliranju dinamike fluida), matematickoj fizici, kontrolnoj
teoriji, teoriji stabilnosti dinamickih sistema, itd.



U teoriji stabilnosti dinamickih sistema predmet proucavanja je svojstvo
stabilnosti (tj. vazno je znati da li svaki karakteristi¢ni koren odgovarajuce
matrice ima negativan realan deo). Ovo svojstvo je znacajno u ispitivanju
ravnoteze sistema diferencijalnih jednacina, kojima su opisani dinamicki si-
stemi, Cije se stanje menja prema nekom pravilu, tokom vremena, i postavlja
se pitanje o dugoroénom ponasanju takvih sistema. Na taj nacin je matricna
stabilnost inicijalno orudje u proucavanju ovakvih pojava.

Sto se problema linearne komplementarnosti tice, sustina je u tome da
trazimo nenegativan realan n-dimenzionalni vektor z € R", takav da vazi

Mz+qg>0

A (Mz+q) =0,

za date M € R™ i ¢ € R". Jedan od uslova koji omogucava resavanje
ovog problema iterativnim postupcima, posebno SOR-iterativnim postupkom
[31], jeste da je posmatrana matrica M H-matrica, sa strogo pozitivnim
dijagonalnim elementima, tj.

mg; > 0, i:1,2,...,n.

Provera da li je data matrica A H-matrica (regularna) je veoma vazno i
dalje otvoreno pitanje. Karakteristika H-matrica se ogleda u ¢injenici da je
data matrica A H-matrica ako i samo ako se moze skalirati (pomnoziti s desne
strane) regularnom dijagonalnom matricom tako da rezultujuc¢a matrica bude
strogo dijagonalno dominantna. Problem nastaje u tome $to nije lako naci
pomenutu regularnu dijagonalnu matricu. Ona je poznata samo za neke
potklase H-matrica, o cemu ¢e biti re¢i kasnije.



1 OZNAKE, DEFINICIJE I TEOREME

U ovom odeljku ¢emo navesti standardne oznake, definicije i teoreme koje
¢emo koristiti u daljem izlaganju.

Za proizvoljan prirodan broj n, sa C" ¢emo oznacavati n-dimenzionalan
kompleksan vektorski prostor vektora kolona x = [z1, s, ..., x,]7, gde su x;
kompleksni brojevi, za sve indekse i = 1,2, ..., n.

Za svaka dva proizvoljna prirodna broja m,n € N, sa C™" ¢emo
oznacavati familiju svih m x n matrica ¢iji su elementi kompleksni brojevi.
Matricu A € C™" ¢éemo krace oznacavati sa A = [a, ], ili sa

a1 Q12 ... Aip

21 Q292 ... Q2pn
A= . . )

m,1 Qm2 .. Qmn

gdejea;; € C,zal<i<m,1<j<n element i-te vrste i j-te kolone
matrice A.

Analogno prethodnom, sa R", odnosno R™" ¢emo oznacavati, respe-
ktivno, n-dimenzionalan realan vektorski prostor vektora kolona i
familiju svih m x n realnih matrica.

Sa N :={1,2,...,n} éemo oznacavati skup indeksa, a sa

ri(A) = ) ayl

JEN\{d}

¢emo oznacavati sumu vandijagonalnih elemenata i-te vrste (koju ¢emo
nadalje, ako ne postoji opasnost od konfuzije, krac¢e oznacavati sa r;). Za
matricu A dimenzije 1, definisemo r;(A) := 0.

Za neprazan podskup S C N, sa S ¢emo oznacavati komplement skupa
S u odnosu na skup indeksa N, tacnije S := N\S.

Sa
(A=) lay
JEN\{i}
¢emo oznacavati deo sume vandijagonalnih elemenata i-te vrste koji
odgovara podskupu S. Ocigledno je za proizvoljan podskup S i svaki
indeks i € N, r;(A) = 7 (A) + 17 (A).




Sa I ¢emo oznacavati jedini¢nu matricu, tj. matricu ¢iji su svi dijago-
nalni elementi jednaki jedan, a vandijagonalni elementi su joj jednaki nuli.
Ukoliko je neophodno naglasiti red te matrice, oznac¢avacemo je sa I,,.

U ovom odeljku ¢emo navesti i neke definicije, leme i teoreme koje ¢emo
kasnije koristiti i koje predstavljaju teorijsku podlogu za dalje izlaganje.

Definicija 1.1. Kompleksan broj A je karakteristicni koren kvadratne
matrice A ako postoji vektor x € C", x # 0, takav da je Ax = \x.

Definicija 1.2. Spektar matrice A, u oznaci o(A), je skup svih njenih
karakteristicnih korena.

Definicija 1.3. Spektralni radijus matrice A = [a;;] € C*™ jednak je
maksimalnom modulu njenih karakteristicnih korena, tj.

p(A) == max{|A| : A € 0(A)}.

Razne primene uslovile su razvoj i aktuelnost teorije H-matrica i stalno
zanimanje za njihovo proucavanje. Samo proucavanje H-matrica usko je po-
vezano, kako ¢emo videti u daljem izlaganju, sa teorijom M-matrica, koje su
veoma mnogo izucavane zbog svoje prakticne primene u nauci i inzenjerstvu,
kao i sa teorijom uopsteno dijagonalno dominantnih matrica (tzv. GDD-
matrica, od engleskog generalized diagonally dominant matrices). Preciznije
receno, klasa H-matrica i klasa GDD matrica su jedna te ista klasa. H-
matrice su blisko povezane sa M-matricama, Sto se moze videti iz narednih
definicija i tvrdenja.

Definicija 1.4. Za matricu A = [a; ;] € R™" re¢i éemo da je L-oblika ako
je a;; <0, za sve parove indeksa i,j € N, takve da je i # j.

Definicija 1.5. Matricu A = [a; ;] € R™" koja je L-oblika, naziva¢emo M-
matrica ako je reqularna i ako je njena inverzna nenegativna, tj. A~ > 0.
Lema 1.1. Ako je matrica M-matrica, onda su joj svi dijagonalni elementi
pozitivna.

Napomenimo samo da ¢emo u ovom radu pod M-matricom podrazume-
vati reqularnu M-matricu, dok se u literaturi moze naé¢i pojam i definicija
singularnih M-matrica.

Svakoj matrici A = [a;;] € C™" mozemo pridruziti matricu < A >,
koju ¢emo zvati pridruzena matrica matrice A, i koju ¢emo definisati na

sledeéi nacin: | . .
a;il, 1=17

< A>= ve

{ _|ai7j|7 t 7é J




Definicija 1.6. Matricu A = [a;;] € C"" naziva¢emo H-matrica ako je
njena pridruZena < A > M-matrica.

Ocigledno je, prema gornjoj definiciji, svaka H-matrica regularna.

Teorema 1.1. Matrica A € C™" je H-matrica ako i samo ako postoji requ-
larna diagonalna matrica X, sa pozitivnim dijagonalnim elementima, takva
da vazi:

za svaki indeks i € N, gde je (AX), ; element i-te vrste i j-te kolone matrice

AX.

1.1 Lokalizacija karakteristi¢nih korena i regularnost

O pravcima generalizacije dijagonalne dominacije govori¢emo, izmedju
ostalog, i zbog njihove tesne veze sa mogunostima lokalizacija karakteristicnih
korena. Kada govorimo o lokalizaciji karakteristicnih korena, neizbezno go-
vorimo o Gersgorinovoj teoremi.

Lepota Gersgorinove teoreme lezi u njenoj jednostavnosti. Naime, za
proizvoljnu matricu A € C™", lako se izracunavaju vrednosti {r;(A)}ien,
koje predstavljaju prec¢nike (radijuse) n diskova ¢ija unija sadrzi n karakte-
risti¢nih korena matrice A.

i-ti Gersgorinov disk (krug) je skup
FZ(A) = {Z ecC: |Z — CL,‘7Z‘| S T‘Z(A)}, (1)

koji predstavlja zatvoren i ogranicen disk u kompleksnoj ravni, sa centrom u
a;; 1 polupre¢nikom r;(A), a Gersgorinov skup je unija svih Gersgorinovih
diskova:

L(A) = | JTuA).
iEN
Ova unija diskova se moze smatrati Gersgorinovim skupom i svake ma-
trice B € C™", za koju je b;; = a;; i r;(B) = r;(A), za sve indekse i € N,
dakle, o(B) C T'(A) za sve ovakve matrice B.

U Varginoj knjizi (vidi [33]) dati su razliciti aspekti primene ¢uvene
Gersgorinove teoreme o lokalizaciji karakteristicnih korena date matrice, koja
je inspirisala dalja istrazivanja u toj oblasti. Vargina knjiga daje pregled
rezultata nastalih na osnovu Gersgorinovog rezultata, kao i vezu teoreme o



lokalizaciji karakteristicnih korena, s jedne, i teoreme o regularnosti date ma-
trice, s druge strane, koja predstavlja pocetnu tacku za dalje lepe rezultate.
Odgovarajucée teoreme Gersgorinovog tipa (o kojima ¢e biti reci) ekvivalentne
su tvrdnji da je svaka matrica odgovarajuce potklase H-matrica regularna.
Konac¢no, tvrdnja da svi karakteristicni koreni date matrice pripadaju mini-
malnom Gersgorinovom skupu je ekvivalentna tvrdnji da je svaka H-matrica
regularna.

Teorema 1.2. (Gersgorin) Za svaku kvadratnu matricu A € C™™ i svaki
karakteristicni koren A € o(A) postoji indeks k € N takav da je:

’)\ — ak7k| S Tk(A) (2)

Stoga, N € T'y(A), odakle sledi da je N\ € I'(A). Kako ovo vaZi za svaki
karakteristicni koren X, tada je:

o(A) C T(A).

Dokaz: Za svaki karakteristicni koren A € o(A), neka je 0 # z =
[21, 9, ..., z,]T € C" pridruzeni karakteristicni vektor, tj. vazi Az = Az, pa
je ZjGN a; jT; = A\;, za svaki indeks 7 € N. Kako je x # 0, postoji indeks
k € N za koji je 0 < |xg| = max{|z;| : i € N}. Tada je D, 5 arivi = Ay,
ili, ekvivalentno tome,

Uzimajuc¢i module u prethodnoj jednakosti i koriste¢i nejednakost trougla,
dobija se

N —argl okl <D awal el <D lakal - lael = Jax| - ri(A),

ieN\{k} i€N\{k}

i, deledi sa |xy| > 0, dobija se nejednakost (2). Tada, na osnovu (1) karakte-
risticni koren A € I'y(A) i, stoga je A € I'(A). Kako ovo vazi za proizvoljan
indeks A € o(A), sledi 0(A) CT'(A). Ovim je dokaz zavrsen A

Da bismo pokazali vezu Gersgorinove teoreme i teoreme o regularnosti,
najpre ¢emo uvesti pojam dijagonalno dominantnih i stogo dijagonalno do-
minantnih matrica.

Definicija 1.7. Matrica A = [a;;] € C*" je dijagonalno dominantna,
ili krace DD, ako vazi
|laii| > ri(A), (3)

za svaki indeks i € N, i za bar jedan indeks k € N je |ay | > rip(A).
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Definicija 1.8. Matrica A = [a; ;] € C™" je strogo dijagonalno domi-
nantna, ili krace SDD, ako vazi

|aii > 1i(A), (4)
za svaki indeks i € N.

Imajuéi u vidu definiciju 1.8 stroge dijagonalne dominacije, vazi sledeca
teoremas:

Teorema 1.3. Ako je matrica A € C™" strogo dijagonalno dominantna, tada
je A regularna.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je A € C™" strogo dijagonalno
dominantna i singularna matrica. To znaci da 0 € o(A). Medutim, iz (2), za
A = 0, postoji indeks k € N takav da je |\ — ag x| = |arxk| < 7r(A), $to je u
kontradikciji sa uslovom stroge dijagonalne dominacije matrice A A

Pokazali smo, dakle, da teorema 1.3 sledi iz teoreme 1.2. Pokazac¢emo
da obrat takode vazi (za vise detalja vidi [33]). Pretpostavimo da vazi
prethodna teorema i pretpostavimo da ne vazi Teorema 1.2, tj. da za neku
matricu A € C™" postoji karakteristicni koren A\ takav da je

A —agr| > rm:(A) za sve indekse k € N. (5)

Uzevsi B := A\, — A := [b; j|, dobija se da je B singularna matrica. S druge
strane, sledi r,(B) = rg(A) i |A\ — arg| = |brk|, za svaki indeks k € N.
Primenom prethodne teoreme zakljucujemo da je B regularna matrica, Sto
je kontradikcija.

Ovim smo pokazali da su prethodne dve teoreme, Gersgorinova o lokali-
zaciji karakteristicnih korena, i teorema o regularnosti SDD matrica, ekviva-
lentne, ¢ime je povezana teorija o lokalizaciji karakteristicnih korena i teorija
regularnosti matrica.

Jos jedan interesantan rezultat moze se nac¢i u radu Gersgorina iz 1931.
godine. Naime, Gersgorinova teorema se moze primeniti na matricu X 1AX,
koja je slicna sa matricom A, pa zato ima iste karakteristi¢ne korene.

Ako sa
rX(A) =X TAX) = ) lassl2;

Ty
JEN\{i}



za sve indekse ¢ € N i pozitivan vektor z, oznac¢imo ¢-tu uopstenu sumu

vrste, i sa
I (A) = {2z € C: |z — ay;| <r¥(A)}

1-ti uopsteni Gersgorinov disk, a sa

I (A) =TT (4)

1EN

uopsteni Gersgorinov skup, vazi sledece tvrdenje:

Teorema 1.4. Za svaku kvadratnu matricu A € C™" i svaki pozitivan vektor
r € R™ je
o(A) C T (A).

Konacno, posto je x proizvoljan pozitivan vektor, bolja lokalozacija ka-
rakteristicnih korena dobice se presekom uopstenih Gersgorinovih skupova za
viSe razglicitih izbora vektora x, ili, ¢ak, svih mogucih izbora vektora x, u kom
slucaju govorimo o minimalnom Gersgorinovom skupu. Vise detalja o
tom skupu, njegovoj definiciji i osobinama moze se naéi u [33] i .

1.2 Nerazlozivost

Definicija 1.9. Matrica P € R™" je matrica permutacija ako postoji
permutacija T, tj. jedan-jedan preslikavanje m : N — N, takvo da je P =
i ] == [0in(jy] € R™™, gde je dpy poznata Kronekerova delta funkcija

5o [ 1 k=1
R0 k£

Definicija 1.10. Matrica A € C™"™, n > 2, je razloZiva ako postoji matrica
permutacija P @ prirodan brojr, 1 < r < n, takav da

A A
PTAP — 1,1 Aig
|: 0 AQ’Q
gde je Ay € C™7, Agy € C* 7" Ako takva matrica P ne postoji, reci
éemo da je A merazloziva. Ako je A € CH, reéi éemo da je A nerazloZiva
ako je njen jedini element razlicit od nule, inace je razloZiva.

Svojstvo nerazlozivosti prva je uvela i koristila u svom radu Olga Tau-
ski, cetrdesetih godina XX veka, pokazujuéi tako blisku povezanost teorije
grafova i teorije matrica. Naime, matrice mozemo posmatrati kao uopstene



usmerene grafove, u kojima indeksi vrsta, ili kolona, predstavljaju ¢vorove,
a elementi razlic¢iti od nule predstavljaju grane.

Dakle, za proizvoljnu matricu A € C™" sa {vy,v9,..,v,} ¢emo oznaciti
n razlicitih tacaka koje ¢emo nazivati €vorovi. Za svaki element a,; € A
razlicit od nule, pravi¢emo usmerenu granu vﬁj, koja ¢e povezivati ¢vor v;
sa ¢vorom v;. U slucaju da je ¢ = j, tj. a;; # 0, granu v;0; éemo nazivati
petlja. Skup svih takvih usmerenih grana E(A) := {v?vj: a;; #0,4,j € N}
zajedno sa skupom ¢vorova V(A) := {vy,v,..,v,} predstavlja usmereni
graf G(A) pridruzen matrici A.

Grane se mogu nadovezivati i tako praviti puteve koji povezuju dva ne-

> .. — — — .

susedna ¢vora. Tako u grafu G(A) postoji put v, vs,, Vi, Vig,. . ., v;,_, v, ako i

samo ako je niz indeksa {i;},_, € N matrice A takav da a;,_,;, # 0 za sve
indekse 1 < 7 <[, Sto se moze napisati i u obliku:

l
H aij,yij 7é 0.
Jj=0

Dalje, struktura grafa moze biti takva da se sastoji iz jednog bloka, ¢iji su
svi indeksi medusobno povezani, ili iz viSe blokova koji nisu medusobno po-
vezani, sa ¢im u vezi je sledeca definicija:

Definicija 1.11. G(A) pridruzen matrici A € C™" je jako povezan, ako
za svaki ureden par razlicitih cvorova (v;,v;) postoji usmeren put u G(A) od
cvora v; do cvora v;.

Dalje, interesantno je primetiti da se permutacijom elemenata matrice ne
menja struktura grafa, tj. G(A) = G(PTAP).

Teorema 1.5. Proizvoljna matrica A € C™" je nerazloZiva ako © samo ako
je njen pridruzeni graf jako povezan.

Kao sto smo veé rekli, nerazlozivost matrice, u kombinaciji sa osobinom
dijagonalne dominacije, dovoljna je da obezbedi regularnost matrice. Upravo
to je tvrdenje koje je prva formulisala i dokazala Olga Taussky:

Teorema 1.6. (Olga Taussky) Svaka nerazloZiva matrica A € C™", koja je
dijagonalno dominantna, je reqularna.
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2 SDD MATRICE

Iako smo u odeljku o lokalizaciji karakteristicnih korena ve¢ dali definiciju
SDD matrica, ovde ¢emo je ponoviti, ne samo zbog istorijskog osvrta na njen
nastanak, ve¢ i zbog specijalnog - centralnog mesta koje ta klasa zauzima u
svim razmatranjima koja slede.

Teorema o regularnosti SDD matrica najcesée se vezuje za radove Lévy
i Desplanque, mada je u slucaju kompleksnih matrica dokazana i od strane
Minkowskog i Hadamard-a.

Teorema 2.1. (Lévy-Desplanque) Neka je A = [a; ;] € C*™ proizvoljna ko-
mpleksna matrica. Ako vazi:

|ai | > ri(A), (6)
za svaki indeks i € N, tada je A reqularna matrica.

Da bismo ustanovili da li je neka matrica reda n strogo dijagonalno do-
minantna, treba proveriti n nejednakosti, tj. proveriti da li za svaku od n
vrsta vazi da je moduo dijagonalnog elementa strogo vec¢i od zbira modula
vandijagonalnih elemenata odgovarajuée vrste.

Vrste matrice A za koje vazi uslov stroge dijagonalne dominacije naziva-
¢emo SDD vrste.

Ako se uslov (6) primeni na transponovanu matricu matrice A, tada govo-
rimo o strogoj dijagonalnoj dominaciji po kolonama, tacnije vazi:

|ag| > ri(AT) (7)
za svaki indeks 7 € N.

Postavlja se pitanje sta se desava sa matricama kod kojih nisu sve vrste
SDD. Odgovor nije jednoznacan s obzirom da postoje singularne matrice sa
samo jednom ne-SDD vrstom, a postoje i regularne matrice sa samo jednom
SDD vrstom. Stoga je interesantno otkriti koliko je SDD-vrsta potrebno
da se osigura regularnost matrice i koji su jos uslovi potrebni da bi to bilo
zadovoljeno.

Sledec¢e pitanje koje se prirodno postavlja je da li su dijagonalno domi-
nantne matrice takode regularne. Odgovor je u opstem slucaju ne, ali ako se
osobini dijagonalne dominacije doda nerazlozivost (vidi sekciju 1.2), dobijena
klasa bice klasa regularnih matrica.
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3 GDD MATRICE

Definicija 3.1. Matrica A € C™" naziva se uopsteno dijagonalno domi-
nantna (krace GDD, od engleskog generalized diagonally dominant) matrica
ako postoji regularna dijagonalna matrica X takva da je AX strogo dijago-
nalno dominantna.

Na osnovu Teoreme 1.1 sledi da su GDD matrice i H-matrice, u stvari,
jedna te ista klasa. Da budemo sasvim precizni, GDD matrice i regularne
H-matrice su jedna te ista klasa.

Drugim rec¢ima, vazi slede¢a teorema:

Teorema 3.1. Matrica A € C"" je H-matrica ako i samo ako je GDD
matrica.

GDD matrice se dobijaju iz SDD matrica mnozenjem matrice A s desne
strane proizvoljnom pozitivhom dijagonalnom matricom. Kako svaki dijago-
nalni element matrice X mnozi odgovarajucu kolonu matrice A i tako formira
kolonu matrice AX, ovaj postupak ¢emo nadalje nazivati skaliranje, proi-
zvod AX ¢emo nadalje nazivati skalirana matrica, a pozitivnu dijagonalnu
matricu X skaliraju¢a matrica.

U literaturi su poznate razne klase regularnih matrica, koje su, u stvari,
potklase H-matrica, odnosno GDD matrica. Za svaku od tih potklasa, na-
ravno, postoji beskona¢no mnogo skaliraju¢hi matrica, koje tu potklasu svode
na SDD oblik. Medjutim, ponekad je posmatrana potklasa (nazovimo je za
trenutak potklasa K) takva da se moze okarakterisati specijalnim oblikom
skaliraju¢e matrice i to u slede¢em smislu:

e za svaku matricu iz potklase K postoji skaliraju¢a matrica datog oblika
koja je svodi na SDD, ali i

e ako za matricu postoji skaliraju¢a matrica datog oblika koja je svodi
na SDD, onda ona pripada potklasi K.

Kao $to se moze videti iz radova [7], [32], [29], [22], [19], poznavanje tog
posebnog oblika, tj. strukture skaliraju¢e matrice moze biti od zaista ve-
like koristi u raznim oblastima primenjene linearne algebre - od lokalizacije
karakteristicnih korena, preko prosirenja oblasti konvergencije relaksacionih
postupaka, do ocena determinanti ili, pak, elegantnijeg dokazivanja raznih
osobina matrica, na primer osobina Surovog komplementa. Nazalost, veoma
je mali broj potklasa matrica za koje se zna oblik skaliraju¢e matrice. U ovom
radu ¢emo navesti do sada poznate takve potklase - Dasnjic - Zusmanovic¢
matrice i S-SDD matrice.
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Za ostale navedene potklase, postojanje sklairaju¢e matrice nije, naravno,
sporno, ali se o obliku te skaliraju¢e nezna nista.

U poslednjih par godina, formiarani su i odgovarajuéi iterativni postupci
za ispitivanje da li ja data matrica H-matrica, a koji se oslanjaju upravo na
tehniku skaliranja. Za vise informacija o tome, videti [1], [2], [21], [23], [25],
[26], [27], [28], [29] i [34].

3.1 Ostrovski matrice

Prvo i najvise koris¢eno i citirano uopstenje stroge dijagonalne dominacije
jeste ono koje kombinuje dva razlicita indeksa, a u literaturi je poznato pod
raznim imenima: duplo dijagonalno dominantne ili Ostrowski matrice.

Definicija 3.2. (Ostrovski matrice) Proizvoljna matrica A = [a;;] € C*™ se
naziva Ostrovski matrica ako vazi

\aiqllaj ;| > ri(A)r;(A)  za svei,j € N, i#j. (8)

Teorema 3.2. (Teorema Ostrovskog, [5]) Za svaku matricu A = [a; ;] € C*™,
n > 2, za koju vazi

la;illaj ;| > ri(A)rj(A), za svei,j € N, i #j,
sledi da je matrica A reqularna tj. A je H-matrica.

Ocigledno, ako je A SDD, tada ona pripada i klasi Ostrovski matrica, dok
obrnuto ne mora da vazi, $to se vidi u slede¢em primeru:

Primer 3.1. Matrica

311 1
0 4 1 1
Ar=100 4
111 4

ocigledno nije SDD, jer prva vrsta nije SDD, naime |a;;| = 3 = ri(A).
Medjutim, lako se vidi da je za svaka dva razlicita indeksa i,5 = 1,2,3,4,
zadovoljen uslov

|aiillaj;| > ri(A)r;(A),

pa, dakle, Ay jeste Ostrovski matrica.

Ekvivalent prethodne teoreme na polju lokalizacije karakteristi¢nih ko-
rena je poznata Brauerova teorema.
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Teorema 3.3. (Brauer) Za svaku matricu A = [a; ;] € C*",n > 2, i za svaki
karakteristicni koren \ postoji par razlicitih indeksa 1,7 € N takvih da vazi

)\ € KZJ(A) = {Z € (C : |Z — CLZ'J‘HZ — aj,j| S Tl(A)T‘](A)}

Kao posledica ovog, svi karakteristi¢ni koreni date matrice A pripadaju skupu

K(A) = ) Ki;(4)
1,JEN,
i
K, j(A) je (4, j)-ti Brauer-Kasinijev oval za matricu A, dok se K(A) naziva
Brauerov skup i predstavlja uniju (g) ovala. Interesantno je primetiti da I'(A)
i KL(A) zavise samo od a;; i r;(A), i € N.

Kao posledica ¢injenice da su SDD matrice podskup Ostrovski matrica,
zakljucujemo da je Brauerov skup podskup Gersgorinovog skupa. Naime,
vazi sledec¢a teorema:

Teorema 3.4. (Brauer) Za svaku matricu A € C™" je

K(A) C T(A).

3.2 Uopstenja kombinacijom vrsta i kolona

Jedan od pravaca generalizacije dijagonalne dominacije jeste generalizaci-
ja dijagonalne dominacije kombinacijom vrsta i kolona. Na ovaj nac¢in moguce
je definisati nove potklase matrica, o kojima ¢e biti rec¢i u ovom odeljku.
Slede¢u, dobro poznatu potklasu H-matrica, koju je uveo takode Ostrowski,
naziva¢emo a-matricama.

Definicija 3.3. Matricu A € C™" éemo nazivati ol matrica ako postoji
parametar « € [0,1], takav da za svaki indeks i € N vazi

la;i| > ari(A)+ (1 — a)ri(AT).

Definicija 3.4. Matricu A € C™" éemo nazivati a2 matrica ako postoji
parametar o € [0,1], takav da za svaki indeks i € N vaZi

\aiyi ’ > 7"1'(14>a’l“i (AT)l_a.

Moze se primetiti da je pojam dijagonalne dominacije u definicijama 3.3 i
3.4 uopsten u pravceu kombinacije pojma dijagonalne dominacije po vrstama
(3) i po kolonama (7).

Sto se tice regularnosti, vazi sledeéi rezultat:
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Teorema 3.5. Ako je matrica A € C™" al ili a2 matrica, tada je ona
reqularna, stavise, ona je H-matrica.

Ove dve klase matrica predstavljaju uopstenja klase SDD matrica i obe
su potklase H-matrica. Lako je pokazati da je klasa a1 podskup klase a2. U
odnosu na prethodno navedene potklase H-matrica, ove dve klase o matrica
stoje u opstem odnosu, o ¢emu svedoce primeri navedeni u poglavlju 4.1.

Kao i ranije, predstavicemo odgovarajuce rezultate u oblasti lokalizacije
karakteristi¢nih korena:

Teorema 3.6. Svi karakteristicni koreni matrice A € C*" pripadaju skupu

Ai4) = () U,

0<a<lieN
gde je
¢ (A) :={z € C: |z —ay| < ari(4) + (1 — a)r;(A")}, i€ N.

Teorema 3.7. Svi karakteristicni koreni matrice A € C™" pripadaju skupu

A(A) = [ T A),

0<a<lieN

gde je
I92(A) = {z € C: |z — ay| < ri(A)*ri(AT)'"*},i e N.

Posto je klasa al sadrzana u klasi a2, sledi da vazi T¢'(A) C T'¢?(A) za
svaki indeks 7 € N. Stoga je teorema 3.6 trivijalna posledica teoreme 3.7.

Obe navedene teoreme, sa prakti¢nog stanovista, nemaju preterano veliku
upotrebnu vrednost, posto se oblast lokalizacije definise kao presek koonti-
num mnogo oblasti. Medutim, nedavno, u radovima [12] i [3] pokazano je da
se ove dve oblasti mogu ekvivalentno zapisati u obliku mnogo prakti¢nijem
za upotrebu.

3.3 Uopstenja izdvajanjem podskupa indeksa

U ovom poglavlju naves¢emo potklase matrica nastale uopstavanjem
uslova stroge dijagonalne dominacije izdvajanjem skupa indeksa. Tu spa-
daju potklase:

e Dasnjic-Zusmanovi¢ matrice i
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e S-SDD matrice.

I ovde ¢emo, kao i u prethodnom poglavlju, uporedo sa definicijom odgo-
varajuc¢e potklase H-matrica, navesti i odgovarajuce teoreme o lokalizaciji
karakteristicnih korena date matrice.

Ponovimo da je:
N ={1,2,...,n} skup indeksa.

Sa S ¢emo oznacavati ma koji neprazan podskup skupa indeksa, ¢ # .5 C N;
tada je S = N\S oznaka za komplement skupa S u odnosu na N.

Kao sto je
ri(A) = Z |ai ;]
JEN\{i}
oznaka za sumu vandijagonalnih elemenata i-te vrste, sa
s
i (A) = Z |ai
JES j#i
¢emo oznacavati deo te sume koji odgovara podskupu S. Tako je
ri(A) =1 (A) + 1] (A).
Sa

i (A) = r(xVAx) = Y Jaisl;

JEN\{i}
za sve indekse ¢ € N i pozitivan vektor z, oznac¢imo i-tu uopstenu vandi-
jagonalnu sumu vrste.

X

Za matricu A € C™", za koju je a; # 0, za sve i € N, koristimo jo$ i

oznaku
s

r7 (A) )
RI(A) = > hhuhl €N
jes\iiy

za proizvoljan neprazan S C N. Vazi Rf’(A) =0.

3.4 Dasnjic-Zusmanovi¢ matrice

Potklasa klase H-matrica, koju ¢emo slede¢u predstaviti u ovom radu,
medu onima koje su nastale uopstenjem uslova stroge dijagonalne domina-
cije, je klasa Dasnjic-Zusmanovi¢ matrica, kra¢e DZ-matrica. Matrice koje
pripadaju ovoj klasi zadvoljavaju svojstvo navedeno u narednoj teoremi:
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Teorema 3.8. (Dasnjic-Zusmanovic) Za svaku matricu A = [a;;] € C*™,
n > 2, za koju postoji indeks i € N takav da vazi

|ail(laj;| —r;(A) + lajal) > ri(A)lazal, za svako j # i (9)
sledi da je A regularna, Stavise, A je H-matrica.

Ekvivalent ove teoreme u oblasti lokalizacije karakteristicnih korena je
sledec¢a teorema.

Teorema 3.9. Svi karakteristicni koreni date matrice A = [a;;] € C™™,
n > 2 pripadaju skupu

D(A) == () | Dis(4),
i€EN JEN,
J#i
gde je
D;;j(A) :={z € C: [z — aiil(|z — a;;| — r;(A) + |aza|) < ri(A)]azal}-

Klasa DZ-matrica jedna je od retkih potklasa H-matrica za koju se moze
eksplicitno rec¢i kakvog je oblika skaliraju¢a matrica.

Naime, DZ-matrice se mogu okarakterisati kao potklasa H-matrica za
koju odgovarajuca skaliraju¢a matrica pripada skupu svih dijagonalnih ma-
trica, ¢iji su dijagonalni elementi jednaki 1, svi izuzev jednog, koji je jednak
nekom pozitivnom realnom broju =, tj.

X =diaglxy, xa, .., xp] tx; =7 >0,i€ N, x; =1, j#1i,j€N.

Dakle, problem skaliranja svodi se na nalazenje pozitivne dijagonalne
matrice X gornjeg tipa, takve da je AX SDD.

Ideja za to sadrzana je u dokazu Teoreme 3.8, koji iz tih razloga ovde navo-
dimo u celini.

Dokaz teoreme 3.8: Neka je A € C™" DZ matrica, tj. neka postoji indeks
i € N takav da vazi (9). Prvo, primetimo da iz ovog uslova direktno sledi
da su svi dijagonalni elementi matrice A razli¢iti od nule. Stoga, za i € N i
svaki indeks j € N\{i}, nejednakost (9) mozemo zapisati u obliku:

ri(A) _ laj ;| —7i(A) + |a;l

\an| |a'z'|
9 .]’
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za |a;;| # 0, odnosno, kao
|CLJ',J" > Tj(A), 7Za ‘CL]'7,L'| =0.

Uvedimo sledeée oznake:

i(A) .
a;(A) = u, i
|ai i)
B(A)=  min a1 —ri(A) + |am~|’
JEN\{i}, lag,il#0 |a;il
gde je, po dogovoru, f;(A) = 400 u slucaju kada je |a;;| = 0, za svako

j € N\{i}. Ocigledno, matrica A je DZ-matrica ako i samo ako postoji
indeks i € N, takav da je a;(A4) < B;(A).
Drugim rec¢ima, interval (oy(A), 5,(A)) je neprazan, pa postoji

7 € (i(A), 5i(A)).

Za tako izabrani parametar -, dalje, konstruiSemo dijagonalnu matricu X =
diag(xy, Ta, ..., x,) tako da je x; = v 1 z; = 1 za sve indekse j € N\{i}.
Kako iz a;(A) < 7 sledi

v0aii| > ri(A) = ri(AX), (10)
aiz v < B;(A) sledi
lajj| > 1i(A) = lajil +laji| = rj(AX), zasve je€ N\{i}, (11)

zaklju¢ujemo da je matrica AX SDD matrica, odnosno, da je A GDD ma-
trica. A

3.5 S-SDD matrice

Naredna potklasa H-matrica za koju je takode poznato kako izgleda skali-
rajuc¢a matrica jeste klasa S-SDD matrica. Ova potklasa moze se definisati na
nekoliko ekvivalentnih nacina, od kojih ovde navodimo samo jedan, pogodan
za odgovarajucu oblast lokalizacije karakteristicnih korena.

Definicija 3.5. (S-SDD matrice) Za datu matricu A = [a; ;] € C™™, n > 2, i
dati neprazan pravi podskup S skupa indeksa N, A je S-strogo dijagonalno
dominantna (S-SDD), ako vaze sledeéa dva uslova

|a;s| > 17 (A), za svako i€ S

)

(|aii| — rf(A))(]aj,j] —17(A)) > rlS(A)rS(A), za svako i € S,j € S.

J
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U gornjoj definiciji izostavljen je slu¢aj S = N, jer je tada S = ¢ i gornji
uslovi se redukuju na |a;;| > r;(A) za sve indekse i € N, §to je, u stvari,
definicija stroge dijagonalne dominacije matrice A.

Primetimo da, ako je matrica A SDD, tada je ona i S-SDD za svaki
neprazan pravi podskup S C N.

Nadalje, gornja definicija se moze preformulisati u sledeci oblik:

Definicija 3.6. Za datu matricu A = [a;;] € C"™, n > 2, i dati nepra-
zan pravi podskup S skupa indeksa N, A je S-strogo dijagonalno domi-
nantna (S-SDD), ako vaZe sledeca dva uslova

la;s| > 17 (A), za bar jedno i € S

(lais) — 2 (A)(Ja;,] — r3(A) > r¥(A)rS(A), za svako i€ S,j € S.

J z J

Vazi sledeca teorema:

Teorema 3.10. ([6]) Ako data matrica A = [a;;] € C™", n > 2 pripada
klasi S-SDD matrica, za neki neprazan pravi podskup S skupa indeksa, tada
je ona reqularna, stavise, ona je H-matrica.

Dokaz:
Neka je A = [a; ;] € C™", n > 2, S-SDD matrica. Drugim re¢ima, postoji
neprazan skup indeksa S C N, takav da je

|la;;| > r?(A) zasvako i € S (12)

(lass| = 7 (A (lazsl = (A)) > 77 (A)rf(A) zasve i€ S, jeS, (13)

Konstruisimo dijagonalnu matricu X = diag(zy, xe, ..., z,), takvu da je

AX SDD matrica. Drugim re¢ima, konstruisaéemo skalirajuéu matricu X
koja datu S-SDD matricu prevodi u SDD oblik.

Ukoliko elemente matrice X biramo na sledeéi nacin:

. v>0, za 1€S,
1, za 1 €S,

gde je v > 0 proizvoljan broj, elementi matrice A = [d, ;] := AX € C™" dati
su sa:
a . — v0aijl, zaje €7
“ |Cli’j|, zaj es.

Time su sume njenih vandijagonalnih elemenata po vrstama date sa:

re(A) = r(A) + 17 (A) = v (A) + i (A)
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za sve indekse k € N.
Imajuéi to u vidu, zaklju¢ujemo da je AX SDD matrica ako i samo ako
vazi
v]aii| > fyrS(A) (A), za svako 1 € S,
{ |ajj| > r; S(A) + (A), za svako j € S

ili, ekvivalentno tome,

v(aii — T’f(A)) > r_(A), za svako i € 9,
laj ;| —r7(A) > yri(A),  zasvako j € S.
Medutim, kako je matrica A S-SDD, zakljuc¢ujemo da je |a;;| — r7(A)
pozitivna veli¢ina za svaki indeks ¢ € S, pa ¢e AX biti SDD matrica ako i
samo ako vazi:

i (4)
: <7, zasvei€S, 14
(o] — 754 .
— (A _
v < M7 za sve j € S, takve da je r7(A) #0 (15)
i bal —
laj ;| > rf(A), za sve j € S, takve da je r7(A) = 0. (16)

Uslov (16) vazi zbog pretpostavke da je A S-SDD matrica.

Nejednakosti (14) i (15) daju, redom, donje i gornje granice za ocenu para-
metra 7, pa ¢emo posmatrati najve¢u donju i najmanju gornju granicu za v,
koje obezbedjuju da je AX SDD matrica:

TS(A) |aj ;| — TS(A)
A) = i <y < in "=
as(d) = max sy < jesrsiazo (A s

(1 )

gde je, u slucaju kada je r5(A) = 0 za svaki indeks j € S, Bg(A) := +o0
Primetimo, takodje, da je 0 < ag(A).

Konacno, kako je A S-SDD matrica, sledi da je ag(A) < Bs(A), pa postoji
parametar v > 0 takav da je ag(A) < v < fBs(A), $to je potreban i dovoljan
uslov da je matrica AX SDD. Dakle, A je GDD matrica. A

Odgovarajuéi rezultat u oblasti lokalizacije karakteristi¢nih korena je sledeca
teorema:

Teorema 3.11. Neka je S neprazan pravi podskup skupa indeksa N in > 2.
Za svaku matricu A = [a; ;] € C*", definisemo krugove Gersgorinovog tipa

IP(A) :={z€C:|z—ay| <ri(A)},
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za sve indekse i € S 1 skupove

VS(A) = {z € C: (|2 = ais| = 7 (AD)(|2 = azl = r7(4) < r7(A)rf (A)},

J

za sve indekse i € S, j € S. Tada svi karakteristicni koreni date matrice A
pripadaju skupu

C5(A) = (i) u v,
€S i€S
JjES
Ocigledno se bolja lokalizacija karakteristicnih korena moze dobiti skupom

c(A) = (1 ¢4 (18)

SCN
S#¢,S#N

3.6 Dalja generalizacija nekih potklasa H-matrica

Dalja generalizacija nekih potklasa H-matrica data je slede¢im teore-
mama. Za proizvoljnu kompleksnu kvadratnu matricu A € C™", ¢iji su svi
dijagonalni elementi razliciti od nule, sa R¥(A) ¢emo oznaciti skup:

i (A)] ikl :
keS\{i} :
za proizvoljan neprazan skup S C N. Takodje, definiSemo Rf (A) =0.

Vaze sledeca tvrdjenja:

Teorema 3.12. Neka je A € C™", n > 2, kvadratna matrica ¢iji su svi di-
jagonalni elementi razliciti od nule. Ako postoji neprazan skup S C N takav
da vaZe sledeca dva uslova

r?(A) > RY(A)  za svako i € S, (20)
(rf(A) — RP(A))(r$(A) — RF(A)) > RF(A)RS(A) 2a svakoi € S, j € S,
(21)

tada je A H-matrica.

Teorema 3.13. Neka je A € C™", n > 2, kvadratna matrica ¢iji su svi
dijagonalni elementi razliciti od nule. Ako vazi

ri(A)r;(A) > RN(A)RY(A) za sve i,j € N, i # j,
tada je A H-matrica.

Dalje generalizacije potklasa H-matrica mogu se dobiti koris¢enjem oso-
bina nerazlozivosti (videti [7]).
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3.7 Brualdijeve matrice

Znacajne rezultate u oblasti lokalizacije karakteristi¢cnih korena dao je
Brualdi 1982. godine, koristeé¢i teoriju grafova. Razvijajuéi vezu teorije gra-
fova i teorije matrica, on uvodi pojam ciklusa u teoriju matrica, ¢ime po-
vezuje regularnost sa lokalizacijom karakteristicnih korena preko teorije gra-
fova. Njegov rad prosiruje Varga, uvodeéi pojam slabog ciklusa i dajuéi od-
govarajudi rezultat u oblasti lokalizacije karakteristicnih korena. U Varginoj
knjizi ” Gersgorin And His Circles” (vidi [33]) moze se na¢i deo Brualdijevih
rezultata.

Za datu matricu A € C™", G(A) je njen usmereni graf opisan u prvom
poglavlju.

U usmerenom grafu G(A), pod pojmom jaki ciklus (A) ¢emo podrazu-

. . . _ . . . . . %
mevati uredjenu p-torku indeksa v = (i, i, . . ., i,) takvih da je v;;v; | grana,
zasve j=1,2,...,p, priemu je iyt = ¢;. Drugim rec¢ima, uredeni skup v =
(i1,12,...,1p) je jaki ciklus u G(A), ako su svi elementi a;, j,, Giy s, - - - Giyi sy

matrice A razliciti od nule.

Za proizvoljnu matricu A € C™", za koju ne postoji jaki ciklus koji prolazi
kroz ¢vor v;, bez obzira na to da li postoji petlja u ¢voru v;, definiSemo slabi
ciklus v = (7). Na ovaj nac¢in obezbedili smo da za svaki ¢vor v; postoji bar
jedan (slabi ili jaki) ciklus u grafu G(A). Skup svih ciklusa u grafu G(A)
oznacavacemo sa C'(A).

Za proizvoljnu matricu A € C™" i jaki ciklus v u G(A), pridruzena Bru-
aldijeva lemniskata B, (A) se definise kao

B,(A)={z€C: ]Iz - aul <[ r:i(A)}

1€y 1€y

Ako je v = (i) slabi ciklus u G(A), pridruzenu Brualdijevu lemniskatu
B,(A) ¢emo definisati kao

B’Y(A) = {Z e C: |Z — am] = O} = {am}.
Odgovarajuéu uniju ovakvih Brualdijevih lemniskata oznacavaé¢emo sa

B(A)== ] By(A).

yeC(A)
Vazi sledeca teorema o lokalizaciji karakteristicnih korena matrice A:

Teorema 3.14. (Brualdi-Varga) Za proizvoljnu matricu A € C*" i svaki

karakteristicni koren X\ te matrice, postoji slabi ili jaki ciklus v € C'(A) takav
da vazi A € B,(A).
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Posledica prethodne teoreme je da svi karakteristicni koreni matrice A
pripadaju skupu B(A).

Odgovarajuci rezultat o regularnosti matrica je:
Teorema 3.15. Za svaku matricu A € C™", za koju vazi
[Tlaisl > T4
1€y 1€y

za svaki jaki ciklus iz G(A), kao i ako je |a;;| > 0 za svaki indeks i za koji je
v = (1) slabi ciklus uw G(A), sledi da je A regularna, $tavise, A je H-matrica.

Matrice koje zadovoljavaju gore navedeni uslov nazivaju se Brualdijeve
matrice. Sto se veze ove klase matrica sa prethodnim klasama tice, u smislu
da li su podskup, nadskup ili ni jedno ni drugo u odnosu na prethodne
klase, lako je zakljuciti da je svaka SDD matrica istovremeno Brualdijeva,
dok poredenje Ostrovski i Brualdijeva matrica nije oc¢igledno. Brualdijeve
matrice sadrze Ostrovski matrice, o ¢emu govori naredna teorema:

Teorema 3.16. Svaka Ostrovski matrica je Brualdijeva matrica.
Obrnut smer ne mora da vazi, Sto pokazuje sledeéi primer:

Primer 3.2. Neka je data matrica

O = = O
== O O

e}
O O = =

Za njen jedini ciklus v = (1,2,3,4) € G(A) vazi |ay1||azzs||ass||ass =1 >
0.9 =r1(A)ra(A)rs(A)ry(A). Dakle, data nerazloZiva matrica je Brualdijeva,
ali, oc¢igledno, nije Ostrovski matrica.

3.8 Nekrasov matrice

Nekrasov matrice ¢ine potklasu klase H-matrica koja, za razliku od pre-
thodnih, ne daje prakti¢no upotrebljivu lokalizaciju karakteristi¢cnih korena.
Ipak, mi je u ovom radu navodimo jer upravo ova klasa matrica daje druge
znacajne rezultate u pravcu ostalih primena dijagonalne dominacije.

Kao sto je ve¢ pomenuto, N = {1,2,...,n} je skup indeksa, S je neprazan
pravi podskup skupa indeksa, S = N\S je komplement skupa S u odnosu
na skup indeksa N, i r;(A) i r?(A) predstavljaju vandijagonalnu sumu i-te

i
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vrste i deo sume te vrste koji odgovara podskupu S, respektivno.

Definisemo h;(A) na sledeéi na¢in (rekurzivno):

A) =" ayl, (22)

J#1
1—1
hZ(A) - Z 7,] zg| (23)
j=1 j=i+1
i hY(A):
hi(A) =17 (A), (24)
1—1 hS(A)
n(A) = la w|ﬁ > layl. (25)
j=1 i j=i+1j€S

Ocigledno je da za proizvoljan skup S i svaki indeks i € N vazi
ri(A) =i (A) + 77 (A),
hi(A) = B3 (A) + 17 (A),

Koriste¢i ove oznake mozemo definisati klase matrica koje uopstavaju
klasu SDD matrica.

Definicija 3.7. Matrica A = [a; ;] € C*", n > 2 se naziva Nekrasov matrica
ako za svaki indeks 1 € N wvazi:

|a'i7i| > hZ(A)

Definicija 3.8. Matrica A = [a;;] € C™™, n > 2 se naziva Gutkov matrica
ako postoji permutaciona matrica P (vidi Definiciju 1.9), takva da je PAPT
Nekrasova matrica.

Za ove matrice, poznato je da, s jedne stane vazi
SDD C Ostrovski C S—SDD C H — matrice,
dok, s druge strane je

SDD C Ostrovski C Gudkov C H — matrice.
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3.9 S-Nekrasov matrice

Definicija 3.9. Za datu matricu A = [a; ;] € C™", n > 2, i dati neprazan
pravi podskup skupa indeksa S,matrica A je S-Nekrasov matrica ako

la;s| > hi(A), za sve indekse i € S, (26)
|aii| > h3(A), za sve indekse j € S, (27)
(lasal = B (A))(lajl = 15 (A) > b (A)RS(A), za svei€ S,j€S. (28)

Definicija 3.10. Za datu matricu A = [a; ;] € C™", n > 2, i dati neprazan
pravi podskup indeksa S, A je S-Gudkov matrica ako postoji permutaciona
matrica P, takva da je PAPT S-Nekrasov matrica.

Teorema 3.17. Ako je matrica A = [a; ;] € C*" S-Gudkov matrica, tada je
ona reqularna, stavise H-matrica.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je svaka S-Nekrasov matrica jedna H-
matrica. Da bi se to postiglo, za proizvoljan neprazan pravi podskup indeksa
S, definisimo interval J4(S) na slede¢i nacin:

Ja(S) = (13 (A), 13 (A)),
hi(A)
|aii| — hf(A)

pi (A) = mazies

. ja ;| — S (A)
Mg(A) = mznjeS,hf(A)#OW'

Kako je matrica A S-Nekrasova, poznato je da:

|a; ;| > h{(A), za sve indekse i € S, (29)

lais| > h¥(A), za sve indekse j € S, (30)
i
(laig) — b (A))(Jaj | — b5 (A)) > ki (A)hT(A), zasve indeksei € S, j € S.
(31)
odakle sledi ) _
PEA) gl — hS(A)
|azi| — hi(A) hi(A)
za sve indekse i € S, j € S i hf(A) # 0. Tada je, oc¢igledno, interval J4(S)
neprazan, pa mozemo birati v € J4(S5), i definisati dijagonalnu matricu X
na sledeci nacin:
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X = diag|z1, xay .yy) xi =7 >0,i€ S, x;=1i €S,

Pokaza¢emo da je matrica AX Nekrasova, i stoga, regularna. Drugim recima,
dokazac¢emo da matrica AX zadovoljava slede¢u nejednakost:

|(AX);i| > hi(AX), za sve indekse i € N. (32)

Najpre dokazujemo indukcijom da vazi

hi(AX) = b (A) + hi(A),

za sve indekse i € N. Za i =1 je

=D NAX) 1,1 =D layag] =

i#1 i#1
v Y agl Y argl =7 (A) + 1P (A) = kT (A) + T (A).
JES,j#1 jE€S,j#1
Pretpostavimo da jednakost (32) vazi za sve indekse i < k, i dokazimo
da vazi za 1 = k:

k—1 n
§£:|-A}( k]|| | j{: |‘4)( k”
7=1

]] j=k+1
+h5 a
Z\am e SEETV D DI TE
j=k+1,5€8 j=k+1,5€8
) k+1,5€8 _
72|akj| o Z \akj|+Z!akJ| o, | > largl = b +03.
j=k+1,5€S
Kako v € J4(A), vazi
h3(A) |aj ;| — 3 (A)

— <y < :
|ai| — b7 (A) hi(A)

zasvei € S,j €S ihi(A)+#0, odakle je

vlai| > yh{ + b7

|aj ;| > yhS + h3,
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zasve i € S,j € S. Dakle, imamo
(AX)i| = ylaii| > vh{ + hY = hy(AX)

zasvei € Si _
[(AX);;] = vh3 + b = hj(AX),

za sve indekse j € S, §to znaéi da je [(AX);;| > hi(AX), za sve i € N.
Time smo dobili da je matrica AX Nekrasova matrica, pa je i regularna.,
Stoga je i matrica A regularna. Da bismo dokazali da je A i H-matrica,
dovoljno je istaci ¢injenicu da je svaka Nekrasova matrica H-matrica, stoga
se, na osnovu poznate teoreme, moze skalirati do SDD oblika. Preciznije,

kako je AX Nekrasova matrica, postoji dijagonalna regularna matrica D,
takva da je AX D SDD matrica. Dakle, A je H-matrica. A
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4 MEDUSOBNI ODNOSI POTKLASA

Ukoliko Zelimo da dobijemo odgovor na pitanje da li je data matrica H-
matrica ili ne, u kona¢no mnogo koraka, to se uglavnom svodi na proveru
da li data matrica pripada nekoj od poznatih potklasa H-matrica. Bilo
da proveravamo uslov kojim je neka potklasa definisana, bilo da trazimo
skaliraju¢u matricu unapred zadatog oblika, u sustini, mi uvek proveravamo
da li data matrica pripada odgovarajucoj potklasi klase H-matrica. Moramo
biti svesni ¢injenice da su u pitanju samo dovoljni uslovi za pripadnost klasi H
matrica, naime, ¢injenica da posmatrana matrica mozda ne pripada nijednoj
od nama poznatih potklasa H-matrica, joS uvek ne znaci da ona nije H-
matrica.

Odgovor da matrica nije H-matrica moze se dobiti proverom nekog od
potrebnih uslova, od kojih navodimo ssledece:

e svaka H-matrica ima bar jednu SDD vrstu,
e svaka H-matrica ima bar jednu SDD kolonu,

e svaka H-matrica ima bar dve vrste za koje vazi da je proizvod modula
dijagonalnih elemenata strogo veé¢i od proizvoda odgovarajuc¢ih vandi-
jagonalnih suma,

e svaka H-matrica ima bar dve kolone za koje vazi da je proizvod mo-
dula dijagonalnih elemenata strogo veci od proizvoda odgovarajucih
vandijagonalnih suma (u koloni).

Klasa SDD matrica zauzima centralno mesto u razmatranju medusobnih
odnosa potklasa H-matrica, dok sve ostale pomenute potklase predstavljaju
generalizacije SDD svojstva.

U ovom radu naveli smo cetiri "pravca” generalizacije :

Pravac izdvajanja podskupa indeksa,

Pravac kombinacija vrsta i kolona,

Pravac uopstenja pomocu grafova,

Pravac rekurzivnog formiranja vandijagonalnih suma.

Odnos pravaca generalizacije, kao i medjusobni odnos navedenih potklasa
prikazan je na sledecoj slici.
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S-GUDKOV

)|

GUDKOV

Ost DZ 5-SDD

@

U narednom poglavlju ovi odnosi bice ilustrovani numerickim primerima.

4.1 Tlustrativni primeri

U sledecoj tabeli oznaka + znaci da je za matricu iz date vrste odgovara-
juca osobina iz posmatrane kolone zadovoljena, odnosno da matrica iz date
vrste pripada klasi iz odgovarajuce kolone, dok znak — znac¢i da matrica iz
date vrste ne pripada klasi iz odgovarajuce kolone.
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SDD | Ostrovski | DZ | S-SDD* | 2 | Gudkov | S-Gudkov* | H
A |+ + + + + + + +
A | - + + + + + + +
As | — + + + - + + +
Ay | — - + + + + + +
Ay | — — + + - + + +
As | — — — + + + + +
A7 | - - - + - - + +
As | - - - - + + + +
Ay | — - - - - + + +
A | — - - - - - + +
An | — - — — + — — +
An - - - - - - - -

*) znak + u kolonama S-SDD i S-Gudkov znaci da je uslov ispunjen neki
izbor skupa S.

4.1.1 Primer za matricu A,

Svaka SDD matrica istovremeno je i Ostrovski, DZ, S-SDD za svako S,
S # ¢,S # N, takodje je iz klase a2, jeste Gudkov, S-Gudkov i, naravno,
H-matrica. Na primer:

4 1 1 1
1 41 1
Ai=199 4
1 11 4
4.1.2 Primer za matricu A,
Matrica
3111
0 411
=17 1 4
1 11 4

ocigledno nije SDD, jer prva vrsta nije SDD, naime |a;;| = 3 = 7 (A).
Medjutim, lako se vidi da je za svaka dva razlicita indeksa 7,7 = 1,2,3,4
zadovoljen uslov

)

|laiillaj ;| > ri(A)r;(A),

pa, dakle, A, jeste Ostrovski matrica. Samim tim, ona je i DZ matrica i
S-SDD matrica bar za jedan neprazan pravi podskup S skupa indeksa N.
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Dakle, ona je i H-matrica. Pokazimo da A, pripada i klasi a2. Zaista, za
a =0, vazi

la; ;| > (ri(A))O(r,»(AT))l = n-(AT), za svako i =1,2,3,4.

Jeste i Gudkov matrica jer ima svojstvo Ostrovski matrica, a time pripada i
klasi S-Gudkov matrica.

4.1.3 Primer za matricu As

Matrica
31 1 1
1 4 1 1
Ay = 11 41
1 1 1 4

nije SDD, jeste Ostrovski, pa, dakle i DZ i S-SDD bar za jedan neprazan
pravi podskup S skupa indeksa N. Ona je, znaci H-matrica, ali nije iz klase
a2, jer kako god birali a € [0, 1], posto je A3 simetri¢na matrica, vazi

ri(A)r;(AT) = ri(A) =3, zasvako i=1,2,3,4,

pa SDD uslov nije ispunjen za i = 1. Jeste i Gudkov matrica jer ima svojstvo
Ostrovski matrica.

4.1.4 Primer za matricu Ay

1
1
Ay = 1

_ o O N
— = S
— s =

4

Ova matrica nije SDD i nije Ostrovski, jer nije zadovoljen uslov
lay1|lasal =2-4>3-3=ri(A)ry(A).
Ona, medjutim, jeste DZ, i to za i = 1, jer vaze sledeca tri uslova:
lar1|(Jagz| — m2(A) + |az1]) =2-(4—=240) > 3-0=r1(A)|az],

’CL171|(‘CZ373’ — T'g(A) -+ ’CL371|) =2. (4 -2 —+ 0) >3-0= 7”1(14)'&371‘ 1
’CL171‘(|CL4’4’ — T’4(A> -+ ’CL471D =2 (4 -3+ 1) >3-1= 7’1(14)‘@4,”.
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Takodje, A4 je i 2 matrica za o = 0 (tj. A4 je SDD po kolonama). Jeste
Gudkov matrica jer je za permutaciju

(1234
™\4 321

ispunjen uslov [(PA,PT);| > hi(PAPT), gde je i =1,2,3, 4.
Kako je matrica As; Gudkova, time je i S-Gutkova za svako izbor skupa

S.

4.1.5 Primer za matricu As

— = N
—_ = =

11
4 1
As = 1 4
1 11 4
Sli¢no kao u prethodnom primeru, zaklju¢ujemo da As nije SDD, nije Ostrov-
ski, jeste DZ, dakle i S-SDD, ali nije a2, jer je u pitanju simetri¢na matrica,
pazai = 1uslov |a;;| =2 > 3 = r(4)°r1(AT)™* ne vazi ni za jedno
a € [0,1].
Matrica As je Gudkova i S-Gutkova iz istih razloga kao i prethodna ma-
trica Aj.

4.1.6 Primer za matricu Ag

Matrica
2100
2300
Ag = 21 31
2 11 3

nije SDD, nije Ostrovski (jer ima dve ne-SDD vrste), nije DZ, jer:
e za i = 1 postoji j = 3 za koje ne vazi

|a1’1|(|a373| — 7"3(14) + |CL3’1| =2- (3 —4 + 2) >1-2= 7”1(A)|CL371|

e 7a i = 2 postoji j = 3 za koje ne vazi

|CL272|(|CL373| — 7“3(14) + |CL372| =3- (3 —4 + 1) >2-1= TQ(A>|(1,372|

e za i = 3 postoji j = 4 za koje ne vazi

|a373](\a4,4| — T4(A) -+ |a473] =3 (3 —4 + 1) > 4.1 = 7“3(14)’&473‘
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e za ¢ = 4 postoji 7 = 3 za koje ne vazi
lags|(|ass] —r3(A) + |asa] =3- B —44+1) >4-4=ry(A)|as.
Medjutim, za S = {1,2}, ovo jeste S-SDD matrica, jer je
rle, r§:2, r§:3, frf:f}, rlgzO, r2§:0, r3§:1, ry =1,

pa se lako proverava da vaze uslovi

(
(

Dllagal = r5) = 2= 1) = 1) >3-0=rr},

)(|a44|—7“4)

)

2-1)(3-=1)>3-0=rr3
<|a22|—r2><|a33|—r3> (3-2)(3—1)>3-0=r5rs,
( Dlagal —15) = (3-2)(3-1)>3-0=rfr;.

Ag je, takodje i a2 matrica, i to za o = 2/3, jer je

lari| =2 > 17363 = r (A)*r (AT) 7,
lags| = 3 > 2%/3 . 31/3 = ro(A)*ry (AT
|ass| = 3 > 423113 = py(A)ory(AT) 17,
lag] =3 > 423 113 = py (A)2ry (A7)

Data matrica je Nekrasov matrica, pa je time Gudkov i S-Gudkov za svaki
skup S.

4.1.7 Primer za matricu A;

2100
230 0
A7 = 21 2 1
211 2

Ova matrica nije SDD, nije Ostrovski i nije DZ, sto se moze zakljuciti ana-
lognim rasudjivanjem kao u prethodnom primeru (primetimo da su u odnosu
na prethodni primer izmenjeni samo dijagonalni elementi |as 3| i |as.4/, koji
su kod matrice Ag jednaki 3, a kod ove matrice A; jednaki su 2. Takodje se,
slicno kao u prethodnom primeru, lako zakljucuje da je ovo S-SDD matrica
za S = {1,2}. Medjutim, ni za jedno a € [0, 1] ovo nije o2 matrica, jer da
bi vazio uslov

’&474| =2> 4a . 11—a = T4(A)a7“4(AT)1_a,
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ocigledno mora biti o < 1/2. Medjutim, tada je
rl(A)arl(ATyfa —1“. 61704 > 61/2,
pa uslov |a; 1| = 2 > 7 (A)%r (A7) ne vazi.
Kako ni za jednu permutaciju PA;P?T nije Nekrasov matrica, A; nije

Gudkov matrica. Medjutim, proverom se moze utvrditi da je Ay, za izbor
skupa S = {12}, S-Nekrasov matrica, pa je time i S-Gutkov matrica.

4.1.8 Primer za matricu Ag

ASZ

_ o O Ot
S O U
O ot O Ot

= Ot Ot

5

Ova matrica nije S-SDD ni za jedno S, koje je neprazan pravi podskup skupa
indeksa N. Naime, iz definicije sledi da ako je A S-SDD matrica, onda je
ona i S-SDD matrica, kao i da su podmatrice A[S] i A[S] obe SDD matrice.
Stoga, za izbore S = {1}, S = {1,3}, S = {1,4}, S = {1,2,3}, S =
{1,2,4}, S = {1, 3,4}, matrica sigurno ne moze biti S-SDD, pa ostaje samo
da prokomentarisemo izbor S = {1,2}. Medjutim, tada uslov

(Jara| = r9)(Jaaa = 75) = (5= 4)(5 - 0) > 1- 10 = rfr{

nije zadovoljen, pa ni za takvo S matrica nije S-SDD. Ona, medjutim, jeste
iz klase a2, i to za a = 1/2, $to se lako proverava:

lay1] = 5 > 1412 1Y% = (A)¥r (AT) e,
|ag0] = 5 > 52 412 = ry(A)¥ry(AT) 17,
a3 =5 > 412 512 = py(A)*ry (A7),
|ags| =5 > 1121472 = py(A)or (AT)' 70,

Ova matrica jeste Gudkov matrica jer je za permutaciju

(1234
Tm\414321
ispunjen uslov |(PAgPT)y;| > hi(PAgPT), gde je i = 1,2, 3, 4.

Kako je matrica As; Gudkova, time je i S-Gutkova za svako izbor skupa

S.
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4.1.9 Primer za matricu Ag

ot O Ot
ot Ot Ot

Ag =

— o O Ot
S O Ot Ot
[a)

5

Ova matrica nije S-SDD ni za jedno S, koje je neprazan pravi podskup skupa
indeksa N, jer, kako god birali podskup S, ne mogu obe podmatrice A[S] i
A[S] istovremeno biti SDD matrice, §to je neophodan uslov za matricu A
da bude S-SDD. Takodje, ova matrica nije ni iz klase a2, jer kako god birali
a € [0, 1], uslov

lass| =5 >5=5-5""% = r3(A)*rs(AT)

nije zadovoljen. Nije Nekrasov matrica pa nije ni Gudkov matrica jer za prvu
vrstu vazi hy = 15 > 5 = |ay1|. Ipak, ovo je H-matrica, jer postoji regularna
dijagonalna matrica X = diag(4,1,1,0.9), takva da je AX SDD-matrica:

20 5 5 4.5
0 5 0 45
A X = 0 0 5 45
4 0 0 45

Matrica je, pored toga, i Gudkova i S-Gudkova, iz istih razloga kao i
prethodna.

4.1.10 Primer za matricu A4,

Matrica
5310
1 21 2
Awo = 1 25 2
900 7

nije SDD, ni Ostrovski, ni S-SDD matrica za bilo koji skup indeksa S. Ova
matrica nije ni matrica Gudkova. Medjutim, jeste S-Gudkov matrica za izbor
skupa S = {2, 3}.

Primetimo da ova matrica nije a2-matrica jer istovremeno treba da vazi

lai1| =5 > 4% 117 = ry(A)*rs (A7),

lazs| =5 > 8" ol-a — TB(A>QT.3<AT)17Q7

§to je nemoguce.
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4.1.11 Primer za matricu A,

Matrica
10 4 4
A= 7 10 5
7 5 10

je a2-matrica, jer su neophodni uslovi ispunjeni za o = 0.7. Medjutim, ova
matrica nije S-Gutkova, ni za jedno S, pa time nije ni SDD, ni Ostrovski, ni
DZ, ni S-SDD, ni Gudkov matrica

4.1.12 Primer za matricu A

Poznato je da je neophodan uslov da matrica bude H-matrica, da ima bar
jednu SDD vrstu (i bar jednu SDD kolonu). Stoga, na primer, matrica

A12 =

BN = O
— N O
— Ot = Ot
U = s =

nije H-matrica, pa samim tim nije ni iz jedne od potklasa H-matrica.
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5 ZAKLJUCAK

U ovom radu napravili smo pregled poznatih potklasa klase H-matrica
koje su se pokazale kao veoma korisne, kako u samoj teoriji matrica, tako
i u drugim oblastima matematike i njenih primena. Pri tome smo naveli
tvrdjenja i formirali primere koji rasvetljavaju odnose izmedju navedenih
klasa, sto je posebno znacajno sa stanovista konkretne primene ovih rezultata
u teorijskom smislu, kao i ispitivanja da li je konkretna data matrica H-
matrica ili ne.

Sadrzaj ovog rada, time, predstavlja polazisnu tacku za dalja, dublja
istrazivanja na temu H-matrica i njenih primena.
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