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Predgovor

U teoriji matematicke analize, oblast istraZivanja raznih operacija na skupu realnih
brojeva i intervala realnih brojeva, i na njima zasnovanih mera i integrala je relativno
savremena oblast. Danas se intenzivno primenjuje u raznim drugim fundamentalnim,
kao i inZenjerskim disciplinama.

Teorija neaditivnih mera i na njima zasnovanih integrala je razvijana i primenjivana
iu odnosu na operacije realnih projeva koje, za razliku od sabiranja i mnoZenja realnih
brojeva imaju neka drugacija svojstva (npr. idempotentnost), te se umesto klasi¢ne mere
(zasnovane na operaciji sabiranja pozitivnih brojeva), razmatraju skupovne funkcije
koje su zasnovane na operacijama kao §to je npr. maksimum. Ovaj master-rad se bavi
upravo takvim pristupom teoriji mera i integrala, kao i verovatnoom koja se zasniva
na ovakvim merama i integralima.

U atraktivnu teoriju nestandardnih mera uputili su me moj mentor prof. dr Nebojsa
Ralevié i prof. dr Endre Pap, od kojih sam dobio i ideje i veliku pomo¢ pri istraZivanju.
Ovom prilikom im se zbog toga posebno zahvaljujem.

Novi Sad, 07.05.2009. Ljubo Nedovié
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Oznake

D (f) - domen funkcije f.

R = R U {—c0, 00} - prosSireni skup realnih brojeva.
R* = [0, ).

R = [0, c0].

r’- komplement skupa I.

X, - karakteristi¢na funkcija skupa A.

k4 - pseudo-karakteristi¢na funkcija skupa A.

1, - indikator iskaza ili dogadaja A (I4 = { (1) : ?A ).

P - verovatnoca.

Px - verovatnoca generisana slu¢ajnom promenljivom X.

Fx - funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X.

©x - gustina raspodele slucajne promenljive X.

E - matematicko ocekivanje.

D - disperzija.

X, i X - konvergencija u verovatnoéi niza slu¢ajnih promenljivih X, n € N ka sluca-
jno}?)‘;oomenljivoj X.

X, 4, X - konvergencija u raspodeli niza slu¢ajnih promenljivih X,,, n € N ka slu€ajnoj
promenljivoj X.

p-ae. ..
— - konvergencija skoro svuda u odnosu na meru g.

L konvergencija u meri u.
n

S, - suma slucajnih promenljivih X;,...,X,, S, = X X.
i=1

$ . - srednja vrednost sluajnih promenljivih X, ..., X,, S, =

S =
'MS
2

B - Borel-ovo o-polje na topolo§kom prostoru E.
V - maksimum, odnosno supremum (a V b = max {a, b}).

A - minimum, odnosno infimum (a A b = min {a, b}).
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Glava 1

Pseudo-analiza

U ovoj glavi su prezentovani pojmovi nekih tipova tzv. pseudo-operacija i poluprs-
tena, kao i njihove osobine. Na ovim strukturama se zasnivaju, izmedu ostalog, poj-
movi pseudo-mera i pseudo-integrala, koji dalje imaju razne primene, kao npr. u teoriji
verovatnoce, reSavanju diferencijalnih jednacina, fazi-logici, itd.

Postoje razne vrste pseudo-operacija, a u ovom master-radu su prezentovana dva
tipa. Prvi tip, prezentovan u sekciji 1.1, su triangularne norme i konorme, koje su
definisali Schweizer i Sklar u svojim radovima [ScSk58],[ScSk60],[ScSk83]. Drugi
tip, prezentovan u sekciji 1.2, su pseudo-sabiranje i pseudo-mnoZenje na intervalu [a, D]
koje je definisao E. Pap u svojim radovima [Pa95],[Pa93].

1.1 Triangularne norme i konorme

U ovom odeljku su date definicije triangularne norme i konorme, koje su uveli
Schweizer i Sklar u svojim radovima [ScSk58],[ScSk60],[ScSk83]. Takode se raz-
matraju i neke njihove dodatne osobine kao §to su neka njihova algebarska svojstva,
neprekidnost, Arhimedovsko svojstvo, poredak medu triangularnim normama i konor-
mama, kao i uzajamna veza izmedu njih. Dato je i nekoliko vaZnih primera triangu-
larnih normi i konormi.

1.1.1 Triangularne norme

U ovom odeljku su navedeni definicija i osnovne osobine osobine t-normi. Takode
su dati i neki vazni primeri.

Definicija 1.1 Binarna operacija T : [0, 117 = [0,1] Jje triangulama norma, skraceno
t-norma, ukoliko za sve x,z,y € [0, 1] vaZi:

(TH T(x,y) =T (y,%) (operacija T je komutativha),
(T2) T (x, T (y,2)) =T (T (x,¥),2) (operacija T je asocijativna),



(T3) y<z = T(x,y) <T(x,2) (operacija T je monotona),
(T4) T (x,1)=x (granicni uslov).

Sledeca teorema daje osnovne osobine t-normi.

Teorema 1.1 Za svaku t-normu T vaZi:
(@) Za svako x € [0,11vazi T(0,x) = T(x,0 =0iT{,x) = T(x,1) = x (sve
t-norme se poklapaju na rubovima intervala [0, 1]).

(b) Svaka t-norma je monotona po obe komponente:
(x1<x A y1<y) = T(x,0) <T (x2, ).
(c) Zasve x,y € [0,1]vazi T (x,y) < xiT (x,y) <.

Postoji beskonacno (neprebrojivo) mnogo t-normi, pri cemu su neke specijalne t-
norme od posebnog interesa:

(Ty) ,,minimum’ t-norma:
Ty (x,y) = min{x, y},

(Tp) ,,proizvod” t-norma:
Tp(x,y) = xy,

(T;) ,,Lukasiewich-eva” t-norma:

Ty (x,y) =max{x+y—1,0},

(Tp) ,,drastic product” t-norma:

B 0 . ey el0,1)
TD (-x’y) - { min{x’y} , (x,y) g [07 1)2 .

I’= Minimum t-norma 7T, je jedina idempotentna t-norma (tj. jedina koja zadovol-
javauslov Vx € [0, 1], Ty (x, x) = x).

I’= t-orma T je jedina koja zadovoljava uslov Vx € [0, 1), T (x,x) = 0.

Na skupu t-normi je od interesa uvesti poredak na uobicajeni nacin.

Definicija 1.2 Ako za t-norme Ty i T, vaZi ¥(x,y) € [0, 112, T, (x, y) < T (x,y), tada
kaZemo da je T, slabija od T,, odnosno da je T, jaca od Ty, i pisemo T\ < T,. Ako
jeTy < Ty N Ty # T, tada kaZemo da je T, strogo slabija od T,, odnosno da je T,
strogo jaca od T, i piSemo Ty < T».

Za navedene t-norme Ty, Tp, T, Tp 1 proizvoljnu t-normu T vazi sledeci poredak:
Tp <T, <Tp<Ty A Tp <T < Ty.
Dakle, Tp je ,,najslabija”, a Ty je ,,najjaca” t-norma.

Polazeé¢i od proizvoljne komutativne, asocijativne i monotone binarne operacije
skupa A C [0, 1), moZemo na intervalu [0, 1) konstruisati t-normu na sledeci nacin.



Teorema 1.2 Neka je A C [0, 1), i neka je = binarna operacija skupa A koja zadovol-
Jjava uslove (T1)-(T3) i za koju vazi Vx,y € A, x*y < min{x,y}. Tada je funkcija
T :[0,1)* = [0, 1] definisana sa
_ xXxy , (x,y)eA
Ty = { min {5yl (6)) ¢ A
t-norma.

QS Zahvaljujudi asocijativnosti i tome Sto je svaka t-norma 7 slabija od minimum
norme T';, moZemo uvesti sledee oznake, gde je x; € [0, 1], n € N, a I je proizvoljna
familija indeksa:

0 def no def def ., [n=]
Tx =1, Txi =T, x0,...,%) = T[T xi,%,],
i=1 i=1 i=1
def
x(T") =T(x,x,...,x),
——
n puta

e def .. n
T X = hm T Xi

i=1 n—co j=1
def . k

T X = lnf T x,-j

iel j=1

Specijalno, za gore navedene t-norme Ty, Tp, Ty, Tp vaZi

{xi;»...,x;} je konaCan podskup od {xi},»el}

Ty (X1, X2, ..., %) = min{xy, X2,. .., X},
Tp (X, X0,. .., %) = X1 X2 ... Xp,

Tr(x1,%x2,...,%,) = max{z xi—(n— 1),0},

i=1

X; x;=1zasve j#i
Tp(x1,X2,...,X,) = P .
p (X1, X2 n) 0 . inace

1.1.2 Triangularne konorme

Analogno pojmu t-norme se definiSe pojam t-konorme. Takode su, kao i kod t-
normi, od interesa osobine t-konormi, kao i specijalni primeri t-konormi. U ovom
odeljku je takode opisana uzajamna veza izmedu t-normni i t-konormi.

Definicija 1.3 Binarna operacija S : [0,1]> — [0, 1] je triangulama konorma, skra-
¢eno t-konomma, ukoliko ya sve x,z,y € [0, 1] vaZi:

(S1) S (x,y) =S (v, %) (operacija S je komutativna),
(52) § (x,§ (,2)) =S (S (x,¥),2) (operacija S je asocijativna),
S3)y<z = Sy <Sx2) (operacija S je monotona),
(S4) § (x,0)=x (granicni uslov).

Kao Sto vidimo, osobine (S1)-(S3) su iste kao osobine (T1)-(T3) t-normi, a razlika
je u grani¢nom uslovu (S4). Naravno, za t-konorme vaze odgovarajuée osobine koje
vaze za t-norme.



Teorema 1.3 Za svaku t-konormu S vaZi:

(a) Za svako x € [0,1]vazi S (1,x) = S(x,1) = 1iS(0,x) = S (x,0) = x (sve
t-konorme se poklapaju na rubovima intervala [0, 1]).

(b) Svaka t-konorma je monotona po obe komponente:
(x1<x Ayr<y) = Sy <S (x2,y2).
(c) Zasve x,y € [0,1]vazix < S (x,y) iy < S (x,).

Neke specijalne t-konorme:

(S y) ,,maksimum’” t-konorma:
S m (x,y) = max {x, y},
(Sp) ,,probabilistiCka suma”:
Sp(x,y) =x+y+uxy,
(S.) ,,0granicena suma’:

S (x,y) =min{x +y, 1},

(Sp) ,drastic sum’ t-konorma:

B 1 , (R e(,17
SD(x,y)—{ max {x,y} , (xy) & (0,11

Sledeca teorema uspostavlja ,,1-1” korespodenciju izmedu t-normi i t-konormi.

Teorema 1.4 Funkcija S : [0,1]*> — [0, 1] je t-konorma ako i samo ako postoji t-
norma T takva da za sve (x,y) € [0,1]vaZi S (x,y)=1-T{A —-x,1 -y).

% Za normu i konormu koje odgovaraju jedna drugoj u smislu prethodne teoreme
kazemo da su uzajamno dualne. Tako su, na primer, (Ty, S 3), (Tp,Sp), (Tr,SL),
(Tp, S p) uzajamno dualni parovi.

Poredak medu konormama definiSemo na isti nacin kao i medu normama.
Definicija 1.4 Ako za t-konorme S| i S, vaZi ¥(x,y) € [0, 112, S (x, y) < 8o (x,y),
tada kaZemo da je S slabija od S,, odnosno da je S, jataod S, i piSemo S| < §5.
AkojeS1 <S8, N Sy # S, tada kaZemo da je S| strogo slabija od S ,, odnosno da je
S, strogo jaCaod S 1, i pisemo S| < S».

Pri tome vaZzi da ako su (7}, S 1) i (T», S ») dva para uzajamno dualnih normi, tada je
S1<8, T, >T>.
Za navedene t-konorme S s, S p, S, Sp 1 proizvoljnu t-konormu S vaZzi poredak:
Sp<SL<Sp<Suy A Sp<S <Suy.

Dakle, sli¢no kao kod t-normi, S p je ,,najslabija”, a Sy ,,najjaca” t-konorma.

& Analogno kao kod t-normi, za t-konormu § moZemo uvesti sledeée oznake, gde
je x; € [0,1], n € N, a I je proizvoljna familija indeksa:



n def def n-l
Sx =0, ‘Sxi=S(X1,X2,~-~,Xn)=S( x,-,xn),

i=1 i=1 i=1

(n) def
Xg' = S x,...,%),
N————
n puta
oy def . n
Sx;= lim S x;
i=1 n—oo j=|

def . k
Sx = 1nf{ S x;;
J=1

iel

{xi»...,x;} je konacan podskup od {xi},»el}

Specijalno, za gore navedene t-konorme Ty, Tp, Ty, Tp vazi

Sy (x1,%2,...,%,) = max {xi, x2,..., X},

SP(XI,Xz,---,xn)=I—HI(I—xi),

M=

St (x1,x2,...,%,) =min{ x,-,l},
i=1

L

x; , x;=0zasvej#i
Sp(xi,x2,...,%,) = . .
D( 15 A2, ) n) l , inaCe

Pri tome, za uzajamno dualan par norma-konorma (7, S) za {x;};; € [0, 1] (gde je I
proizvoljan skup indeksa) vazi

Sxi=1-T0-x),

iel i€l

Txi=1-S(1-x).
iel i€l

1.1.3 Neprekidnost triangularnih normi i konormi

t-norme i t-konorme ne moraju biti neprekidne funkcije. Ne moraju biti ¢ak ni
Borel-merljive. Tako na primer t-norme i t-konorme 7'y, Sy, Tp, Sp, Tr, Sp jesu
neprekidne, dok T i S p to nisu. Sledeca teorema daje jedan jednostavan kriterijum za
neprekidnost t-normi.

Teorema 1.5 t-norma T je neprekidna ako i samo ako je neprekidna po svojoj prvoj
(drugoj) komponenti, tj. ako je za svako yy € [0, 1] funkcija T (-,yp) : [0,1] — [0, 1],
x = T (x,y9) je neprekidna.

Neke od navedenih t-normi i t-konormi su poluneprekidne funkcije.

Definicija 1.5 Funkcija F : [0,1] — [0, 1] je poluneprekidna odozdo, odnosno pol-
uneprekidna odozgo, ako za svaku tacku (xg, yo) € [0, 117 vazi da za svako & > 0 postoji
6 > 0 takvo da je zadovoljeno

V(x,y) € (xo — 6, x0] X (o = &, y0], F (x,y) > F (x0,¥0) — &

odnosno

v(-xay) € [X(),.X() +6) X [y07y0 +6)7 F(x’)’) < F(XO,)’O) —&.



Q  Zat- normu T vaZi da je odozdo (odozgo) poluneprekidna ako i samo ako je
njoj odgovarajuca dualna t-konorma S poluneprekidna odozgo (odozdo). Na primer,
,.drastic product” t-norma 7' je poluneprekidna odozgo, a nije poluneprekidna odozdo.
Sledeca teorema daje jedan kriterijum za poluneprekidnost t-normi.

Teorema 1.6 t-norma T je poluneprekidna odozdo (odnosno poluneprekidna odozgo)
ako i samo ako je neprekidna s leva (odnosno neprekidna s desna) po prvoj komponenti
(ili drugoj komponenti), tj. ako za svako yy € [0, 1] i za svaki niz {x,},en € [0, 1] vazi

sup (T (xnsy0)) = T (sup () ,yo) (odnosno min (T (v, y0)} = T (inf ] ,yo)).
neN neN neN neN

Uvodimo jo$ jednu vrstu neprekidnosti t-normi i t-konormi.

Definicija 1.6 Za t-normu T, odnosno t-konormu S kaZemo da je rubno neprekidna
ako je neprekidna na rubu oblasti [0, 17%, tj. na skupu [0, 1717\ (0, 1)2.

Da bi t-norma 7T bila rubno neprekidna, dovoljno je da bude neprekidna na ,,gor-
njem” rubu (x = 11y = 1), a da bi t-konorma S bila rubno neprekidna, dovoljno je da
bude neprekidna na ,,donjem” rubu (x = 0iy = 0).

1.1.4 Elementarna algebarska svojstva t-normi i t-konormi.

U ovom odeljku definiSemo neke specijalne elemente za t-normu 7', i navodimo
neka njihova svostva vezana za t-norme.

Definicija 1.7 Neka je T neka t-norma.
(a) Element a € [0, 1] je idempotentan ako je T (a,a) = a.
—_— . .. L)
(b) Element a € [0, 1] je nilpotentan ako je postoji n € N takvo da je a;’ = 0.
(c) Element a € [0, 1] je delilac nule ako je postoji b € (0, 1) takvo da je T (a, b) = 0.

Teorema 1.7 Za proizvoljnu t-normu T vaZe sledeée osobine.

(a) Element a € [0, 1] je idempotentan ako i samo ako za svako x € [a, 1] vaZi
T (a, x) = min {a, x}.

(b) Ako je T neprekidna t-norma, tada je a € [0, 1] idepotentan element za T ako i
samo ako za sve x € [0,1] vaZi T (a, x) = min {a, x}.

(c) Svaki nilpotentan element je delilac nule, a obratno ne vazi.

(d) Nijedan element iz (0, 1) ne moZe istovremeno biti idempotentan i nilpotentan.

(e) Ako je a € (0,1) nilpotentan element (odnosno ako je delilac nule), tada je i
svako b € (0, a) nilpotentan element (odnosno delilac nule). To znaci da su
skupovi nilpotentih elemenata i delilaca nule ili prazan skup ili intervali oblika

0, c]ili (0,c).



U sledec¢im teoremama su navedene jos neke interesantne osobine t-normi.

Teorema 1.8 t-norma ima delioca nule ako i samo ako ima nilpotentni element.

Teorema 1.9 Neka je t-norma T neprekidna s desna na dijagonali {(x, x) | x € [0, 1]}

skupa [0,11>. Tada je a € [0, 1] idempotentan element za T ako i samo ako postoji

x € [0, 1] takvo da je a = lim x(T").

n—oo

Teorema 1.10 Neka je I skup za koji vaZi {0,1} € I C [0, 1]. Tada postoji t-norma T
Ciji je skup idempotentnih elemenata skup I ako i samo ako postoji najvise prebrojiv
skup indeksa A i familija po parovima disjunktnih otvorenih podintervala {(ay, ba)}yea
od [0, 1] tako da vazi

U (@q,by) € [0, 1]\ 1 € U (aq,be] .
a€A

acA

Posledica 1.1 Neka je t-norma T takva da za svako a € [0,1) vazi lim T (x,x) = a.
x—at

Tada je skup idempotentnih elemenata t-norme T zatvoren podskup intervala [0, 1].
Obrnuto ne vaZi.

Za t-normu T definiSemo joS neka svojstva koja ona moZe imati.

Definicija 1.8
(SM) T je striktno monotona ako vaZi
x>0Ay<z = Ty <T(x2).
(CL) T zadovoljava kancelativni zakon ako vaZi
Tx,y=Txz = (x=0Vy=2).
(CCL) T zadovoljava uslovni kancelativni zakon ako vaZi
Tx,y)=Tx2>0 = y=z
(AP) T je Arhimedovska t-norma ako vaZi
Vx,ye€(0,1), dne N, x(T") <y.
(LP) T ima grani¢no svojstvo ako vaZi
Vxe(0.1), lim W =o.
IZ= t-norma 7'y nema ni jedno od navedenih svojstava, 7p ima svako od navedenih
svojstava, t-norme 7, i Tp imaju svojstva (AP), (CCL) i (LP).
I’= Ako t-norma 7 ima (CL) svojstvo, tada ima i (CCL) svojstvo.
Za t-norme koje imaju neka od navedenih spucijalnih osobina, vaze sledeca tvrde-
nja.
Teorema 1.11 Za svaku t-normu T vaZi:
(a) T je striktno monotona ako i samo ako zadovoljava kancelativni zakon (CL);

(b) ako je T striktno monotona, tada T ima samo trivijalne idempotentne elemente;



(c) ako je T striktno monotona, tada T nema delitelja nule.

Teorema 1.12 Za svaku t-normu T su sledeci iskazi ekvivalentni:
(a) T je Arhimedovska;
(b) T ima granicno svojstvo (LP);
(c) T ima samo trivijalne idempotentne elemente, i vaZi

Yxo € (0,1), Ay € (x0,1), T (yo,¥0) = Xo.

Izdvajamo joS neke specijalne tipove t-normi i jo§ neke vazne osobine t-normi.

Definicija 1.9
(a) Za t-normu kaZemo da je striktna ako je neprekidna i striktno monotona.
(b) Za t-normu kazemo da je nilpotentna ako je neprekidna i svako a € (0, 1) je njen
nilpotentni element.

I’= t-norma Tp je striktna, a 7, je nilpotentna t-norma.

Teorema 1.13 t-norma je striktna ako i samo ako je neprekidna i zadovoljava kancel-
ativni zakon (CL). Svaka nillpotentna t-norma zadovoljava uslovni kancelativni zakon

(CCL).

Teorema 1.14 Za proizvoljnu t-normu T vaZe sledeéa tvrdenja.
(a) Ako je T neprekidna s desna i ima samo trivijalne idempotentne elemente, tada
je T Arhimedovska.
(b) Ako je T neprekidna s desna i zadovoljava uslovni kancelativni zakon (CCL),
tada je T Arhimedovska.
(c) Ako za svako xy € (0, 1) vaZi lim T (x,x) < xo, tada je T Arhimedovska.
x—=xF

(d) Ako je T striktna, tada je i Arhimedovska.
(e) Ako je svako x € (0, 1) nilpotentan element za T, tada je T Arhimedovska.

Na sledecoj slici je prikazan odnos raznih svojstava t-norme. Obi¢ne odnosno duple
strelice oznacavaju da svojstvo A implicira odnosno da je ekvivalentno sa svojstvom
B, a isprekidana strelica oznacava da odgovarajuca implikacija vaZi za neprekidnu t-

normu.

T zadovoljava

T zadovoljava
granicni uslov

kancelativni zakon

L NS N

T nema T je striktna T je T je nilpotentna
delitelja nule Arhimedovska

N N4

T nema idempo-
tentnih elemenata

Y

T je striktno >
monotona




1.1.5 Primeri t-normi
Sledi jos nekoliko interesantnih primera t-normi.
Primer 1.1 , Nilpotentna minimum t-norma T™ je definisana sa

T"M(x,y)={ 0t

min{x,y} , x+y>1
Poluneprekidna je odozdo, ali nije poluneprekidna odozgo i nije neprekidna.

Primer 1.2 Sledeca t-norma je rubno neprekidna, ali nije poluneprekidna s leva.
2
0 s (-x7 )’) € 0’ l
T (x, y) = . ( ?>2
min{x,y} , (x))¢(0,3)

Primer 1.3 Sledeca t-norma je neprekidna u tacki (0, 1), a nije rubno neprekidna.
2
0, (&»eO\[$1)
T (x9 )’) = . 2 1 2
min{x,y} . (o) €0,1*\[3,1)

Primer 1.4
0 . wyefod]
T =g o= d)o-1)+1 . @oe(t]
min {x, y} , inace

Primer 1.5 Kod sledece t-norme je skup nilpotentnih elemenata kao i skup delitelja
nule interval (0, ¢), gde je c € R.

[ max{0,x+y—-c} , (x,y) €[0,c]?
T(x.y) = { min {x, y} . (x,y) ¢[0,c]?

1.2 Poluprsten

U ovom odeljku su navedeni neki pojmovi i rezultati vezani za pseudo-sabiranje
i pseudo-mnoZenje koje je definisano E. Pap (vidi npr. [Pa95], [Pa93]). Na ovim
operacijama je zasnovan pojam tzv. poluprstena, i navedeni su neki vazni primeri i
osobine ovih operacija i strukture poluprstena. Na strukturi poluprstena se dalje u
glavi glavi 2 definiSu pojmovi neaditivne mere i pseudo integrala (vidi npr. [Ko96],
[MePa99], [Pa90], [Pa95], [Pa02]) koji imaju brojne primene u reSavanju diferencijal-
nih jednacina, verovatnodi, fazi-kontrolerima itd.

Neka je [a, b] C [—o0, o] (u nekim situacijama se posmatraju poluzatvoreni inter-
vali), neka su @ i © binarne operacije na intervalu [a, b], i neka je relacija < linearni
poredak na [a, b].

& Nadalje ée se u tekstu koristiti konvencija co - 0 = 0.
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Definicija 1.10 Uredena trojka ([a, b] , ®, ®) je poluprsten ukoliko vaZi:

(a) operacija & je asocijativna, komutativha, neopadajuca u odnosu na relaciju <
(Vx,y,z € [a,b], x <y = x®z <y®z), i uodnosu na nju postoji neutralni
element (tzv. nula) O (obicno je 0 = a ili 0 = b),

(b) operacija © je asocijativna, komutativna, pozitivho neopadajuéa u odnosu na
relaciju < (Vx,y,z € [a,b], x <y AN 0<72) = x0Oz=<y0®7),iuodnosuna
nju postoji neutralni element (tzv. jedinica) 1,

(¢) (c.1) Vx€[a,b], 00x=0,

(c.2) operacija © je distributivna u odnosu na operaciju ®.
Operacije ® i © nazivamo redom pseudo-sabiranje i pseudo-mnoZenje.

Postoje tri vazna tipa poluprstena.
(I) Operacija @ je idempotentna (@ = sup ili @ = inf), a operacija © to nije.

(Ia) Ako je @ = sup, a © je proizvoljna operacija na intervalu [a, b] (ili [a, b))
koja nije idempotentna, tada je O = a, a relacija < je obicna <. Pri tome
je 1 # a. Posebno je vaZan slucaj kada se pseudo-mnoZenje © moze pred-
staviti pomocu tzv. generatora g, tj. neprekidne, striktno rastuce, sirjektivne
funkcije g : [a, b] — [0, o] takve da je

8(0) =g(a) =0,
x0y=g"@Eg® g

(Ib) Ako je @ = inf, a © je proizvoljna operacija na intervalu [a, b] (ili (a, b])
koja nije idempotentna, tada je O = b, a relacija < je obi¢na >. Pri tome
je 1 # b. Posebno je vazan slucaj kada se pseudo-mnoZenje © moZe pred-
staviti pomocu tzv. generatora g, tj. neprekidne, striktno opadajuce, sirjek-
tivne funkcije g : [a, b] — [0, co] takve da je

g(0)=g®) =0,
x0y=g¢" (g g0

(II) Obe operacije @ i © su generisane neprekidnom i striktno monotonom funkcijom
(generatorom) g, tj. postoji funkcija g : [a, b] — [0, co] takva da je

x@y=g" (g +gO),
x0y=¢g"(gx) g0
U ovom slucajuje g(0) =0ig(1) = 1.
Poluprsten ovog tipa se naziva g-poluprsten.

(IIT) Obe operacije & i ® su idempotentne (tj. ([a,b],®,®) = ([a,b], sup,inf) ili
([a,b],®,0) = ([a, b], inf, sup)).

Sto se ti¢e slucaja (IT), na osnovu Aczél-ove teoreme reprezentacije za svaku strikt-
no rastuéu binarnu operaciju @ postoji striktno monotona, sirjektivna funkcija (gener-
ator) g : [a,b] — [0, co] operacije @ takvadaje x®y = g7 (g(x) + g () i g(0) = 0.
Ako je 0 = a, tada je g rastuca funkcija i vazi g(a) = 0, g(b) = oo, i funkcija g
je izomorfizam izmedu ([a, b],®) i ([0, o0],+). U slucaju 0 = b, situacija je obrnuta.
Pseudo-mnoZenje definisano sa x0y = g~ (g (x) - g ()) je takva operacija da je uredena
trojka ([a, b] , ®, ®) poluprsten.
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Primer 1.6 Slede primeri za svaki od gore pomenutih tipova poluprstena.

(I) (I.1) Uredena trojka ([—oo, o), sup, +) je poluprsten, pri Cemu su u njemu neut-
ralni elementi 0 = —co, 1 = 0, i pseudo-mnoZenje © je generisano funkci-
jom g (x) = e*. Uz konvenciju (—o0) + (+00) = —co dobijamo poluprsten
(I=00, 0], sup, +).

Analogno, uredena trojka ((—co, 0], inf, +) je takode poluprsten.

(1.2) Uredena trojka ([0, o], sup, -), uz konvenciju 0 - co = 0 je poluprsten, pri
Cemuje0 =0,1=1.

(D) (1.1) Za monotono rastuci generator g : [—o0,00) — [0,00], g(x) = €%, uz
konvenciju e=> = 0, dobijaju se na intervalu [—oo0, o) operacije
x@®y=In(e" +¢&) XOy=x+y.
Uredena trojka ([—oo0, 00) , ®, ®) je poluprsten, pri Cemu je 0 = —c0 i 1 = 0.
(I1.2) Za monotono rastuci generator g : [0, c0] — [0, o], g (x) = x%, dobijaju se
na intervalu [0, oo] operacije

XDy = /xr+)? XOy=x-y.

Uredena trojka ([0, o], ®, ®) je poluprsten, pri Cemuje0 =0i1l = 1.

(YII.1) Za [a,b] C [—oo,c0], uredena trojka ([a,b),sup,inf) je poluprsten, pri
Cemu je 0 = a, 1 = b, a relacija < je uobicajeni linearni poreak <.

(I11.2) Za [a,b] C [—oco, 0], uredena trojka ([a,b),inf,sup) je poluprsten, pri

Cemu je 0 = b, 1 = a, a relacija < je uobicajeni obrnuti linearni poredak
>.

& Zahvaljujuéi asocijativnosti i komutativnosti operacija @ i ©, moZemo uvesti sle-
dece oznake, gde je x, x; € [a,b], n € N:

n-1

0 n
def def def
@xizt[), @xileeaxz@...@xn: @xieaxn,

i=1 i=1 i=1

0 n n—1
def def def
@xizjl, @xiz)q@xz@...@xn: @xian,
i=1 i=1 i=1
def n def
nx = xex®...0x, X' = x0x0...0x,
——— ———
n puta n puta

Neka je ([a, b],®, ®) poluprsten tipa (II) sa generatorom g : [a,b] — [0, >o]. Kao
$to je pokazano u radu [MePa99], za A € (0, co) je funkcija g* generator za poluprsten
([a7 b] > ea/17 ®/1)7 gde je

x@ry=(¢)" (' 0+ ),

X0y = (g”)_1 (' ¢'»)=xoy.
Stoga je ([a,b],®a,0,) = ([a,b] ,®1,0).
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Naredna teorema, dokazana u [MePa99], pokazuje da se poluprsten tipa (I) moZe
dobiti kao grani¢na vrednost familije g*-generisanih poluprstenova ([a, b], ®,, ®,) (pri
demu je Oy = O).

Teorema 1.15 Neka je g : [a,b] — [0, o] striktno opadajuca funkcija - generator
poluprstena ([a, b] , ®,©) koji je tipa (I), i neka je g* funkcija g na stepen A € (0, co).
Tada je g* generator poluprstena ([a, b] ,®,, ®), i za svako & > 0 i svako (x,y) € [a, b)?
postoji Ay takvo da je |x ®, y —inf (x,y)| < & for all 1 > Ay. Ako je g rastuca funkcija,
isti rezultat vaZi za sup umesto inf.

Na poluprstenu ([a, b] , ®, ®) je od interesa posmatrati i metriku d : [a, b]? = [0, ]
koja je kompatibilna sa supremumom i infimumom, tj. za svaki niz x,,, n € N elemenata
intervala [a, b] vazi

supx, =x A inf x, = x = limd(x,,x)=0,
neN neN n—oco
za koju vazi jo$ bar jedan od sledeca dva uslova:

(a) Yx,x',y,y €la,b], dx&y,x¥ ®y)<dxx)+d(y,y),
(b) ¥x,x',y,y €la,b], d(x®y,x &y') <max{d(x,x),d(y,Vy)},

i koja je monotona, tj. vazi

x<z<y = max{d(x,2),dy, 2} <d(x,y).

Napomena 1.1 Iz oba uslova (a) i (b) sledi da vazi implikacija
limd(x,,y,) =0 = limd(x,®zy,®z) =0

za sve x;,y;,2 € la, b].

Napomena 1.2 Iz uslova (b) sledi da za svaka dva niza x;, i € Niy;, j € N elemenata
skupa [a, b] vaZi nejednakost

n n
d @x@ i|< min  max d|(x;,y;
(H ' 5 YIS jefiom ) el o) ( ' y,)

& Metrika d indukuje odgovarajuéu topologiju na intervalu [a, b], te koriste¢i pojam
grani¢ne vrednosti u smislu ove topologije, moZemo definisati tj. koristiti slede¢i zapis

(&) n

def .
x; = lim X;
n—oo
i=1 i=1

za svaki niz x;, i € N elemenata skupa [a, b].

Primer 1.7 Na poluprstenu ([—o0,0) , max, +), funkcija
d( X, y) — emax(x,y) _ emin(x,y)

Jje metrika koja zadovoljava gore navedene uslove.
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Primer 1.8 Na poluprstenu ([—o0, 0o] , max, min), funkcija
d (x,y) = arctg (max (x,y)) — arctg (min (x, y))

Jje metrika koja zadovoljava gore navedene uslove.

Primer 1.9 Na poluprstenu ((—o0, o], min, +), funkcija
d(x y) — |e—max(x,y) _ e—min(x,y)|

Jje metrika koja zadovoljava gore navedene uslove.

Primer 1.10 Na poluprstenu ((—oo, oo] , min, +), funkcija
d(x,y)=le™ —e”|

Je metrika koja zadovoljava gore navedene uslove.

Primer 1.11 Na poluprstenu tipa (), tj. poluprstenu sa operacijama generisanim
funkcijom g, funkcija

d(x,y) =1g(x) - gl
Jje metrika koja zadovoljava gore navedene uslove.
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Glava 2

Pseudo-mera i pseudo-integral

U ovoj glavi su prezentovani pojmovi pseudo-mera i pseudo-integrala, kao i njihove
osobine.

2.1 Mere sa vrednostima u poluprstenu

U ovom odeljku su navedene definicije i osobine mera i integrala sa vrednostima u
poluprstenu. Ovakve mere i itegrale nazivamo jos i dekompozabilnim merama odnosno
pseudo-integralima. Kao glavni izvor za ovaj odeljak je koris¢eno [Pa95]. Takode su
navedena i dva rezultata iz [MePa99] vezana za konvergenciju dekompozabilnih mera
i pseudo-integrala.

Neka je ([a, b],®,®) poluprsten' sa standardnom relacijom poretka <, sa neutral-
nim elementima 0 i 1 redom operacija @ i ©, neka je [a,b], = {x € [a,b] | O < x}, 1
neka je ), o-algebra podskupova skupa X.

Definicija 2.1 Skupovna funkcijam : Y, — [a, b], je ®-dekompozabilna mera ukoliko
vaZi

(1) m(@©@) =0,

(2) ako je ® neidempotentna operacija, tada

VYA,Be}, ANB=0 = m(AUB)=m(A)®m(B),

(2°) ako je ® idempotentna operacija (min ili max), tada
VYA,Be Y, m(AUB)=m(A)®m(B).

Specijalno, za ® = max, funkciju m nazivamo jos i konacno maksitivnom merom.

Ako je & neidempotentna operacija, tada se ®-dekompozabilna mera m : ), — [a,b],
naziva o-®-dekompozabilna mera ako

1Umesto zatvorenog se po potrebi posmatra poluotvoreni interval.

15
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(3) za svaki niz A;, i € N po parovima disjunktnih elemenata A; o-algebre ), vaZi

n (U A,.] - D
ieN i=1
(e8] d ¢ n
. 5 .
gde je EB a; = 21_)1110 GB a;.
i=1 i=1
Specijalno, za ® = max, funkciju m nazivamo jos i prebrojivo maksitivnom merom.

Takode, u slucaju kada je ® = max, za maksitivnu merum : Y, — [a, b], kaZemo da je
kompletno maksitivna ako

(3°) za svaku familiju A;, i € I skupova A; € ), sa osobinom | J A; € Y, vazi

i€l
m(U Ai] = sup m(A)).

il iel

Kompletno maksitivna mera m je jednoznacno odredena svojom tzv. gustinom, tj.
funkcijom ¢ : R — [a, b], koja ima osobinu
m(A) & sup ¢ (x),
xeA
za svaki merljiv skup A.

Napomena 2.1 Ako je m o-®-dekompozabilna mera pri Cemu je operacija ® gener-
isana generatorom g, tada je u = g o m Lebesgue-ova o-aditivna mera, i pri tome vaZi

m:g‘I oM.

2.2 Integrali sa vrednostima u poluprstenu

Konstrukcija integrala zasnovanog na o-®-dekompozabilnoj meri sa vrednostima
u poluprstenu ([a, b],®,®), analogna je konstrukciji Lebesgue-ovog integrala (vidi
[Pa95]). Neka je m je o-®-dekompozabilna mera definisana na ),. Na skupu funk-
cija na uobicajen nacin uvodimo operacije ,,sabiranja” funkcija, ,,mnoZenja” funkcija,
i,,mnoZenja” funkcije skalarom.

Definicija 2.2 Za c € [a, b] i funkcije f : X — [a,b] i g : X — [a, b] definise se
(cog)x)=coglx), xeX
fegd(=fegkx), xeX
(fogx)=fogl), xeX

Funkcija f : X — [a,b] je medjiva od dole ukoliko su merljivi (tj. pripadaju
> sviskupovi{xe X | f(x) <c}i{xeX]| f(x) <c} zasvako ¢ € [a,b]. Funkcija
f je medjiva ako je merljiva od dole i merljivi su svi skupovi {x € X | f(x) >c}i
{xe X | f(x)>c}zasvako c € [a, b].
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Definicija 2.3 Pseudo-karakteristicna funkcija skupaA C X je funkcija k4 : X — [a, D]
definisana sa

0 , x¢A
Ka (x) = 1 xXeA

Definicija 2.4 Neka su A; € Y, i € N merljivi skupovi koji su disjunktni ukoliko ope-
racija @ nije idempotentna, i neka su a;, i € N elementi intervala [a,b]. Funkcija

oblika
n
e = @ a; O Ka,
i=1

odnosno oblika

(]
e = EBa,- O Ky,
i=1

se naziva elementama funkcija.

Naravno, elementarna funkcija je merljiva, i karakteristicna funkcija skupa A je
merljiva ako i samo ako je A merljiv skup (tj. A € ).

Pretpostavicemo dalje da su polugrupe ([a, b],®) i ([a, b],©) kompletne mreZe sa
poretkom, tj. za svaki od gore ogranicen skup A C [a, b] postoji sup A, i svaki od dole
ograniCen skup A C [a, b] postoji inf A. Takode, neka je na [a, b] definisana metrika
d : [a,b]*> - [0, co] koja je kompatibilna sa supremumom i infimumonm, tj. za svaki niz
Xu, n € N elemenata intervala [a, b] vaZi

supx, =x A inf x, = x = limd(x,,x)=0,
neN nelN n—oo

za koju vazi jo§ bar jedan od sledeca dva uslova:
(@) Yx,x',y,y €la,b], dx®y,x' ®y)<d(x,x)+d(y,y),
(b) Vx,x',y,y" €la,b], d(x@y,x' ®y) <max{d(x,x),d(y,y)}

i koja je monotona, tj. vazi
x<z<y = max{d(x,2),d(y,2)}<d(x,y).

Definicija 2.5 Neka je & > 0i B C [a.b]. Niz {I¥| i € N} je e-mreza za skup B
ukoliko za svako x € B postoji neko ll@ takvo da je d (ll@, x) < &. Ako za svako x € B
postoji l;g) takvo da je d (lf.g), x) <ei lf,g) < x, tada je { lgg) | i€ D\l} opadajuéa s-mreza.
{lgg) l i€ IN} Jje monotona s-mreza ukoliko je Vi, ll(.g) < lz('i)r

Teorema 2.1 Neka je f : X — [a,b] funkcija koja je od dole merljiva ukoliko je ®

idempotentna operacija, ili je merljiva i za svako € > 0 postoji monotona e-mreZa
skupa f (X). Tada postoji niz elementarnih funkcija e,, n € N takvih da je

lim d (e, (x), f (x)) = 0

uniformno po x € X.
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Kao i kod Lebesgue-ovog integrala, definiciju pseudo-integrala uvodomo u ko-
racima.

Definicija 2.6

(a)

(b)

(©

Pseudo-integral elementarne funkcije oblika e = @ a; © Ka,, odnosno oblika
i=1

e = @ a; © Ky, gde su skupovi A; disjunktni ukoliko @ nije idempotentna ope-
i=1
racija, je definisan sa
®

n
fe@dm ot @aiQm(A,-)
Y i=1
odnosno
& (o)
fe@dm «f @ai O m(A)).
% i=1
Pseudo-integral ogranicene, merljive, odnosno merljive od dole ako je & idem-

potentna operacija, funkcije f : X — [a, b], za koju, ukoliko & nije idempotentna
operacija vaZi da za svako € > 0 postoji monotona e-mreza skupa f (X), je defi-

nisan sa
®

3]
ff@dm L lim | e, 0dm, @.1)
X

n—oo

gde je ey, n € N niz elementarnih funkcija iz teoreme 2.1.

Pseudo-integral ogranicene, merljive, odnosno merljive od dole ako je & idem-
potentna operacija, funkcije f : X — [a, b] nad skupom A € Y, za koju, ukoliko
® nije idempotentna operacija vazi da za svako € > 0 postoji monotona e-mreZa
skupa f (A), je definisan sa

(5] (53]
ffodmdéff(f@KA)Qdm.
A X

Napomena 2.2 Integral definisan sa (2.1) ne zavisi od od izbora elementarnih funkcija

e,

Primer 2.1 Posmatrajmo poluprsten ([—o0, o) , sup, +), i neku proizvoljnu funkciju ¢ :

R —

[—co, 00). Neka je B Borel-ova o-algebra na R. Funkcijam : B8 — [—o0,00)

definisana sa

m(A) & supp(x), AeB

xeA

Jje sup-mera na skupu R, i za pseudo operacije ® = sup i © = + odgovarajuci pseudo-
integral od gore ogranicene funkcije f : R — [—co, 00) se izracunava na sledeci nacin:
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5]
ff@dmz suﬂg(f(x)+g(x)).
R

Napomena 2.3 Posmatrajmo g-poluprsten ([a,b] ,®,®). Neka je Y, o-algebra skupa

. Lo . .o def
Q, i posmatrajmo i neku ®-dekompozabilnu meru na Q. Funkcija A = gom: )y —
[—o0, 00] je aditivna mera, i za merljivu funkciju f : Q — [a,b] se pseudo-integral
funkcije f moZe izracunati na sledeci nacin:

®
foedm=g1[gf(g°f)dﬁ]

gde je integral sa desne strane Lebesque-ov integral.

Sledece teoreme daju neke osobine pseudo-integrala, i specijalno sup-integrala
(vidi [Pa95] - glave 2 i1 8, i [PuO1]). Neka je m neka o-®-dekompozabilna mera na
Q.

Teorema 2.2 Neka su @ i © neprekidne, i neka je ® beskonacno komutativna operacija.
Tada pseudo integral 2.1 ima sledece osobine: za svako c € [a, b] i funkcije f : Q —
[a,b]lig: Q — [a,b] za koje je pseudo-integral definisan, vaZi

&)

(a) m(A) = fKA (x) ©dm, 2.2)
Q
2] 53]
(b) f(c@f)@dm:c@ff@dm, (2.3)
Q Q
@ ® ®
(©) f(f@g)@dmsz@dm@fg@dm, 2.4)
Q Q Q
@ @
d f<g = ff@dmsfge)dm. (2.5)
Q Q

Dokaz: Tlustracije radi, naveden je dokaz osobine (d).
* Neka su f i g elementarne funkcije, odnosno oblika

fzéaiQKA,-, 8=ébi®l<3i,
i=1 i=1

gde su A;, Vi € N kao i B;, Vi € N neprazni disjunktni skupovi ukoliko operacija
© nije idempotentna. Neka je C;; = A; N By, i, j € N. Za funkcije f i g vaZi
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reprezentacija f = @ a;iOkc,; 18 = @ @ b; © kc,;- 1z relacije f < g
=1 j=1 =1 j=1

sledi Vi,j € N, Vx € Q, a; O k¢,; (x) < b; © k¢, ; (x), odnosno sledi da za sve

i,jeNvaziC;; # 0 = a; < bj (slucaj C;; = 0 je ocigledan), te poSto je ©

pozitivno neopadajuéa operacija, sledi daje Vi, j € N, a;0m (Ci,j) <b;om (Ci,j),

odakle (operacija & je takode neopadajuca) sledi tvrdenje

0 5]

& (o) (9] 00
ff@dm:@@aiem(@,j)s@@bjem(&,j):fg@dm.
0 1 =1 =1

i j= i=1 Q

* Neka su sada f i g merljive, odnosno od dole merljive funkcije ako je operacija
® idempotentna, i neka su ¢,, n € N iy, n € N nizovi elementarnih funkcija iz
teoreme 2.1 koji odgovaraju funkcijama f i g, tj. takve da uniformno po x € Q
vazi

lim d (e, (%), £ (x)) =0, lim d s (x), 8 (x)) = 0. (2.6)

Neka su funkcije i, n € N definisane sa , (x) © hax {0n (), ¥, (X)), x € Q.
Ocigledno je Vn € N, Yx € Q, ¢, (x) < ¥, (x). Posto su navedene konvergencije
uniformne po x € Q, s obzirom na napomenu 2.2, iz (2.6) i relacije f < g sledi

[52) )
lin (5, (0.¢0) =0 i [ godn=tim [5,000dm
Q Q
odakle se dobija
2] 52} 2] 52
ff@dm=’}i_g}lfgon(x)@dmSli_r}ﬁf&,,(x)@dmzfg@dm.
Q o Q o

O

Neka je m sada o-@®-dekompozabilna mera na Q sa vrednostima u poluprstenu
([0, 0] ,®, ®), takva da je m () < oo. Koristimo konvenciju co - 0 = 0, i umesto
m ({w}) ¢emo pisati m (w). Za proizvoljnu familiju funkcija f; : Q — [0, 0], j € J su

funkcije sup fj : Q — [0, oo] iinﬁfj : Q — [0, oo] definisane sa
jeJ JE€

(sup fi) () € sup £; (), (inf fj) () € inf f; (w).
jeJ jeJ jeJ

jeJ
Teorema 2.3 Neka je © neprekidna operacija. Za kompletno maksitivnu meru m i

proizvoljnu familiju funkcija f; : Q — [0, 00), j € J vaZi

sup sup

f(supfj)(bdm = supffj(bdm.
o jeJ jeJ o

Dokaz:
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sup

f(sup fJ) ©dm = sup {(sup fj) (w)yoOm (a))} =
jeJ we jeJ

Q

= sup {(supf, (a))) O] m(a))} = sup sup {f, (w)© m(a))}

weQ jeJ weQ jeJ
sup

= sup sup{fj(w)(Dm(w) —supffjodm

J€J weQ
[1] ako je ¢ : [0, o) X [0, 00) — [0, o) neprekidna funkcija, tada za b € [0, o)

i proizvoljnu familiju a; € [0, c0), j € J vaZi ¢|supa;, b| = supcp (aj, b); operacija
jeJ jeJ
O je neprekidna funkcija.

O

Neka je ¥ familija svih zatvorenih potskupova intervala [0, co]. Analogno kao u
teoremi 1.7.7. u [Pu01], za sup-integral zasnovanom na poluprstenu ([0, co] , sup, ®) sa
operacijom © generisanom neprekidnom funkcijom g, vazi sledeca teorema.

Teorema 2.4 Neka je m kompletno maksitivna mera na intervalu [0, o] sa vrednostima
u intervalu [0, oo], i neka je m pri tome F -glatka, tj.

(1) m(@@) =0,
2) m [U A ] =supm (Aj) za svaku familiju A;, j € J merljivih skupova A;,
jeJ jel

B)m (ﬂ Fn] = 5161['1: m (F,) za svaki opadajuci niz F,, n € N elemenata familije F .
nelN

Tada, za svaku familiju f; : [0, 0] — [0, 00), j € J ogranicenih, od gore poluneprekid-
nih funkcija, koja je zatvorena u odnosu na minimume i infimume, vaZi
sup sup
f (1}161§fj)®dm = 1]r€1§ f fiodm
[0,00] [0,00]
gde je operacija © generisana neprekidnom funkcijom g.

Naredne dve teoreme, dokazane u [MePa99], pokazuju da

1. dekompozabilna mera zasnovana na idempotentnom pseudo-sabiranju sa nepre-
kidnom gustinom se moZe dobiti kao limes familije dekompozabilnih mera m,
zasnovanih na pseudo-sabiranju sa generatorom,

2. pseudo-integral zasnovan na poluprstenu ([a, b] , sup, ®) sa operacijom © koja je
generisana funkcijom g, i na sup-dekompozabilnoj meri sa neprekidnom gusti-
nom, moZe se dobiti kao limes familije g-integrala.
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Neka B ] 0znacava o-algebru Borel-ovih podskupova intervala [0, o], a u neka
oznacava Lebesgue-ovu meru na R. Esencijalni supremum nenegativne, merljive funk-
cije f : Q — [0, co] u odnosu na meru y je definisan sa

esssup | £ (x) | x€ Q} < sup{ae[0,00) | u(xeQ] f(x) > al)
u
.y . . def
pri cemu uzimamo da je sup( = oo.

Teorema 2.5 Neka je m sup-dekompozabilna mera na ([0, ], Bjo o)), Pri Cemu je
m(A) =esssup{gp(x) | x € A},
u
gde je ¢ : [0, 00] — [0, o] neprekidna funkcija - gustina mere m. Tada za proizvoljni
generator g postoji familija {ma} ¢ .0y ®a-dekompozabilnih mera na ([0, 0], Big o),
gde je operacija ®, generisana funkcijom g*, A € (0, ), takva da je }im my = m.

Teorema 2.6 Neka je ([0, 0], sup, ®) poluprsten kod koga je operacija ©® generisana
funkcijom g. Neka je m sup-dekompozabilna mera kao u teoremi 2.5. Tada postoji
Samilija {my} e ) ©a-dekompozabilnih mera, gde je operacija ®, generisana funkci-
jom g, A € (0, 00), takva da za svaku neprekidnu funkciju f : [0, co] — [0, oo] vaZi

sup D,

ff@dmz}igff@dmﬁ =}Lr§o(g4)"(f(gﬂof)odx).

2U smislu da je Alim my (A) = m(A) za svako A € Bjo,co]-



Glava 3

Pseudo-verovatnoca

U ovoj glavi je prezentovan pojam pseudoverovatnoce, tj. verovatnosne mere sa
vrednostima u poluprstenu, kao i njegove i osnovne osobine. Zatim su uvedeni po-
jmovi pseudo-slucajnih promenljivih (sluajnih promenljivih definisanih na osnovu
pojma pseudoverovatnoce), razni tipovi konvergencija pseudo slucajnih promenljivih,
uzajamni odnosi ovih konvergencija. Takode je uveden pojam kvaziaritmeticke sre-
dine, i ispitan zakon velikih brojeva u smislu pseudo-verovatnoe. Ovi pojmovi su
uvedeni i ispitani u radovima [Ra0], [RaNe99], [RaGrNe00], [NeGr02], [NeMiRa07],
[RGMNRO2].

Neka je (I,®,®) poluprsten iz sekcije 1.2 sa neutralnim elementima 0 i 1 redom
operacija @i ©, neka je d metrika definisana na poluprstenu (I, ®, ©), i neka je < relacija
poretka na poluprstenu (/, ®,®). Neka je Q neprazan skup, i neka je Y, o-algebra na
skupu Q.

Podsecamo (vidi napomenu 2.3) da se u sluc¢aju poluprstena tipa (II), tj. g-poluprs-
tena kod koga su obe operacije @ i © generisane neprekidnom i striktno monotonom
funkcijom (generatorom) g : [a, b] — [0, co] u smislu

x@y=g'(gW+g(), x0y=g'@E@®- g0,
(pri ¢emu je tada g (0) = 01 g (1) = 1), pseudo-integral merljive funkcije f : Q — [
moze izracunati na sledeci nacin:

f fodmn=g" [ f g(f(x))dx].
Q

Q
gde je integral sa desne strane Lebesque-ov integral.

3.1 Pojam i osobine pseudo-verovatnoce

U ovoj sekciji se uvodi pojam pseudo-verovatnoce, tj. verovatnoce sa vrednostima
u poluprstenu (7, ®, ©).

23
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Definicija 3.1 Pseudo-verovatnoc¢a na o-algebri Y, je funkcija P : Y, — I sa osobi-
nama

(a) PO)=0iP(Q) =1

(b) Za disjunktne skupove A, B € Y, (dakle AN B = 0) vaZi
P(AUB)=PA)®P(B)
(pseudo-verovatnoca je konacno-, aditivna” u smislu pseudo-sabiranja ®).

(c) Ako za skupove A; € Y, i € NvaZi A; C Ai+1, i € N, tada je
lim P(A;) = P(U A,»)
n—oo i=1
(pseudo-verovatnoca P je odozdo neprekidna funkcija).

Uredena trojka (Q, Y, P) se naziva prostor pseudo-verovatnoce.

Napomena 3.1 Uocimo da je pseudo-verovatnoca u stvari ®-dekompozabilna mera sa
vrednostima u ograni¢enom intervalu [0,1] C L.

Sledeéa teorema, sli¢no kao kod klasi¢ne verovatnode, daje ekvivalentnu definiciju
pseudo-verovatnoce.

Teorema 3.1 Funkcija P : Y, — I je pseudo-verovatnocéa ako i samo ako vaZi
(@ PO=0iP)=1.

(b) Za svaku prebrojivu familiju {A;}ien po parovima disjunktnih elemenata o-al-
gebre Y, vaZi

P(O A[] = é P(4)
i=1 i=1

(pseudo-verovatnocéa P je o-aditivna funkcija).

Napomena 3.2 U slucaju poluprstena tipa (11) (g-poluprstena), za A € Y, imamo da je
P(A) = g7 (p (A)), gde je p klasi¢na funkcija verovatnoée. U ovom slucaju se pseudo-
verovatnoé¢a P naziva izvmuta verovatnoca (distorted probability), vidi npr. [Ch96] i
[RaNe99].

Primer 3.1 Posmatrajmo poluprsten (R, sup,-). Neka je Q = N, i neka je funkcija
II:P(N) - §+ definisana sa
1) = o, H(A):l—;, 0+ACN.
sup A
Funkcija 11 je pseudo-verovatnoca (tzv. idempotentna verovatnoca) na skupu N. Na
primer; osobina (b) je zadovoljena jer za sve A, B € P (N) vazi
1 1

HAUB) =1—-——— =1-
( ) sup{A U B} max {sup A, sup B}

1 1 1 1
R D S N PR = sup (T1 (A), T1 (B)).
mm{sup 1 supB} max{ pA sup B} sup (I1(A), I1(B))
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3.2 Pseudo-slucajne promenljive

U ovoj sekciji uvodimo pojam pseudo-slucajne promenljive, i njoj odgovarajuce
funkcije raspodele, gustine, matematickog ocekivanja, kao i pojam nezavisnosti pseu-
do-slucajnih promenljivih.

& Za funkciju X : Q — I moZemo uvesti uobi¢ajene oznake

X< weQ| X(w) =xxel

X< (weQ| Xw) <x),xel
Definicija 3.2 Funkcija X : Q — [ se naziva pseudo-slucajna promenljiva ili pseudo-
varijabla ukoliko za sve x € I vazi {X < x} € Z.

Kao i u klasi¢noj teoriji verovatnoce, za svaku pseudo-slu¢ajnu promenljivu mo-
Zemo definisati njoj odgovarajuéu funkciju raspodele.

Definicija 3.3 Funkcija raspodele Fy pseudo-slucajne promenljive (pseudo-varijable)
X je funkcija Fx : I — I definisana sa Fx (x) = P (X < x).

Neka je nadalje o(/) minimalna o—algebra koja sadrzi sve otvorene lopte u sepa-
rabilnom metrickom prostoru (I, d), i neka je m dekompozabilna mera definisana na
merljivom prostoru (1, o(1)).

U nekim slucajevima se funkcija raspodele pseudo-slucajne promenljive moZe iz-
raziti kao pseudo-integral tzv. gustine koja odgovara slucajnoj promenljivoj.

Definicija 3.4 Ukoliko za pseudo-slucajnu promenljivu X postoji funkcija ¢x za koju
®
vaZi Fx (x) = f ¢xdm, tada za funkciju ¢px kaZemo da je funkcija gustine koja odgo-
1
vara slucajnoj promenljivoj X.

Sada za pseudo-slucajnu promenljivu za koju postoji odgovarajué funkcija gustine
definiSemo preko pseudo-integrala i njeno matemati¢ko ocekivanje.

Definicija 3.5 Pseudo-ocekivanje pseudo-slucajne promenljive X sa funkcijom gustine
ox, u oznaci E (X), definisemo sa
®

EX) = fx@qﬁx(x)@dm.

1

Napomena 3.3 U slucaju poluprstena tipa (1), tj. g-poluprstena kod koga su obe ope-
racije ® i © generisane neprekidnom i striktno monotonom funkcijom (generatorom)
g : [a,b] — [0, ], pseudo-ocekivanje pseudo-varijable X se moZe izraziti tj. izracu-
nati i na sledeci nacin

e =¢'| [ s goxtorax
1
gde je dx = d (g o m) Lebesgue-ova mera.
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Za pseudo-varijable koje imaju funkciju gustine, na uobicajeni nacin definiSemo
njihovu nezavisnost.

Definicija 3.6 Pseudo-slucajne promenljive X i Y koje imaju odgovarajuce funkcije
gustine redom ¢x i ¢y kaZemo da su nezavisne ukoliko vaZi

dxy (x,y) = ¢x (x) © ¢y (y).

3.3 Konvergencije pseudo-sluc¢ajnih promenljivih

U ovoj sekciji uvodimo pojmove raznih vrsta konvergencija pseudo-slucajnih pro-
menljivih. Takode su ispitane neke uzajamne veze izmedu ovih vrsta konvergencija,
vidi npr. [RaNe99].

Definicija 3.7 Niz {X,},en pseudo-slucajnih promenljivih konvergira u pseudo-vero-

P
vatnoci P ka pseudo-slu¢ajnoj promenljivoj X, u oznaci X,, — X, ukoliko za svako
&g > 0vazi

}L%P({w €Q| dX, (w),X(w)=¢})=0.

Definicija 3.8 Niz {X,},cn pseudo-slucajnih promenljivih konvergira skoro sigumo ka
pseudo-slucajnoj promenljivoj X, u oznaci X, N X, ukoliko vaZi

PlweQ| X, (w) » X(w)}) =1.
odnosno

PlweQ] X, (w) » X(w)}) =0.

Sledece dve teoreme daju uzajamne odnose navedenih vrsta konvergencija, tj. us-
love pod kojima neki niz pseudo-sluc¢ajnih promenljivih konvergira u odredenom smis-
lu.

Sledeca teorema, za slucaj poluprstena sa idempotentnim operacijama, je dokazana
u [Ra0].

Teorema 3.2 U slucaju kada je poluprsten tipa (1) ili (I11), ¢j. u idempotentnom slucaju,
iz konvergencije X, N X sledi konvergencija X, “x
Koristicemo da je

{wte limX,,(w);tX(w)} = U lim | U{weﬂl d (X, (W), X (W) > %}
k>0

n=m

Koristeéi osobine idempotentne mere imamo da je

P({w €Q| lim X, () ¢X(w>})

= @P(nm 1 {weQ| d (X, (), X () > %}] [K1]

m—oo
k>0
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< @HL 1 P(U{w eQ| dX, (), X () > %}) [K2]

k>0 n>m
:ﬁ?égl@P({weQ| d(Xn(a)),X(w))Z%}). [K3]

n—oo

1
Stoga, ukoliko je lim P ({w eQ| dX, (w),X(w) > z}) = 0, tada je

Tim | @P({w eQ] dX,(w),X (W) > %})

nzm

= limsupP({w eQ| dX, (w),X(w) > %}) =0,

n—oo

te dobijamo

P({wem }Lrgxn(w)iX(w)})=®‘ H

Napomena 3.4 U dokazu prethodne teoreme, razlika u odnosu na klasicnu teoriju ve-
rovatnoce je u sledecem:

* U [K1] i [K3] vaZe jednakosti umesto nejednakosti < jer je & idempotentna ope-
racija te za svaki niz skupova A1, A,, As, ... vaZi

P(A1 UA2) =P (A1 \A2) U(A1 NA) U (A2 \ Ay))
=PA1\A)ePAINA)@P(A2\ Ay
=PA1\A)e(P(A1NA)SP(AINAY))SP (A2 \ Ay)
=(PAI\A)@eP(AINA))@(P(AINA)@P(A2\Ay)) =P (A) ®P(Ay),
odakle induktivno dobijamo

PAUAU...UA)=PApDePAye...aPA,),

1 k
te stoga za skupove A, = {w eQ| dX, (w),X (w)) > %} i B, = U A, gde je
B C Bi+1, k € N tako da moZemo koristiti osobinu (c) pseudo-verovatnoce iz
definicije 3.1, vaZi
(o] (o] k
P(U An] = P(U Bk] = lim P (By) = lim P[U An]

k=m

k 00
= lim @ P(A,) = @ P (A,).

* Za nerastuci niz skupova, idempotentna mera nije neprekidna funkcija, te stoga
u [K3] imamo u opstem slucaju nejednakost umesto jednakosti, za razliku od
klasicne verovatnoce,

Sledeca teorema, za sluc¢aj neidempotentnog poluprstena, je dokazana u [RaNe99].
U dokazu teoreme je sa p oznacena klasic¢na verovatnoca.
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Teorema 3.3 U slucaju kada je poluprstena tipa (1), tj. u neidempotentnom slucaju
kada su operacije ® i © poluprstena generisane generatorom g, tada iz konvergencije

X, 2% X sledi konvergencija X, N X.
Dokaz:
Iz jednakosti P ({w € Q) lim X, (@) = X (w)) =0, 4. iz
g (p ({w €Q| lim X, (@) = X(w)})) — 1, zbog g (1) = 1 sledi
p({w € Q) lim X, (@) = X(w)) - 1.

U metri¢kom prostoru (/, d), konvergencija lim X, (w) = X (w) je ekvivalentna
n—oo
sa

(V6 > 0)(dng € N)(Vn € N)
nznyg=06>dX,(w),Xw) =IgX, () -gX W)l

tj. niz {g (X;,)},en pseudo-slucajnih promenljivih konvergira skoro sigurno ka g (X).
U klasi¢noj teoriji verovatnoce, skoro sigarna konvergencija implicira konvergen-
ciju u verovatnoci, tako da za sve € > 0 vazi

lim p(fw € Q1 lg (X, (W) - g (X (W) 2 &}) = 0.
Konacno, iz
r}i_)rgP({(u €Q|dX,(w),X(w)=e)=0
& 0= Ji_)n;od(P({w €Q| dX,(w),X(w)=¢}),0)
= lim [g(P({w € Q] d(X, (W), X (W) 2 &}) — g (0)|
= lim p({w € Q] d(X, (W), X (w)) 2 &})
= lim p({w € Q[ |g (X, (W) - g (X (W) 2 &}),

dobijamo da niz {g (X,)},cy pseudo-slucajnih promenljivih konvergira u pseudo-
verovatnoci P ka pseudo-slucajnoj promenljivoj X. g

3.4 Srednje vrednosti pseudo-slucajnih promenljivih i
zakon velikih brojeva u prostoru pseudo-verovat-
noce

Sledeca definicija je uvedena, i sledeca teorema je dokazana u [RaGrNe0O]. U
dokazu teoreme je sa p oznacena klasi¢na verovatnoca.

Definicija 3.9 Neka je g neprekidna i striktno monotona funkcija. Tada za brojeve
X1, X2, ..., Xn kaZemo da je

(18
S (X1, 220 e X) = 8 1(; Zg(x»], nen
i=1
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njihova kvazi-aritmeticka sredina. Ako su Xy, Xy, ..., X,, pseudo-slucajne promenljive,
tada je

1%
S}’l (XI’X25'--7XI’£) :g l(; Zg(Xl))s ne D\‘
i=1

kvazi-aritmeticka sredina pseudo-slucajnih promenljivih X1, Xz, ..., X,.

& Skraéeno ¢emo sa S, oznacavati S, (x, X2, ..., X,) odnosno S, (X1, Xa, ..., X,,).

Za neke specijalne, znacajne funkcije g imamo sledecu tabelu njihovih kvazi-arit-
metic¢ka sredina sa njima odgovarajuéim nazivima.

g(x) | S,u(x1,x2,.000 %) sredina
1 n
X - X; aritmeticka
n 4

kvadratna

1 n 1/a
x¢ (— X7 koreno-stepena
=
-1
" 1w 1 .
X - — harmonijska
n Xi
i=1
n 1/n
log x [ x,-] geometrijska
i=1

1O o
- e”*"] eksponencijalna
n

Sledeéa teorema daje analogon zakona velikih brojeva koji vaZi u klasi¢noj teoriji
verovatnoce.

Teorema 3.4 U slucaju poluprstena tipa (1) sa metrikom d (x,y) = |g (x) — g ()|, za
niz X,, n € N uzajamno nezavisnih pseudo-varijabli sa istim raspodelama i matema-

tickim ocekivanjima E (X,,)) = a, n € NvaZi S, i) a.
Dokaz:
Dokazacemo da vazi }1_)1210 P{d(S,,a) = &}) = 0 za svako € > 0:
dP{d(S,,a)=¢€}),0)
=g (P{d(Sn a) = €}) — g (0
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=lp{d (S, a)=¢g)) -0
=p{d(Sy.a) =&}
=p{lg(S,) —gla)l =&}

=p({ %;g(x,»)—gw) ze}].

Kako slucajne promenljive ¥; = g(X;), i = 1,...,n zadovoljavaju obi¢ni zakon
velikih brojeva, sledi tvrdenje tj. vazi
> s}} =0. Il

lim p ({

1 n
- Y eX)-g(@
=
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gustina maksitivne mere, 16 slabija, 4

strogo jaca, 4

strogo slabija, 4
triangularna norma (t-norma), 1

,,Lukasiewich-eva”, 2

,drastic product”, 2

,,minimum”, 2

idempotentan element, 6
izvrnuta verovatnoca, 24

kvazi-aritmeticka sredina, 29

maksitivna mera

kompletno maksitivna, 16 ,,pI‘O'IZVOd 2
9 .. Arhimedovska, 7
kona¢no maksitivna, 15 .
jaca, 2

rebrojivo maksitivna, 16 .
P ) kancelativna, 7

nilpotentna, 8

nilpotentan element, 6 ’
poluneprekidna odozdo, 5

poluprsten, 10 poluneprekidna odozgo, 5
prostor pseudo-verovatnode, 24 rubno neprekidna, 6
pseudo integral, 18 sa grani¢nim svojstvom, 7
pseudo-karakteristi¢na funkcija, 17 slgbija, 2
pseudo-mnoZenje, 10 striktna, 8
pseudo-sabiranje, 10 striktno monotona, 7
pseudo-slu¢ajna promenljiva, 25 strogo jaéa? 02

funkcija gustine, 25 strogo slabija, 2

funkcija raspodele, 25 uslovno kancelativna, 7

konvergencija skoro sigurno, 26

konvergencija u pseudo-verovatnodi,
26

nezavisnost, 26
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