Chapter 5

Diferencijalne jednacine

Mnoge pojave i zakoni koji vladaju u prirodi mogu se opisati koristeé¢i matem-
aticke modele u obliku diferencijalnih jedna¢ina. Matematicko modelovanje
predstavlja neizostavan deo postavljanja i reSavanja problema u fizici, inZen-
jerstvu, biologiji, medicini, ekonomiji i drugim oblastima.

INZENJERSKI n MATEMATICKI n RESAVANJE n INZENJERSKA
PROBLEM MODEL MODELA INTERPRETACIJA

Zato ¢emo se u ovoj glavi baviti:

(i) postavljanjem matematickih modela,

(i) klasifikacijom diferencijalnih jednacina:

na obi¢ne i parcijalne,
na diferencijalne jednacine prvog i viseg reda,

na razne tipove diferencijalnih jednacina prvog reda: sa razdvojenim
promenljivim, homogene, linearne, Bernulijeve i sl.

na linearne homogene ili nehomogene diferencijalnih jednaéina viseg
reda sa konstantnim koeficijentima.

(iii) reSavanjem nekih klasa obi¢nih diferencijalnih jednacina.

5.1 Osnovni pojmovi i definicije

Jednacina koja sadrzi bar jedan izvod nepoznate funkcije koja zavisi od jedne
ili vise promenljivih se naziva diferencijalna jednac¢ina. Diferencijalne jednacine

se dele na:

1. obi¢ne - kod kojih nepoznata funkcija zavisi samo od jedne promenljive i
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82 CHAPTER 5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE

2. parcijalne - kod kojih nepoznata funkcija zavisi od vise promenljivih. (c)).
Red jednacine je red najviseg izvoda koji se pojavljuje u toj jednacini.
Primer 5.1.1 Sledeée jednacine su diferencijalne:

(a) y'(xz) = £ (obicna prvog reda)

(b) y'(x) — xy'(z) + 2py(x) = 0 (obicna drugog reda)

*u(z,y,2) *u(z,y,2) & u(z
(C) + dy? + Oz

52 22 — (parcijalna drugog reda)

(d) $(t) +w?p(t) =0, w—-const. (obicna drugog reda)

(e) Zig =1/1+ (%)2 a — const. (obi¢na drugog reda)

Konjukcija dve ili viSe diferencijalnih jednac¢ina se naziva sistem diferencijalnih
jednacina.

Primer 5.1.2 Primer sistema dve diferencijalne jednacine sa dve mepoznate
funkcije:
(t)

y'(t)

20 (t) - 3y(t)
x(t) + 5y(t)

Implicitni (ili opsti) oblik obi¢ne diferencijalne jednacine n-tog reda je

G(z,y(@), ¥ (2),...,y™(2)) =0, 51)
Eksplicitni (ili normalni) oblik je
F(z,y(z),y (x),...,y"D(z)) = 0.
(@,y(2),y' (), ...y (2)) (5.2)

Funkcija y = ¢(x) je reSenje diferencijalne jednacine (5.1) na (a,b) ako vazi:
e ¢ je definisana na (a,b),
e 1 puta je diferencijabilna na (a,b) i

e ¢ identicki zadovoljava jednacinu 5.1 tj. za svako x € (a,b) vazi

" (z) = F(z,¢(x),¢ (2),...,¢" V().

5.2 Diferencijalne jednacine prvog reda
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Implicitni oblik diferencijalne jednac¢ine prvog reda je

G(z,y,y') =0

a eksplicitno oblik je

y' = F(z,y).

Geometrijska interpretacija. Neka je y = ¢(x) reSenje obi¢ne diferenci-
jalne jednacine prvog reda u intervalu (a,b). Linijski segment je uredjena trojka
(z,9,9"), gde je y' u svakoj tacki (z,y) odredjen tom diferencijalnom jednaci-
nom. Skup svih linijskih segmenata se naziva polje pravaca. Koeficijent pravca
tangente na grafik reSenja y = f(z) u tacki (z,y) je dat sa ¢y’ = F(z,y). Kaze
se da je kriva saglasna sa poljem pravaca. Skup svih krivih saglasnih sa poljem
pravaca se naziva opste reSenje diferencijalne jednacine. Kriva koja prolazi kroz
tacku (zg, yo), tj. zadovoljava pocetni uslov y(zg) = yo, je partikularno reSenje.

Kaze se da je sa
y' =F(z,y), y(zo) = 5o (5.3)
zadat pocetni (Cauchyev) problem.

Postavlja se pitanje pod kojim uslovima postoji jedinstveno reSenje pocetnog
problema. Odgovor na to pitanje nam daje slede¢a teorema.

Teorema 5.2.1 Neka je funkcija F(x,y) neprekidna u zatvorenoj oblasti D =
{(z,y) eR?:a <z <b, c<y<d}izadovoljava Lipschitzov uslov po y, tj.
postoji K > 0 takvo da je v D

|F(2,y2) = F(z,y1)| < Kly2 — -

Postoji jedno i samo jedno resenje pocetnog problema (5.3) koje je definisano u
intervalu (a’, V'), gde je

CL/ = max{aw 7d_y0 T 7y0_c}
7'0 ]\/{ 7’0 ]\/[
. d—yo Yo — C
/ —
b = mln{b,onr 7 ,To + ]M}
M = S%pIF(%y)I

U dokazu teoreme se koristi metod uzastopnih aproksimacija. ReSenje je
dato sa
y(x) = lim y,(x),

n—oo
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gde je

Yo(z) = o

x

y0+/F(t,yn,1(t))dt, n=12,. ..

Zo

Yn ()

Primer 5.2.1 Rediti pocetni problem y' = x + vy, y(0) = 1.
Resenge.
Ekvivalentna integralna jednacina je
xT
wo) =1+ [+ u®)a
0
a niz uzastopnih aproksimacija
Yo(z) = 1

T
2

1+/(t+1)dt:1+m+%
/ .

y1(z)

Moze se dokazati matematickom indukcijom da je
n+1
k In+1

X
W) = 1 ) P
yn(2) tr kZZQk! (n+ 1)

Ako posmatramo n — oo onda je
y(x) =2e" —z — 1.

O

Metod prikazan u prethodnom primeru ima veliki teoretski znac¢aj, ali nije

pogodan za praktino reSavanje jer su retki primeri u kojima se niz {y,} moze
efektivno nadi.

5.2.1 Jednacina sa razdvojenim promenljivim

Jednacina oblika

9(y) -y = f(z)

(5.4)

ili
Yy = f(2) 9(y), (5.5)

u kojoj promenljive x i y mogu da se "razdvoje" jedna od druge, se kaze da je
diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivim.



5.2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA 85

Ako integralimo levu i desnu stranu po x, dobijamo

/g(y) cy'dx = /f(m)dm + C odakle je/g(y)dy = /f(;r)da; +C.

Primer 5.2.2 Resiti pocetni problem y' = 2y, y(0) = 3.
Resenje. Ako, za y # 0, razdvojimo promenljive i integralimo dobijamo

d d

L 2y & / %= /dac

dx y

& Iyl =204C o y==+2 oy =Ce*.
Iz pocetnog uslova sledi
y(0)=3=Ce?*"=3=C =3,

odakle je resenje pocetnog problema y(z) = 3e%*.

Neka je

y = f(;gfgigj) i (az,b2) = k(a1 b1).

(5.6)

Jednacina koja se svodi na jedanéinu sa razdvojenim promenljivim
Uvodjenjem smene ¢t = a;z+ by dobijamo jednacinu koja razdvaja promenljive.

5.2.2 Homogena jednacina

Neka je f neprekidna funkcija nad (a,b). Za jednaéinu oblika

v=4(2) (5.7)

kazemo da je homogena diferencijalna jednacina prvog reda.

Akoje f(£) = ¥, onda posmatrana diferencijalna jednacina razdvaja promenljive.

Uvedimo smenu

Tada je



86 CHAPTER 5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Jednacina (?7?) se svodi na jednacinu

koja razdvaja promenljive.
Primer 5.2.3 Naéi opste redenje diferencijalne jednacine xyy = a2 + y>.

Resenje. Ako jedna¢inu podelim sa xy, dobijamo

;X Y

y T

L . oy
Uvodjenjem smene t = 2

, 1

1
N t'xzfﬁ/tdt:/d—m
t x

1
&= 5152:ln|;r|+ln\C|:>y2:2;r21n\0x|‘

Neka je

ay by
as by

’_ a1z+biyter
v = f(azz+b2y+02)

(5.8)

Jednacina koja se svodi na homogenu U ovom slu¢aju uvodimo smenu
r =X+ a,y =Y + B. Polazna jednacina postaje

ﬂi X +01Y +aja+b18+ ¢
dX T\ X +bY fasa+boS+co )’

i ako je (a, B) reSenje sistema jednacina

alOé-‘rblB-f—Cl:O
asae +baff+co =0

dobijamo homogenu diferencijalnu jednacinu

g_f aX +bY) g_f a1+ by
dX T\ aaX 10y )" ax T v )

Resenje date diferencijalne jednacine je oblika ¢(X,Y) = 0, a reSenje polazne
diferencijalne jednacine p(z — o,y — 5) = 0.
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4xr—4y

. ey g .. . .. dy
Primer 5.2.4 Rediti diferencijalnu jednacinu 4 = e B

Resenje. Kako sistem jednacina
da—48 = 0
—4da+p8 = -3

ima jedinstveno reSenje a = 1, f = 1, uvodjenjem smene z = X + 1,y =Y + 1,
zadata diferencijalna jednacina se svodi na homogenu

dY 44X —4Y

dX — —4X+Y’

koja se reSava uvodjenjem smene t = %
4 — 4t
X +t=
+ -4+t
4—¢2
& X =
t—4
- t—4  [dX
4—12 | X
1 dt dt
—— — —— ) =In|X|+1
& 2( 27t+3/2+t) n|X|+InC
1 2 3
& —iln‘( t;) =In|CX]|
Y
-2
& X =CX

2+%)?
& Y -2X=C%02X +Y)3
Vracanjem smene X =2 — 1, Y =y — 1 dobijamo

—2r+y+1=C*2x+y—3)>%

5.2.3 Linearna jednacina

Diferencijalna jednacina oblika

Y + f(2)y = g(=), (5.9)

u kojoj su y i 3’ prvog stepena, se kaZe da je linearna diferencijalna jednacina
prvog reda.

Teorema 5.2.2 Neka su f i g neprekidne nad intervalom (a,b). Tada postoji
jedinstveno reSenje jednacine (5.9) koje zadovoljava pocetni uslov y(zg) = xo i
definisano je u (a,b). Resenje je dato sa

~ [ foyde y [ flw)du
y(@)=e ™ (yo + / g(t)ew dt) (5.10)

Zo
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Dokaz. Lako je proveriti da funkcija (5.10) zadovoljava jednacinu (5.9).
Obratno, ako uvedemo smenu y(x) = u(z)v(z), y' (x) = o' (x)v(z)+u(z)v'(z),
jednacina postaje

o)+ f@o() =0 A u(z)u(z) = g(x)

- | fwar J e
v(x)=e ®0 A ul(x) = g(x)ero

— ] rae / T Fwydu
v(z) =€ "0 A ux) = /g(t)e"’“ﬂ dt+C

~ [t 7 [ fuydu
va) = u@p@) =e 2 [gen”arc

Zo

Iz pocetnog uslova y(zg) = yo sledi da je C' = yo. Dakle,

— | rwar T ] fwda
y(x) =e #o (yo + /g(t)eﬁo dt).

Zo

Primer 5.2.5 Nadéi opste redenje diferencijalne jednacine y' + %y = 923,

Resenje.

3
W+ w + Zuw = 92°
x

3 ;
u'v + u(v’ + 711) =93
x

U/-F%U:O w'v = 923
dv 3., _ r1 3
o tsv=0 u s =9z
dv _ _3 06
i =3 u' = 9x

dv _ _odz _ 9.7
= =35 u=zz'+C
In|v]| = —3In|z|

= L
V=3
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c
4

1.9 ., 9
y—uv—ﬁ(?x +C’)—?x

5.2.4 Bernoullijeva jednacina

To je diferencijalna jednacina oblika

v + f(@)y = g(z)y*, a€R. ‘ (5.11)

Ako je a =0 ili @ = 1, jednadina je linearna. Inace, uvodenjem smene
2(z) = (y(@)' 7% (@) = (1 -y (@)Y (2),
jednaéina 5.11 se svodi na linearnu diferencijalnu jednaéinu oblika
#(x) + (1= a)f(z)z(x) = (1 - a)g(x).
Primer 5.2.6 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y' + %y = x9°.

Resenje.
Ako jedna¢inu podelimo sa y2, dobijamo
! 11
y—Q + ——=u.
Y ry
Neka je z = 1. Tada je 2/ = —2¢' i zadata jednacina se svodi na linearnu
Yy Y

diferencijalnu jednac¢inu
1

2 ——z=—zx,
x

koja se reSava uvodjenjem smene z = uv.

! ! 1
UV+UY — —UV = —T
x
Wo+u@ — —v)=—z
x
v’f%v:O v = —x
@—df vr =—x
In |v| = In|z| u=-1
v=2x u=—-x+C
z=w =a(—z+C)=—2°+Cx
11
y=3" —22 4+ Cx
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5.2.5 Jednacdina totalnog diferencijala

Jednacina

] P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 \ (5.12)

je jednacina totalnog diferencijala ako postoji funkcija F' = F(z,y) &ji je
totalni diferencijal jednak levoj strani te jednaédine, tj. za koju u nekoj oblasti
vazi

tj.

OF oF
— = P(: i — =Q .
5 =~ L@y i a9y Qz,y)
Ako postoji takva funkcija, onda iz dF(z,y) = 0 sledi da je reSenje jednacine
(5.12)
F(z,y) = C.

Teorema 5.2.3 Neka su P(x,y), Q(z,y), %—5(1:, y) i %(m,y) neprekidne u jed-
nostruko povezanoj oblasti G.

Jednacina (5.12) je jednacina totalnog diferencijala ako i samo ako za svako
(x,y) € G vaZi

%@w:@mw. (5.13)

Funkcija F(z,y) data je sa
x y
Fa.g) = [ Pltaw)de+ [ Q.0
o Yo

gde je (xo,yo) proizvoljna tacka oblasti G.
Primer 5.2.7 Pokazati da je

(32%y — 62)dx + (2 + 2y)dy = 0
jednacina totalnog diferencijala i resiti je.

Resenje. Ako uvedemo oznake P = 32%y — 6z i Q = 2 + 2y, onda je
P, = 32% = Q, odakle sledi da je zadata jednadina totalnog diferencijala i
postoji funkcija F = F(z,y) za koju je

Fy(z,y) = 32%y — 6z Fy(z,y) = 2%+ 2y

F(z,y) = a*y — 32* + o(y)
Fy(z,y) =2 + ¢'(y)
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2+ (y) =2+ 2y
©'(y) =2y
oly)=y*+C
F(z,y) = 2%y — 322 +y?> + C.

5.2.6 Integracioni mnozitelj

Ako nije ispunjen uslov 5.13 postavlja se pitanje da li postoji funkcija f = f(x,y)
za koju je
f(@,y)P(z,y)dr + f(z,y)Q(z,y)dy = 0

jednacina totalnog diferencijala. Ako postoji takva funkcija f, onda se kaze da
je [ integracioni mnozitelj.

Primer 5.2.8 Resiti diferencijalnu jednacinu
(2z + 2%y + v*)dx + 2y + 2° + 29°)dy = 0,
ako ona ima integracioni mnoZitelj oblika f = f(t) gde je t = xy.

Resenje. Neka je Py = f(zy)(27 + 2%y +9°), Q1 = f(zy)(2y + 2 + 2y?) i
t = zy. Tada je t, =y, t, = , i vazi

fol) = 5 = 1001 fy(on) = 5 = 0
Py=Q. & [ft)r2u+2y+y°)+ f(@®+3y%) = f(H)y(2y + 2° + wy®) + f(32° + °)
& f(6)(2a® —2¢%) = f(1)(22° — 2°)
_ af(t) _
& fit)=ft) & ol dt
< Inf(t) =
s flt)y=¢é

Znadi, integracioni mnozitelj je f(z,y) = e™¥ i zadata diferencijalna jednacina
je ekvivalentna jednacini

(2z + 2%y + y*)e™dx + (2y + 23 + xy*)e™dy = 0.

Fgc = (22 + 2%y + y3)e™V F, = (2y + 2 + zy?)e™?
=2 [ze®™Wdz +y [( (22 + yH)e®¥dz + o(y) F, = 2ye®™ + (2% + xy?)e*
F =2 [aevs 4y (30 P)em = faevd) + ) Fy = 296 + (a7 + 2y?)e

F = (2 +y*)e" + o(y)
Fy = 2ye™ + (2 + zy?)e™ + ¢/ (y)

2ye™ + (¢ + xy®)e™ + ¢ (y) = 2ye™ + (2° + xy?)e™



92 CHAPTER 5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE

P'(y) =0=py) =C
F(z,y) = (¢® + y*)e™ + C

Resenje zadate diferencijalne jednacine je

(z% 4+ y*)e™ + C = 0.

O
5.2.7 Clairautova jednacina
Clairautova diferencijalna jednacina je jednacina oblika
y=ay + f(y). (5.14)

Teorema 5.2.4 Neka funkcija f ima drugi izvod razli¢it od nule u intervalu
(a, B). Tada su redenja jednacine (5.14) sledeca

(a) singularno resenge: funkcija y = p(x) éije su parametarske jednacine
v= ()
y=—tf'(t) + f()
t € (a, B), koja je definisana i intervalu (a,b) gde je a = iI}fﬁ{—f’(t)},
a<t<

b= sup {—f'(¢)}, (Ovo resenje ne mozemo dobiti iz opSteg resenja),
a<t<f

(b) opste resenje:

y=Czx+ f(C), Ce€(a,p).

Ako diferenciramo jednacinu (5.14), dobijamo

v =ay" +y' + ')y
y'(@+ () =0
Znadi, vy =0ili je z + f'(y') = 0.
Ako je y” = 0, onda je y' = C, i uvrStavanjem u polaznu diferencijalnu
jednacinu dobijamo opSte reSenje

y=xzC+ f(C).

Kako je po pretpostavci f”(t) # 0, sledi da u intervalu (a, b) postoji inverzna
funkcija t = g(x) funkcije z = — f'(¢), tako da jednadine

r= ()
y=—tf'(t) + f(t)
defini8u u tom intervalu funkciju y = ¢(x).

Kako je & = —f"(t), y = —tf"(t), gde je f"(t) # 0, to je % = % = t, odakle
sledi da je y = ¢(z) reSenje polazne diferencijalne jednacine.
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Primer 5.2.9 Resiti Clairautovu diferencijalnu jednacinu y = xy’ + %y’2.

Resenge. Diferencira¢emo polaznu diferencijalnu jednacinu:

/0

vy =2y +y +yy",
y'(x+y)=0.
Jednacina 3" = 0 daje opste reSenje

2

'=—z & =
Yy = Yy= 9"
O
5.2.8 Lagrangeova jednacina
Lagrangeova diferencijalna jednacina je jednacina oblika
ly=2fW) +90)| (5.15)

Ako je f(y') =y, onda je to Clairautova diferencijalna jednacina.
Inace, za f(y') # v/, ova jednacina se reSava uvodjenjem parametra p = y'.
Tada je dy = pdx i polazna jednadina je oblika

y=xf(p)+9(p)

Diferenciranjem dobijamo

dy = f(p)dz + (xf'(p) + g'(p))dp,
pdx = f(p)dz + (xf'(p) + ¢'(p))dp,
(f(p) = p)dz + (zf'(p) + ¢'(p))dp = 0,

a to je za f(p) — p # 0 linearna diferencijalna jednacina oblika
do f'(p) g
dp ~ flp)—p  f(p)—p

odakle dobijamo reSenje u parametarskom obliku.
Ako postoji p = a za koje je f(p) = p, tada je i y = ax + g(a) singularno
reSenje Lagrangeove diferencijalne jednadine.

Primer 5.2.10 Resiti Lagrangeovu diferencijalnu jednacinu y = zy'? + y'2.
Neka je p =vy'. Tada je y = xp* + p*. Diferenciranjem dobijamo

pdx = p*dx + (2px + 2p)dp,
p(p —1)dz + 2p(1 + z)dp = 0. ~
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Ako je p # 0 i p # 1, onda je zadata linearna diferencijalna jednacina

d;r+2 1 2
dp p—1 p—1"

Uvedimo smenu z(p) = u(p)v(p), za koju je z(p) = v (p)v(p) + u(p)v'(p). Dobi-
jamo

u'v—&—u(v’—i— 2 v) *—L
-1/ p-1
v’+p%1v:0 u’v—fp—zl
dv 2 w—L =
gp pgl (p—1)2 p—1
o= ,ﬁdp u’:fZ(prD
-1
In|v|=—-2In|p—1| u:—Q%—&—C
VT e
1 C
z(p) = (—(p—1)*+C =—-14+ - ——-,
(p) =(=(p—1) )(p_1)2 e

y(p) = zp® + p°.

Kako je (p—1)? = xLH, tojep=1+ xLH, §to zamenom u y = y(p) daje
opSte resenje
2

y=z+1+ +2C.

r+1

u eksplicitnom obliku.
Singularna refenje adobijamo za p = 0 i p = 1. Ako je p = 0, onda je
singularno reSenje y = 0. Ako je p =1, dobijamo y = x + 1.

5.3 Diferencijalne jednacine viSeg reda

5.3.1 Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Resenja nekih diferencijalnih jednac¢ina se mogu odrediti reSavanjem odredjenih
diferencijalnih jednacina nizeg reda.

Neka je f neprekidna u (a,b). Tada je

y" D = [ f(z)de = fi(x) + Cy
Y2 = [(fi(2) + C1) = fa(x) + Cr1z + Cs

n—1 n—2
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Fla,y®, 50, y™) =0]

Uvodjenjem smene z = y*) data jednacina se svodi na diferencijalnu
jednac¢inu
F(x,2z,2,2",...,2007%) =0,

koja je reda n — k.

o |Fy, v,y ...,y"™) =0

Data diferencijalna jedna¢ina ne sadrzi z. Smenom 3’ = z,ako pretpostavimo
da je y nezavisna promenljiva, dobijamo

v de _ dzdy _ dz
Y 7dzidydzizdy7 )
m _ d (,dzy _ ,(dz\2 2d7°z
Y *dz(zdy)*z(dy) +z g2

Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo
Gy, 2,7, ... 2y =0

koja je reda n — 1.
5.3.2 Linearne diferencijalne jednacine reda n

Opésti oblik linearne diferencijalne jednacine reda n je

[1™(@) + a @y D (@) + .. + an(@)y(@) = f(@), (5.16)
gde su fiaq,...,a, neprekidne funkcije na intervalu I C R.
Teorema 5.3.1 Neka su ai,...,a, i f neprekidne funkcije nad I, xg € I i

Y0, Y1, - - - Yn—1 € R. Tada postoji jedinstveno reSenje y, definisano nad I, difer-
encijalne jednacine (5.16), koje zadovoljava pocetne uslove

y(z0) = yo. ¥ (x0) = Y1, y" P (w0) = Yn1.

5.3.3 Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Opsti oblik homogene linearne diferencijalne jednacine reda n je

’ y™(z) + a1 (2)y™ D (z) + ... + an(z)y(z) = 0, (5.17)

gde su fias,...,a, neprekidne funkcije na intervalu I C R.
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Ako uvedemo operator
Loly]l = y™ () + ar(@)y" V(@) + ... + an(2)y(2)

onda je prethodna diferencijalna jednacina oblika L[y] = 0. Na osnovu osobina
izvoda mozemo zakljuditi da je operator L linearan, §to je formulisano slede¢om
lemom.

Lema 5.3.1 Neka su y1 © y2 n puta neprekidno diferencijalbilne funkcije na
nekom intervalu I C R. Tada vaZi

L, [Cry1 + Cays) = C1Ly [y1] + Co Ly [y2] -

Dokaz.

Ly [Cry1(x) + Coya ()]
= (Cuy (@) + Coya(2)™ + a1 (2)(Cryi (x) + Coya(x)) ™™V + ...

—|—an(x)(01y1 ("E) + 02?42(95))

= O (@) +a@y" @+ @ @) +

Ca (3 (@) + ar @)l V(@) + .. + 4, @)pa(@) )

O
Direktna posledica prethodne leme jeste da je linearna kombinacija reSenja pos-
matrane jednacine ponovo resenje te jednacine.

Teorema 5.3.2 Neka su y1,y2, ..., Yk reSenja diferencijalne jednacine 5.17 na
nekom intervalu I. Tada je je za sve C1,Cs,...,Cr € R funkcija

y(z) = Cryi(z) + Cay2(2) + ... + Cryx(z)
resenje jednacine 5.17 na I.
Dokaz. Ako su y; i yo reSenja jednacine 5.17, onda je
Lofyn] =0 1 Lypfys]=0...1 Ly[yx] = 0.
Sada za funkciju y(z) = C1y1(z)+Caya(z)+. . .+ Clyx vazi slededi niz jednakosti:

Luly(@)] = Lap[Ciyi(2) + Coy2(x) + ... + Cryx ()]
= Ci1Lp[yn] 4+ CaLlnfya] + ... + CrLy[yx] = 0.
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Definicija 5.3.1 Neka jen > 2 ineka suyi,..., Y, reSenja jednacine 5.17. De-

terminanta Wronskog (ili Wronskijeva determinanta) resenja ya, ..., Yn u tacki
z je

y1(x) ya() Yn(z)

yi(x) ya() Yn(z)

Wy, yn)(z) =

Teorema 5.3.3 Neka suyi, ...,y reSenja jednacine (5.17). Multiskup resenja
{{y1,- .., un}} je linearno nezavisan ako i samo ako za svako x € I vazi

Dokaz.

(=) Pretpostavimo da je {{y1, - . ., yn } } linearno nezavisan multiskup resenja
5.17 i da postoji ¢y € I sa osobinom W (yi, ..., yn) (o) = 0. Posmatrajmo
homogen sistem jednacina (sa nepoznatim Cy,...,C,,):

y1(w0)C1 + Ya(z0)C2 + ...+ Yn(20)Cn = 0
yi(mo)Cl + yé(.TQ)CQ + + y;(xo)Cn = 0
w0 + W @)+ + gl @G = 0

Determinanta posmatranog sistema je

y1(zo) y2(o) Yn (o)
s EL RIS ET
" V@) v V@) e kT (o)
Ako je determinanta homogenog sistema jednaka nuli, onda sistema ima bar
jos jedno resenje (C1,...,C,) osim trivijalnog reSenja, tj. za to reSenje vazi

(C1y...,Cp) #(0,...,0). Neka je sada

o(x) = Cryr(z) + Caya(z) + . .. + Cryn(z).
Iz posmatranog sistema jednacina sledi da je

p(x0) = 0,9 (20) = 0,...,0" D (zo) = 0.

Kako iste uslove zadovoljava i funkcija ¢(x) = 0, x € I, na osnovu jedinstvenosti
reSenja pocetnog problema sledi da je ¢ = ¢, tj. da je

Chy1(z) + Coya () + ... + Cryn(z) =0, za svako x € 1.
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§to je u suprotnosti sa pretpostvakom da je {{y1,...,yn}} linearno nezavisan.
Zaklju¢ujemo da polazna pretpostavka nije tacna i da vazi W (z) # 0 za svako
r el

(<) Neka je W(z) # 0 za svako z € I. Pretpostavimo da je {{y1,...,yn}}

linearno zavisan. Tada postoje konstante C1, ..., C,, za koje vazi (C1,...,C,) #
(0,...,0) i za svako = € I vazi
n(x)Cy + y2(x)C2 + ... + yn()C, = 0
yi(x)Cr + y(x)C2 + .+ Yn(@)Cn = 0
W @e + @0 + o+ @ = o

Medutim, za svako x € I prethodni sistem linearnih jedna¢ina ima determinantu
W (z) # 0, 8to znaci da sistem ima jedinstveno resenje (Cy,...,Cy) = (0,...,0),
sto dovodi do kontradikcije. Dakle, nasa pretpostavka da je multiskup reSenja
linearno zavisan nije ta¢na. g

Definicija 5.3.2 Fundamentalni skup reSenja je linearno nezavisan skup od n
reSenja jednacine (5.17), tj. baza vektorskog prostora resSenja jednacine (5.17).

Lema 5.3.2 (Formula Liouvillea, (Abela)) Ako je xg € I, tada je

— [ an_1(t)dt
Wy, yn) (@) = W(yL, ..., yn)(xo)e , xel.
Teorema 5.3.4 Neka je {y1,...,yn} fundamentalni skup reSenja jednacine (5.17).
Tada je opste reSenje y jednacine (5.17) dato sa

[ y(@) = C1p1(@) + Copa(@) + ...+ Cuga(@), C1,Ca,...,Cu €R. |

Dokaz. Pretpostavimo je y(x) reSenje diferencijalne jednacine 5.17 koje zado-
voljava pocetni problem

y(z0) = y0,4' (z0) = y1,...,y" ) = yn_1.

Posmatrajmo sada sistem

Ciyi(zo) +  Caya(zo)  + ... +  Cuyn(zo) = Yo

Ciyr(zo)  +  Coyzlzo)  + ...+ Cuypl@o) = w»

Ciy" Vo) + Ot V@) + ..+ CuplVlwo) =y
Determinanta prethodnog sistema je W(y1, ..., yn)(zo). Kako je {{y1,...,yn}}
linearno nezavisan, i vazi W(y,...,yn)(zo) # 0. U tom slucaju je posmatrani

sistem odreden i za tako dobijene konstante funkcija
9(x) = Cry1(z) + Coyz(2) + . .., Cryn(x)

zadovoljava zadate pocetne uslove. Zbog jedinstvenosti reSenjea zakljuc¢ujemo
dajey=g. g



5.3. DIFERENCILJALNE JEDNACINE VISEG REDA 99

5.3.4 Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n
sa konstantnim koeficijentima

U ovom delu razmtramo diferencijalne jednacine kod koji su koeficijenti aq, . .., an,
realne konstante.

Opsti oblik homogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koefici-
jentima je

y™ () + a1y V(@) + ... +ay(z) =0, ai,...,a, €R. (5.18)

Jednaéinu reavamo uvodenjem smene y = ¢**. Tada je
y = ket o = k2P Ly (z) = k"R (5.19)
i zamenom u jednadinu (5.19) dobijamo
ek 4 a k"R 4+ anke®® = 0.
Kako za svako x € R vazi ¢ # 0, reSenje dobijamo za
E'+a k" '+ ...+ ap_1k +a, =0. (5.20)

Kazemo da je
E'+a k™ '+ .. +ap1k+a,=0
karakteristi¢na jednac¢ina diferencijalne jednacine (5.19).
Neka su ki, ..., k, reSenja karakteristi¢ne jednacine. Fundamentalni skup
reSenja {y1, ..., yn} jednacine 5.19 ¢emo formirati u zavisnosti od korena karak-
teristi¢ne jednacine na sledeé¢i nacin:

(1) Ako je k; realan koren karakteristi¢ne jednadine viSestrukosti m, m > 1,

onda su funkcije y;,, ..., yi,,, definisane sa
Yiq = e,
Yioy = e 5
— m—1_k;x
Yi,, = xMmTreM?,

reSenja jednacine (5.19).

(2) Ako je k; = a+1ib kompleksni koren karakteristi¢ne jednacine visestrukosti

m, m > 1, onda su funkcije i,y .-y Yinyy Yipyrs - - - » Y2m, definisane sa
Yi, = e*cosbx Yimea = €¥sinbz
Yi, = xe*cosbx Yimypo = e sinbx
Y, = :vmfleam cos bz Yins = l.mfleam sin bx

reSenja jednacine (5.19).



100 CHAPTER 5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Primer 5.3.1 Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine
(a) y"—y=0
() v +y=0
(c) y +8y" +16y =0
Resenge.
(a) Karakteristi¢na jednacina:
E—k=0skk-1)=0&k =0k =1.

Opéte reSenje:
y(x) = Cy + Cae”.

(b) Karakteristi¢na jednacina:

1
k3+1:0<:>(k+1)(k2—k:+1):O@kl:—1,k2,3:§i—z

“|$

Opste resenje:
3 3
ylx) =Cre " 4+ Cae?” cos gw + Cye” sin gx
(¢) Karakteristi¢na jednadina:
'+ 8k +16 =0 (k> +4)° =0 ki = 26, k34 = —2i.
Opste resenje:
y(z) = Cy cos 2z + Cy sin 2z + Csx cos 2z + Cyx sin 2z.

O

5.3.5 Linearne diferencijalne jednacine reda n sa konstant-
nim koeficijanetima

Opésti oblik linearne diferencijalne jednac¢ine sa kostantnim koeficijentima je

’y(n) +ay™ D 4+ tany = flx),  ai,...,an GR.‘ (5.21)

Teorema 5.3.5 Neka je y,(x) jedno partikularno reSenje jednacine (5.21) i
yn(x) resenje odgovarajuce homogene diferencijalne jednacine y™ +ay= 4
...+ any = 0. Tada je opste resenje jednacine (5.21)

y(x) = yn(x) + yp(z).
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Metod varijacije konstanti.

Neka je {y1,...,yn} fundamentalni skup reSenja odgovarajuc¢e homogene difer-
encijalne jednacine. Tada je

y(@) = cr(@)yr (@) + c2(x)y2(z) + - .. + cn(@)yn(2)
opste resenje jednadine (5.21), gde je (¢1(z), ..., cn(x)) reSenje sistema jednacina
yi(z)ci(z) + p(x)e(@) + ...+ Yn(@)ey () = 0
yi(x)ci (@) + ya(w)cy(x) + ... + Yn (@) () = 0
y' @Al + W@ + o+ @@ = @)
Primer 5.3.2 Nadi opste resenje diferencijalne jednacine
1
"o,
Y ) 1ter
Resenje.

Odgovarajué¢a homogena diferencijalna jednacina je
y'—y=0,
a njena karakteristi¢na jednacina je
E-1=0e(k+1)(k—1)=0&k =1,k = —1,

odakle je njeno reSenje
yn(x) = Cre” + Cae™".

Opste reSenje ¢emo odrediti metodom varijacije konstanti.

erCl + e *C, = 0 N
eIC{ - e_ZCé = ﬁ
O+ ety = 0
2e*C] = 71%1% <
e*Cl + eT*Ch = 0
c! _ e ® A
1 T 2(l4e®)
6””72(16_:_30) + e*CH, = . 0
(&1 = J 2(13_6_1)d;r

Cy(z) = fm%;ﬁ)dx =—iln|l+e [+
Co(x) = — [ srierydo = —3(e" + 1) + S Infe? + 1] + Ca.
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Opéste resenje zadate diferencijalne jednadine je

1 1 1
y(z) = cl(x)eu@(x)e*w:(f§1n|1+e*w|+cl)eu(fi(ew+1)+§1n\eu1\+02)e*x
1 1 1 . ,
= Cle””—&—Cge*x—ie”ln|1+67”\—5(67”5+1)+§eﬂln|e”+1|.

a.

Metod jednakih koeficijenata.

Neka je P polinom stepena k, @ polinom stepena m i f oblika
f(z) = e (P(z) cosbx + Q(z) sin bx).
Tada je partikularno reSenje je oblika
yp(z) = 2'e®(T(2) cosbx + R(z) sin bx),

gde su T i R polinomi stepena maxz{m, k} sa neodred-enim koeficijentima, a
[ je viSestrukost korena a + bi karakteristi¢ne jednacine (ako a + bi nije koren
karakteristi¢ne jednacine, uzimamo ! = 0).

Diferenciranjem funkcije y,(z) n puta i uvritavanjem u polaznu jednaéinu
dobijamo koeficijente nepoznatih polinoma 7' i R, a samim tim i partikularno
reSenje polazne diferencijalne jednacine.

Teorema 5.3.6 Neka je y1 partikularno reSenje jednacine Lyly] = f1(x) i y2
partikularno redenje jednacine Ly,[y] = fa(z). Tada je y(x) = y1(x) + yo(x)
partikularno reSenje jednacine Ly [y = f1(z) + fa(x).

Primer 5.3.3

Resenje. O

5.3.6 Qjlerova diferencijalna jednacina

Ojlerova diferencijalna jednacina je nehomogena linearna diferencijalna jed-
nacina oblika

(az + b)"y™ + a1 (az + b)y™ ™V + ...+ an_1(az + b)Y + any = f(z),

ai,...,an € R, a € R\ {0}.

Uvod-enjem smene az + b = €, (onda je t = Infaz +b| i L = T =

ae™t) Qjlerova diferencijalna jednac¢ina se svodi na diferencijalnu jednadinu sa

2
konstantnim koeficijentima. Uveséemo oznaku y = % iy = ZTE.

dy dydt _ dy _a —tdy _ t

j— ! _ — .
dy T didr — dt awib ) = Yy =ae g =acy
dy — ddl _(_gety 4 gety)ae~t = " =a2e 2 (jj—19)

dz? T dt d=z
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Primer 5.3.4 Resiti Ojlerovu diferencijalnu jednacinu drugog reda

x2y”+xy'—|—y:3c

za x > 0.
Resenge:

Odgovarajuéa smena je z = e’, odakle je y' = ety iy” = e~ (jj — ). Kada
to zamenimo u polaznu diferencijalnu jednac¢inu dobijamo

2t672t(y_y) +€t€7tf/+y:€t

jty=¢e

e

Odgovarajuc¢a homogena diferencijalna jednacina je §+y = 0 i reSenja njene
karakteristi¢ne jednaine k2 +1 = 0 su ky = i i ky = —i, odakle je yn(t) =
Cicost 4+ Cysint.

Partikularno resenje trazimo u obliku y, = Ae’. Kako je y, = vy = Ae’,
sledi da je A =1, tj. y, = 1et.

Tako je

1
y(t) = yn(t) + yp(t) = Cycost + Casint + iet

i vra¢anjem smene x = ¢! je

y(x) = Cycos(lnz) + Cysin(lnz) + %x

5.4 Primena diferencijalnih jednacina

5.4.1 Harmonijsko oscilovanje.

Pretpostavimo da se materijalna tacka mase m kreé¢e pod delovanjem elasti¢ne
sile FF = —rx, gde je k konstanta i » > 0. Oznadimo sa ¢ = ¢(¢) udaljenost
materijalne tacke u trenutku t od polozaja u kojem miruje. Prema drugom
Njutnovom zakonu je

d?p

Mmoo =T, tj. m¢” +rp =0 odnosno

B+ wip=0, gdejewzzi.
m

Dobili smo homogenu diferencijalnu jednac¢inu sa konstantnim koeficijentima.
Odgovarajuca karakteristi¢na jednacina je

K +w?=0
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i njeni koreni su k; = wi i ko = —wi. ReSenje date jednacine je
©(t) = Cy coswt + Cy sinwt.
Resenje podetnog problema »(0) = g, ¢’'(0) =0 je

©(t) = po cos wt.

5.4.2 PriguSeno oscilovanje.

Pretpostavimo da na materijalnu tacku deluje dodatno i sila F = —8¢’, > 0
koja ko¢i njeno kretanje. Tada je

d? d
mﬁf =-—rp— ﬁd% tj. mp” + B¢’ + 19 =0, odnosno

.,
"+ 270 +wlp=0, 2y= L Jw? = —.
m m

Opet smo dobili homogenu diferencijalnu jedna¢inu sa konstantnim koeficijen-
tima Cija karakteristi¢na jednacina je

2+ 29k +w=0.

5.4.3 Prinudno oscilovanje

Dalju modifikaciju dobijamo ako pretpostavimo da na materijalnu tacku deluje
jos 1 spoljasnja sila g koja se menja u zavisnosti od vremena t. Tada je
d? d .
mﬁf =—rp— ﬁd—f +g(t), tj. me” + B’ +re=g(t), odnosno

B 2

"+ 299 + WP = f(t), 2y=— wi= () =

Ovim smo dobili nehomogenu diferencijalnu jedna¢inu sa konstantnim koefi-
cijentima.

3=



