Chapter 6

Laplasove transformacije

Definicija 6.0.1 Neka je s € C i neka je f : [0,00) — C. Laplasova trans-
formacija funkcije f jeste funkcija (kompleksne promenljive) F definisana na
sledeci nacin:

F(s)= [e st f(t)dt, (6.1)

Pisemo,

L)} = F(s)-

Podse¢amo ¢itaoca da je (6.1) nesvojstveni integral, definisan sa

T

/e_Stf(t)dt: lim [ e™Stf(t)dt
0

T—o0
0

KaZemo da Laplasova transformacija postoji ako postoji s € C za koji integral
(6.1) konvergira.

Ako je F = F(s) Laplasova transformacija funkcije f = f(¢), tj. L{f(t)} =
F(s), onda se kaZe da je f inverzna Laplasova transformacija funkcije F' i pise
se

[F() =L {F(s)}]

i kaZe se da je L~! operator inverzne Laplasove transformacije.

Tablica Laplasovih transformacija Izves¢emo, po definiciji, Laplasove trans-
formacije nekih elementarnih funkcija.

1. f(t)=c¢,ceC
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Prema (6.1),

00 T
— —st gy _ 1 —st gy _ 1 —st\ [*=7T
L{c} = Ofc'e "’dt—Tlgrclm({c'e gdt—Tlg%O(fﬁe N,
= £(1- lim e*ST).
i T—o00
Za s=a+1i83, a,B € R, vazi
lim e *T = lim e @7 = Jim e T T
T—o00 T—o00 T—o00
= lim e *T(cos BT —isin BT)
T—o00

= lim e *Tcos BT —i lim e *Tsin BT.
T— o0 T—o0

—aT —aT

Grani¢ne vrednosti lim e cos BT i lim e sin T postoje za o > 0
T—o0 T—00

i tada vazi

lim e *TcosfT =0 1 lim e *Tsin T = 0.
T—o0 T—o00

Znagi, Laplasova transformacija funkcije f(t) = ¢ jeste funkcija

f@)=t",n>1

Dokazac¢emo indukcijom da je F(s) = 4.

n=1:
Prema (6.1),
oo T
L{ty = [te*'dt= lim [te sdt.
0 T—o0y
Primenom parcijalne integracije, uvodeéi smenu
u=t dv = e~ Stdt
du=dt v=—Lle
dobijamo
. — —_ t=T . — —
LAt} = Tll_{rgo (—%te st _ S%e Slt) \t:U = S% — Tl_r)noo(%Te sT 4 s%e 5T,

Za Re(s) > 0 postoji grani¢na vrednost lim Te™*7T i vazi

T—o0

lim Te *T = 0.
T—o00

Znadi, Laplasova transformacija funkcije f(t) =t jeste funkcija

F(s)=—, Re(s)>0.
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Tho1 =T, :
00 . T .
t" = the Stdt = li theStdt
£ { } Of ¢ TI—IS;O Of €

Primenom parcijalne integracije, uvodeéi smenu

u=t" dv = e~ 5tdt
du = nt"1dt v=—1eg7st
dobijamo
n _ : 1yn, —st|*=T n £ n—1_,—st
L{t"}y = TlgnOO —<t"e \tzo—i—goft e Stdt
T 1 T n-1 1
_ noq; n—1,—stjs _ n —1l,—stg __n -
= ;Th_{r;ooft” e“’dtfg({t” e tdt == 2L {t" 1},

Prema induktivnoj pretpostavci,

n (n—1)! n!
Fle) =5 =
f)=e aeC

Prema (6.1)

a _ i —st a _ I —(s—a _ 1 : —(s—a)t|*=T
L{ev} = ({e te tdt—ofe ( )tdt——ETh_Igoe ( )t\f:o

= 1 (1— lim e_(s_a)T).
s—a T— o0

Ako je Re(s —a) > 0, onda je Tlim e~ (=T = 0. Odatle sledi da je
—00

F(s) = ! , Re(s) > Re(a).

s—a

Egzistencija

Definicija 6.0.2 Neka je a € R. KaZemo da je funkcija f eksponencijalnog reda
v kada t — oo ako postoje realni brojevi M > 0 i v takvi da za svako t > a vazi
nejednakost

[f(B)] < Me*

Teorema 6.0.1 Ako je funkcija f po delovima neprekidna na svakom zatvorenom
intervalu [0,T] i eksponencijalnog reda v za t — oo, onda postoji Laplasova
transformacija funkcije f.

Dokaz. Primetimo prvo da vazi

[ee) a

/e_Stf(t)dt = /e—stf(t)dt+7e‘stf(t)dt

0 0
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Kako je po pretpostavci funkcija f po delovima neprekidna na intervalu [0, 77,
prvi integral sa desne strane jednakosti postoji. Za drugi integral sa desne strane
jednakosti vazi:

o0 oo o0
/ et < / et £ ()| dt = / e £ (1) dt
a a a
oo T
< /e—stMert:M lim [ e =9tqt
T—o00
a a
= lim e('yfs)tr:T = M
t=0

Y — 8§ T—oo s—

Odatle direktno sledi da za svako Re(s) > v dati integral konvergira, ¢ime smo
dokazali da postoji Laplasova transformacija funkcije f. g

6.1 Osobine Laplasove transformacije

U ovom delu ¢emo dokazati neke osnovne osobine Laplasovih transformacija i
uz pomo¢ njih ¢emo prosiriti dobijenu tablicu.

Linearnost Laplasova transofrmacija je linearna transformacija, sto je for-
mulisano slede¢im tvrdenjem.

Teorema 6.1.1 Neka je L{f(t)} = F(s) i L{g(t)} = G(s). Za sve kompleksne
brojeve a i b vazi

| L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} +bL{g(1)} ]

Dokaz.

L{af(t) +bg(t)}

/ e~ (af (t) + by(t))dt
0

oo oo

= a/e“f(t)dt—}—bo/e“g(t)dt

= aL{f(t)} +bL{g(t)}.

Primer 6.1.1 Izracunati £ {5+ 4t + 3e*'} .
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Resenje.

L{5+4t+3e*} = 5L{1}+4L{t} +3L{e*}
5,4 3
-+ 5+

s 8§22 s5—2

Primer 6.1.2 Izracunati £{cht} ¢ £L{shat}.

t efut

Resengje. Koristeéi Ojlerove formule chat = % ishat = < =
jamo sledece:

L{shat} = ﬁ{eat _26_‘”} _ L{e} —25{6‘“}

, dobi-

_a
— +a) s2+4a?

<S a B S
eat + e—at
2
(2+
S a S

| =

LA{chat} =

[

1 1
L {e®} + L {e}
N 2

1 1 . S

- +a) s2+a?

N =

Primer 6.1.3 Izracunati £L{cost} i L{sint}.
Resenge. Koristeéi Ojlerovu formulu
e = cos(at) + isin(at).
na osnovu osobine linearnosti, sledi
L{e*"} = L{cos(at)} +iL {sin(at)}.
1

Imajuéi u vidu da smo po definiciji izveli da je £ {e“’} = —— dobijamo

s—1’

) 1 s+1 s+1 s 1
L£{et) = = = .
{e } s—is+i s2-—1 82+1+Zs2+1

odakle je
s o1

s2+1 T s24+1°
Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova, dobijamo

L {cos(at)} + iL {sin(at)} =

s . . 1
e L {sin(at)} = R

L{cos(at)} =
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Sliénost

Teorema 6.1.2 Neka je L{f(t)} = F(s) i a € RT. Tada je

’K{f(at}:%F(g).‘

Dokaz. Uvodjenjem smene v = at dobijamo du = adt i vazi

LA{f(at)} = /Ooe'“f(at)dt = i]oefz“f(u)du = 1F(f)

a a
0

Primer 6.1.4 Naéi Laplasovu transformaciju funkcije £ {sin(at)} .

Resenje. Neka je F(s) = L {sint}, tj. F(s) = -L5. Tada je

T
T
O
Translacija
Teorema 6.1.3 Neka je h(t) = { f(to_ a) :E)chz < jde je f funkcija sa

osobinom L{f(t)} = F(s). Tada je

[L{h(t)} = e “F(s).|

Dokaz. Uvodjenjem smene u = t — a, dobijamo

oo a oo

/e*sth(t)dt = /e*sth(t)dt+/e*5th(t)dt

0 a

0
76_Stf(t —a)dt = ]06_5(“+a)f(u)du

L{n(t)}

e ¢ 7e_suf(u)du =e *F(s).

Primer 6.1.5 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = (t — 3)2.

Resenje.

Fs)=£{(t-37) = L{P) =2
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Prigusenje

Teorema 6.1.4 Neka je L{F(t)} = F(s). Tada je

|L{e"f(t)} = F(s —a), aeC] (6.2)
Dokaz.
L {eatf(t)} _ e~ st atf e—(s a)tf F(é _ a)
[
O
Primer 6.1.6 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = e~2! sin 3t.
Resenje. Kako za f(t) = sin 3¢ vazi
F(s) = L{sin3t} = 52:19,
dobijamo
ot . 3 3
$) = £{e sinat) = (542249 2+4s+13
O
Diferenciranje originala
Teorema 6.1.5 Neka je L{f(t)} = F(s).
(@) [L{f'®)} =sF(s) = f(0)]
() |L{f"(0)} = *F(s) = 5£(0) — £(0)|
(c) ]c {F) = snF(s) — s"~LF(0) — s"2'(0) — ... — F(=D(0),n > 1.

Dokaz.

(a) Koristeéi parcijalnu integraciju, sa u = e~ %t dv = f'(¢)dt, dobijamo

[ee} T
Lire)y = [etrwin= i ey
0 0
T
= lim (e f(t)]_. +s/e*stf(t)dt)
0

T—o0

T

= lim (e *T£(T) —f(0)+sTlgx1m/e_Stf(t)dt
0

= sF(s)— f(0).
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(b) Primenom dva puta rezultata pod (a),

L{" (1)} sLAS' ()} = 1(0) = s(sL{S (1)} — £(0)) = f'(0)
F(s) = sf(0) = f'(0).

(c) Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom po n. Baza indukcije je
uradena pod (a). Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1. Koristedi
rezultat pod (a) i induktivnu pretpostavku, dobijamo

c{rmm} = se{rmnwm} - )
s (s”le(s) —s"2f(0) — ... — f”fQ(O)) ()
= $"F(s)— " F0) — ... — sf2(0) — £ 1(0).

Primer 6.1.7 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = cos at.

Resenje.

F(s) = L{cosat}

I
Y
—N
/N
Q|
2.
=}
Q
S8
~_
——
I
Q|
o
—_
2
=}
Q
S
=
—

Diferenciranje slike

Teorema 6.1.6 Neka je L{f(t)} = F(s). Tada je

|L{tf (1)} = —F'(s),
L0} = ()" F (). 0> 1]

Dokaz.

(a) Ako posmatramo izvod slike,

, o[ _, ro _,
F(s):%/ ‘Fit) /8— i)
0 0

/—te—sff(t)dt = —/e—“tf(t)dt =—L{tf1)}.
0

0
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(b) Dokaz ¢emo izvesti primenom matematicke indukcije po n. Baza indukcije
je rezultat pod (a). Pretpostavimo daje £ {t""1f(¢)} = (—=1)""1F(=1(s).
Koristeéi rezultat pod (a) i induktivnu pretpostavku, dobijamo

9 n—1
~3s (c{t"'f1)})

= 2y P () = (1) E).

LA f()}

Primer 6.1.8 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = te’.

Resenge.

P =) = ety =~ () =

Integracija originala

Teorema 6.1.7 Neka je L{f(t)} = F(s).

L {(jff(:c)d;z:} = 1F(s)

Dokaz.
Neka je h(t) = jf(x)dx Tada je A'(t) = f(t) i h(0) = 0. Primenjujuéi
Laplasovu transformaciju, dobijamo
LAN ()} = sLAnt)} — h(0) = sLLA(t)} = F(s).
Odatle je
ey =",

S

/ F(s)
L flz)dr p = —=.
(o}

t
Primer 6.1.9 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = [ sinudu.
0

odnosno

Resenje.

0
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Konvolucija Lako se pokazuje da Laplasova transformacija proizvoda funkcija
nije jednaka proizvodu Laplasovih transformacija.

Primer 6.1.10

Medutim, postoji binarna operacija koju kada primenimo na neke funkcije Laplasova
transformacija daje proizvod njihovih Laplasovih transformacija. Tu operaciju
nazivamo jednostranom konvolucijom u intervalu (0, ¢).

Konvolucija funkcija f(¢) i g(¢) je funkcija definisana sa

(fx9)(t) = [ fu) - g(t —u)du (6.3)

o

Teorema 6.1.8 Neka je L{f(t)} = F(s) i L{g(t)} = G(s). Tada je

[L{f g} = L{FB)} - L{g®)} ]

Dokaz. Vidi Zadatak 6. g

Primer 6.1.11 Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije F(s) =

[
(5212

Resenje.  Kako je (52+1az))2 = 1. . iﬁ_l{ L } = Llgin(at),

s2+a?  s24a? s2+4a? a
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dobijamo

sin(au) sin(a(t — u))du

sin(au)(sin(at) cos(au) — cos(at) sin(au))du

T
1
sin(au) cos(au)du — —; cos(at) /sin2(au)du
a
0
in(2 1 i 1 2
sin(2au) du — —cos(at)/ — cos(2au) du
2 a? 2
0
. 92 .
sin“(at) 1 1. sin(at) cos(at)
N ) (=t — N AR
2a a? cos(a )(2 2a

= %(sin3 (at) — at cos(at) + sin(at) cos®(at))

1 .
— ﬁ(sm(at) — at cos(at))

_ ésmmn )

6.2 Heavisideov razvoj

Teorema 6.2.1 Neka su P = P(s) i Q = Q(s) polinomi stepena m i n, re-
spektivno, za koje vazi da je m < n i Q ima n medjusobno razli¢itih korena
S1,---58n. Tada je

-1 P(S)} _ P(s1) st P(s2) sot P(sn) snt
£ {Q(S) TQE) T O6” T e
Dokaz. Vidi Zadatak 7. O

2s+1

Primer 6.2.1 Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije F(s) = =516

Resenje.
Zadata funkcija se moZe zapisati u obliku
2s+1

Fo) = 26 -3

Neka je P(s) = 2s+11Q(s) = s> —6s2+115—6. Tada je Q'(s) = 352 —12s5+11,
odakle je Q'(1) =2, Q'(2) =-11Q'(3) = 2.
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Heavisideov razvoj date funkcije je

31 171
F(s) =2 —5 L
=51 "5 atas 3

odakle je

LTHF(s)} = get — 5e?t + %e3t.

6.3 Neke specijalne funkcije

6.3.1 Heavisideova funkcija

Funkcija definisana sa| h,(t) = { (1] ’ ¢ i Z se naziva Heavisideova funkcija.
) -

Primer 6.3.1 Izracunati Laplasovu transformaciju Heavisideove funkcije.

Resenje.

oo a oo

L{ha(®) = / =t (1)t = /e*“ha(t)dt+ / ety (£)dt
0

a

o) T
1 1
= /e_Stdt = lim [ e ®tdt=—= lim (e *T —e7%) = —¢75@
T—o0 S T—o0 S
a a

6.3.2 Gama funkcija

Funkcija I' definisana sa

—+o0
rt)y= [ e “utdu
0

za sve vrednosti ¢t > 0, se naziva gama funkcija.

Teorema 6.3.1 Gama funckija zadovoljava sledece osobine:

r+1) =)

() = v

[(t+1) ~2ritle™ Stirlingova formula;
rra—-t)=g—, 0<t<l



6.3. NEKE SPECIJALNE FUNKCIJE 133

Dokaz. Vidi Zadatak 8. O

Primer 6.3.2 Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = t*, ako je a >
—1.

Resenje. Ako uvedemo smenu p = st, onda je dt = %dp i

[e o] oo al
L{t*} = /0 eiStt“dt:/o efp(g) gdp

1 > I(a+1)
— P, —
- 5a+1/0 e Pptdp = gatl °

Primer 6.3.3 Ako je n € N, onda je I'(n + 1) = nl. Dokazati.

Resenge. Tvrdjenje ¢emo dokazati matematickom indukcijom.
Ako je n =1, onda je

9] T
ra = /e’”du = lim [e “du= lim (e T +1)=1
T—o00 T—o00
0 0

Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n = k — 1, tj. da vazi
'(k—1)=(k-2).

Pokazac¢emo da onda tvrdjenje vazi i za n = k. Kako za T' funkciju vazi da
je T'(t 4+ 1) = tI'(t), koristeci pretpostavku, dobijamo

T(k)= (k- DDk —2) = (k—1)- (k—2)! = (k — 1)\.

6.3.3 Beta funkcija

Funkcija 8 definisana sa

1
Blp.q) = Ofup’l(l —u)" du

za sve p,q > 0 se naziva beta funkcija.

Teorema 6.3.2 Za beta i gama funckije vazi:

. (o) = L0

° Sin21}71

O%N\ﬂ

@ cos® pdp = 18(p, q).



134 CHAPTER 6. LAPLASOVE TRANSFORMACIJE

Dokaz. Vidi Zadatak 9. O

Primer 6.3.4 Pokazati da je [ e~ dt = VT
0

Resenje. Ako uvedemo smenu t = /u, onda je u = t2, dt = %u*%du, i
7 1 7 . 1 1 1
/eitzdt = 5/67MU7%dU = 51—‘(5) = 5\/%
0 0

6.4 ReSavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina

6.4.1 sa konstantnim koeficijentima

Diferencijalna jednac¢ina prvog reda

y'(1) +ay(t) = f(t), y(0+) =yo, ac R

Primenom Laplasove transformacije na datu diferencijalnu jednac¢inu, dobija
se

LAY'(t) +ay(t)} = L{f(t)}
Lyy'(O)} +al{yt)} = L{f(1)}
sY (s) — y(0+) + aY (s) = F(s)
(s +a)Y(s)=F(s) +wo

F(s) + o
s+a

Y(s) =
Diferencijalna jednacina drugog reda
y"(t) + a1y’ (t) + aoy(t) = f(t), y(0+) =yo, y'(0+) =91, ag,a1 €R
Ako se primeni Laplasova transformacija, onda je
L{Y"(t) + a1y (t) +aoy(t)} = L{f(t)}
s2Y (s) — sy’ (04) — y(04) + a1 (sY (s) — y(0+)) + aoY (s) = F(s)
(s + 4a15+ao)Y(s) — sy1 — yo — a1yo = F(s)

F(s)+sy1 + (1 + a1)yo
$2 4+ +ai1s+ ag

Y(s) =

Primer 6.4.1 Resiti pocetni problem y” — 3y’ +2y = €2*, y(0) =0, 3'(0) = 1.
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Resenje. Primenimo Laplasovu transformaciju na datu diferencijalnu jed-
nacinu.
ﬁ{y" _ 3y/ + 2y} =L {62:5}
1
Ly} =3L{y +2L{y} = —
1
$2Y () — sy(0) — ¢/ (0) — 3sY (s) + 3y(0) + 2Y (s) = —
(s 85+ 2)Y(s) = — +1
5—2
1
-27

Ako je f(t) =t, onda je F(s) = 2, odakle je F(s —2) = ﬁ Na osnovu
(6.1.4) je onda

Y(s) =

y(t) = e

6.4.2 sa promenljivim koeficijentima

Za primenu Laplasove transformacije na obi¢nu diferencijalnu jednac¢inu sa promenljivim
koeficijentima koriste se osobine (6.1.6) i (?7?).

£{tmym @)} = (~1)m (£ {y™ 1)}

Primer 6.4.2 Nadi resenje diferencijalne jednacine
2y + (1 —22)y —2y=0
za koje je y(0) = 1.

Resenje. Ako primenimo Laplasovu transformaciju i njene osobine na za-
datu jedna¢inu, onda je

—(LY) + L 2AL{y ) - 2L{y =0 &
—(8%Y — sy(0) — 4/ (0))' + sY — y(0) +2(sY — y(0)) —2Y =0 <
7(28Y+82Y/71)+8Y71+2Y+28Y/72Y:0<:>
(25 — )Y —sY =0,
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a to je jednacina sa razdvojenim promenljivim, odakle je

dy __ds

Y s—2

6.5 Primena Laplasovih transformacija

6.5.1 Mehanika
6.5.2 Elektriéna kola

6.6 Zadaci za vezbu

1. Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije

(a) f(t) =ch(at), a>0,
(b) f(t) = cos(at), a >0,
(c) f(t) = e cos(at), a >0, b>0.

Resenge.

(a) Kako je ch(at) = eayt"'zei“'t, to je

eat + e—at

LA{ch(at)} = ﬁ{#}zéﬁ{eat}ﬂ-%ﬁ{eﬂ”}

S WA T S S
- 2\s—a s+a) s2—a2

(b) Koristec¢i

za s > 0 dobijamo

ati —ati 1 . 2 .
LA{cos(at)} = s +2€ = §£ {e} + IE {e~"}
_ 1 1 1 1 _ S
 2s—ai 2s+4ai s2+a?



