Chapter 3

ViSestruki integrali

redOvo je radna verzija materijala sa predavanja. Nije dozvoljeno kopiranje,
umnozavanje ili bilo kakva vrrsta distribuiranja.

3.1 Dvostruki integral

3.1.1 Definicija dvostrukog integrala
Neka je funkcija f : D — R, D C R?, ograni¢ena nad D, gde je D ograniena i
zatvorena oblast i neka je d rastojanje na R2.
Podela. IzvrSimo podelu
T ={Dy,Ds,...,D,}
skupa D na konacan broj skupova D;, i = 1,... n, tako da vazi

(i) © # D; C D zasvakoi € {1,...,n},
n
(i) D= D; i
i=1
(iii) i #j = D?ND? =D, zasvei,j € {1,...,n}.
Zasvakoi € {1,...,n}, skup D; ima dijametar d(D;) = max d(z,y) i povrinu
z,yeD;
AD;.
Integralna suma. Izaberimo za svako i € {1,...,n} (proizvoljno) tacku
Parametar podele A\(T) je najveéi od dijametara oblasti D;, tj.

AT) = max d(D;).

1<i<n

45



46 CHAPTER 3. VISESTRUKI INTEGRALI

Broj

s(f,T) =Y f(M;)AD;
i=1
nazivamo integralnom sumom funkcije f po podeli T i izboru tacaka M; € D;,
i=1,2,....n.

Ako za svaku podelu T i izbor tacaka M;, i = 1,...,n, postoji jedinstvena
grani¢na vrednost integralne sume s(f,7') kad A(T) — 01 n — oo, onda se ta
grani¢na vrednost naziva dvostruki integral funkcije f(z,y) nad D, oznacava se
sa [[ f(z,y)dzdy i kaze se da je funkcija f(z,y) integrabilna nad D :

D

n

[f f(z,y)dedy = lim 3 f(M;)AD;
b Mo &

Sliéno kao kod odredenog integrala, moze se pokazati da je neprekidna
funkcija nad zatvorenom ograni¢enom oblaséu D integrabilna na D.

Primer 3.1.1 Neka je data funkcija f(z,y) = x>y? i oblast
D={(z,y) eR*: 0<2<2 0<y<1}

Izracunati po definiciji integral I = [[ f(z,y)dzdy.
D

Resenje. Data funkcija je neprekidna nad zatvorenom oblaséu D, a samim tim
je 1 integrabilna. Grani¢na vrednost integralne sume (kad A(T) — 0in — o0)
je onda jedinstvena za svaku podelu oblasti D i izbor tacaka.

Y

Izvrsiéemo podelu oblasti D na slede¢i nacin:

. . . . i S
DijI{Z_ll]x[]—_ll} is1 H

I ) n

n n n n

gdejei=1,...,2n, j=1,...,n. o 1

X
n n

Povrsine posmatranih pravougaonika D;; i parametar podele su

AD” =

31
s
I
|
P
=
I

Ako n — oo, onda A\(T') — 0. Izaberimo u svakom kvadratu D;; tacku

(A ; :
Mij(ﬁ’ﬁ) te{l,....2n} je{l,...,n}
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Trazeni dvostruki integral je

2n n
I = ffoyzdxdy— lim 3. > F(Mij)AD:;
=1 4=
= lim zi i Rl
n—oo 24 /=4 n2 n2 n2
2n n
o . 1 ) 2 . 1 2n(2n+1)(4n+1) n(n+1)(2n+1) _ 8
= Bt al =T o o

Osobine. Nekasua, € Ripretpostavimo da postoje integrali [[ f(z,y)dzdy,
D

[f F@,y)dady, [[ f(z,y)dzdy i [[ g(z,y)dzdy. Tada vaze sledece osobine:
Dy D, D
) gf (af(z,y) + Bg(z,y))dzdy = o £f f(z,y)dady + B £f g(@,y)dzdy,

fffarydardy— fff:ryd:rdy+ fffacydﬂcdy,
gdeJeD D1UD21D"DD2 0.

(3) Povrsina AD figure D C R? data je integralom

AD = [[ dzdy.
D

(4) Neka je f(z,y) >0, (z,y) € D C R2. Zapremina AV oblasti
V={(zy.2) €R’: (z,y) e DCR* 0<z< fz,9)}

data je sa

AV = {)f flx,y)dzdy.

Neka je f(z,y) <0, (z,y) € D C R2. Ako je oblast
V ={(z,y,2) €R’: (2,y) € D CR?, f(z,y) <z <0}

onda je zapremina

Z f(z,y)dzdy.

Osobine (1) i (2) slede direktno na osnovu osobina grani¢nih vrednosti, osobina
(3) sledi iz definicije dvostrukog integrala za funkciju f(z,y) = 1,(z,y) € D i
osobina (4) sledi direktno iz definicije dvostrukog integrala.
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3.1.2 Racdunanje dvostrukog integrala

Pravougaona oblast. Ako f integrabilna funkcija i

D={(z,y) eR?*:a<x<bec<y<d}

onda je
b d b d
{)f flz,y)dedy = [da [ f(z,y)dy = [| [ f(z,y)dy | d
b d b
lf)f f,y)dedy = [dy [ f(z,y)de= [| [ f(z,y)dz | dy

Dokaz. Izvr§iéemo podelu T oblasti D na podoblasti
Dl] = [-riflwri} X [yj717yj]71 S 1 S m, 1 S .7 S n,

tako da je Azx; = x; —xi_1, Ay; =y; —yj—1 1

AMT)= ma

1
1

"

) (a2,

IAIA

i
J

INIA

Neka je A(Tp) = max Az; i A(T,) = max Ay;. Izaberimo za svako i €

1<i<m 1<j<n

{1,...,m} ij e {l,...,n} tacku M;(z;,y;). Prema definiciji dvostrukog inte-

grala,

[ sty = im S fanp)ama,
5 A(T)—0 i1 =

m n
= lim E E @i, vi) Az Ay,
AMTz) — 0
XTy) — 0 i=1j=1

m n

— lim Z )\(lim Zf(xi:yj)ij Az;

A(Ty)—0 T,)—0

i= j=1

m

d
- c

1
b

/ /df(xvy)dy dx

a

Sléno se izvodi i ako prvo integralimo po z, a zatim po y.

O

Primer 3.1.2 Neka je D = {(z,y) € R? : 1 < 2 < 3,0 < y < 1}. Izracunati

I= }:f)f(asy + 23)dzdy.
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Resenje.

3 1 3
1 2\ |7
I = /d;r/(my+as3)dy = / (Emyz +x3y> dx
1 0 1 v
3

1 1 1 2
= /§m+x3dx: (sz—l—i:ﬁl) ) =22

1

Deo vertikalne trake. Neka su f; i fo neprekidne funkcije nad [a,b], sa
osobinom f1(z) < fo(z) kada = € [a,b]. Ako je funkcija f : D — R, D C R?,
neprekidna nad D = {(z,y) € R?: a <z <b, fi(z) <y < fo(x)}, onda je

b fa(x) b [ fa(=)
fff:ryd:rdy—fdxf (z,y)d f(f xy)dy)da:.

a  fi(z) a \fi(z)

Dokaz. Izvrsicemo podelu T oblasti D na trake D; koje dobijamo kada izvr§imo
podelu intervala [a, b] pravim paralelnim y-osi:

a=29g<m <...<xp 1 <2, =D

Iz svake trake ¢emo izabrati proizvoljno tacku M; i posmatra¢emo integralnu
sumu
n
T) =Y f(M;)AD
i=1

Data integralna suma je jednaka sumi zapremina prizmi ¢ija je osnova D;, a
visina f(M;). Primetimo da, kada parametar podele tezi nuli, istu sumu moZemo
aproksimirati sumom zapremina prizmi koje dobijamo kada je visina Az;, a
osnova

Dj={(y,2) €R*: fi(w;) <y < fol2:),0 < 2 < flai,y)}-

Primenom ordedenog integrala sledi

fa(zs) fa (i)
AD! = / flzo,y)dy i §'(f Z Ax; / flxi,y)dy.
filw:) = Al
i odatle je
f2(x) b [ f2(z)

//fwydwdyf lim ZA%/ (4,y flz,y)dy | dx.

f1(z)

m\

1(z)
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Deo horizontalne trake. Neka su 11 i 12 neprekidne funkcije nad [c,d],
sa osobinom 1 (y) < 9¥2(y), y € [c,d]. Ako je funkcija f : 0 = R, 0 C R?,
neprekidna nad D = {(z,y) € R?: ¢ <y <d, ¢1(y) <z <1ho(y)}, gde su ¢y i
19 neprekidne funkcije nad [¢, d], onda je

d Y2(y)
[ fa,y)dady = [dy [ f(z,y)da.
D ¢ Pi(y)

Primer 3.1.3 Izracunati [[ adxdy ako je
D

D={(z,y) eR?*:2? ~1<y<az+1}

Resenje. Da bismo odredili granice dvostrukog integrala, moramo prvo odrediti
presek grafika funkcijay =z +1iy=2%—-1:

(y=xz+1 Ay=2>-1) g \
& (y=z+1A2°—2-2=0) i
& (y=z+1 A (z=-1Vz=2)).
Odatle zaklju¢ujemo da vazi T D :2 )
D={(z,y) eR*: —1 <z <2,2°~1 <y <at+l}

odakle je

I
—
ISH
8
—
8
IS

<

Il
—

8

<
< <
I I
8 8
I
B ISH

8

Z [ @ ydady

3.1.3 Transformacija koordinata

Neka je funkcija f : D — R, C R?, neprekidna nad ogranidenom zatvorenom
oblaséu D xy ravni i neka je D; ograniCena zatvorena oblast uv ravni. Neka je
data neprekidno diferencijabilna transformacija T jednac¢inama

T = ‘r(uvv)v Y= y(u,v)7 (uﬂ]) €Dy
koja preslikava oblast D bijektivno na D°.

Posmatra¢emo podelu oblasti D (na paralelograme) koju indukuje podela
oblasti D; pravama paralelnim sa koordinatnim osama u uv-ravni. Neka je
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A(z(u,v),y(u,v),0), Blz(u,v + Av),y(u,v + Av),0), i C(z(u + Au,v),y(u +
Au,v),0). Tada su vektori AB i AC oblika

AB = (z(u,v + Av) — z(u,v), y(u, v + Av) — y(u,v),0)

AC = (z(u + Au,v) — z(u,v),y(u + Au,v) — y(u,v),0)

Ako posmatramo Au — 01 A — 0, onda se dati vektori mogu aproksimirati
pomocu parcijalnih izvoda prvog reda:

1@ ~ (xv(u,v)7yv(u,’l)),0)
R ~ (xu(uvv)7yu(u7v)70)

odakle je povrsina paralelograma konstruisanog nad tim vektorima jednaka ap-
solutnoj vrednosti determinante

v T E T, (u, v
v U, Yolh, v
:(jv(u, U) yv(u7v) 0= x, EU U% Yy EU’ U%
l’u(uvv) yu(u7v) 0 o o

Prethodna determinanta se naziva Jakobijan transformacije i oznacava J(u,v)

(z,y)
I(u,v) "
Vracanjem posmatrane podele u integralu sumu, dobijamo

ili
//f(x,y)dxdy: //f(x(u,v)7y(u7v))|J(u,v)\dudv.
D Dy

Polarne koordinate Neka je u polarnom koordinatnom sistemu, p > 0 ras-
tojanje posmatrane tacke od pola i neka je ¢ € [0, 27] ugao koji radijus vektor
tacke zaklapa sa polarom. Transformacija koordinata se dobija potapanje po-
larnog koordinatnog sistema u Dekartov, primenom Pitagorine teoreme.

T = pcose
y = psing

p€[0,00), ¢e€][0,2n].

Posmatra¢emo podelu oblasti D koju indukuje podela D; pomocéu krivih
za koje p i ¢ imaju konstantne vredsnoti. Tada je element povrsi u xy-ravni
priblizno jednak pravougaoniku ¢ija je jedna stranica Ap, a druga pAy (kao
duZina kruznog luka).

Prema definiciji dvostukog integrala, direktno sledi,

// f(z,y)dedy = // f(pcos g, psinp)pdpdp.
D Dy
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3.1.4 Primena u inZenjersknim naukama

Neka je u(z,y) gustina ploe D C R? u tacki (x,y) € D.
Masa m ploée D C R? data je sa

m = /u(ac,y)dacdy.
D

Teziste T(x,y;) ploce D C R? ima koordinate

1 1
Ty = — /xu(ﬂc,y)dﬂcdy, Y= — /yu(w,y)dwdy
m m
D D

Momenti inercije plo¢e D C R? u odnosu na ose Oz i Oy su dat je formulom

I, = //y2,u(ac,y)dacdy, I, = //xzu(x,y)dmdy.
v 4

Moment inercije ploée D C R? u odnosu na koordinatni poéetak dat je formulom

to= [[ [+ nte sy,

3.2 Trostruki integral

3.2.1 Definicija trostrukog integrala

Neka je funkcija f : V — R, V C R3, ograni¢ena nad V, gde je V ograni¢ena
i zatvorena oblast. Izvr§imo podelu 7' = {V1,Va,...,V,,} skupa V na konacan
broj skupova V;, i = 1,...,n, i u svakom skupu V; izaberimo ta¢ku M;. Skup V;
ima dijametar d(V;) i zapreminu AV;. Parametar podele je u(T) = max d(Vv;).

Broj
s(f,T) =Y f(M;)AV;
i=1

nazivamo integralnom sumom funkcije f po podeli T i izboru tacaka M;, i =
1,2,...,n.

Ako za svaku podelu T i izbor tacaka M;, i = 1,...,n, postoji jedinstvena
grani¢na vrednost integralne sume s kad (7)) — 01 n — co onda se ta grani¢na
vrednost naziva trostruki integral funkcije f(z,y, z) nad oblas¢u V i oznacava

///f(x’y’z)dv ili ///f(zvy,z)dxdydz.
v 14

KaZe se da je funkcija f(z,y, z) integrabilna nad V.
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3.2.2 Osobine trostrukog integrala

Neprekidna funkcija f = f(z,y, z) nad zatvorenom oblaséu V je integrabilna
nad V.
Neka su V, Vi, Vo C R? zatvorene oblasti i neka postoje integrali [[[ f(z,y, z)dzdydz,
v

ffff x,y, 2)dzdydz, ffff x,Y, 2 dmdydz'lfffg x,vy, 2)dzdydz . Tada vaze sledede
ObOblne
o [ (af(z,y,2) + By(x,y, 2))dadydz = o [[[ f(z,y, z)dadydz + B [[[ g(x,y, z)dzdydz,
o.f € R; ' '
o JIJ $G g, )drdydz = ffff vy, z)dwdydz + ffff @y, z)dzdydz, gde
je V ViuVeiViiV, nemaJu zajednickih unutlasnph tacaka.

Neka su funkcije 21, 22 : 0 — R, o C R?, neprekidne nad skupom ¢ i neka je
V={(z,y.2) €R’: (2,y) € 0, z1(2,y) < z < 25(x,y)}. Tada je

// f(z,y,2)dzdydz = // / (z,y, z)dz)dxdy.

z1(z,y)

Zapremina AV tela V C R? data je integralom

AV = /// dzdydz.
v

3.2.3 Transformacije koordinata

Neka je funkcija f : D — R, o C R3, neprekidna nad ograni¢enom zatvorenom
oblaséu D i neka je D; C R3 ograniena zatvorena oblast.
Neka je data neprekidno diferencijabilna transformacija T' jednacinama

'r:x(u7/u7t)7 y:y(1t7v7t)7 7z:2(u7v7t)7 (u7/U’t) EDI

koja preslikava oblast D bijektivno na D°. Ako je Jakobijan transformacije

o(x,y, z Tu Zo Ty
ﬁ = Yu Yo Yt 7é 07 (un),t) € D(l)’
B Zu Zy Zt

J(u,v,t) =

onda je

/// f(z,y, z)dedydz = /// flz(u,v,t), y(u,v,t), 2(u, v, t))|J (u, v, t)|dudvdt.
4 el

Sferne koordinate
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= rcospsinf
= rsingsinf
= rcos 6

r>0, 8€[0,x], ¢€][0,27]

[SEINS

Cilindri¢éne koordinate

T = pcose
y = psing
z = z

pe0,0), ¢el0,2n], z€R.
3.2.4 Primena u inZenjersknim naukama

Neka je u(z,y, 2) gustina tela V C R? u tacki (z,y,2) € V.
Masa m tela V C R? data je sa

m = /// w(z,y, z)dedydz.
v
Teziste T(xs,y:, z¢) tela V C R? ima koordinate
1
Ty = —///xu(as,y,z)da:dydz,
m
v
1
T f///yu(w,y,Z)dwdydz,
m
7
1
zy = —/// zp(z,y, z)drdydz.
m
v

Moment inercije tela VV C R u odnosu na ravan yOz dat je formulom

I,, = ///mzu(m,y,z)dmdydz.
v

Moment inercije tela V' C R3 u odnosu na osu Oz dat je formulom

I, = /V//(ac2 + 92 p(z, y, 2)dzdydz.

Moment inercije tela V' C R® u odnosu na koordinatni poéetak dat je formulom

fo= [[ [+ + 2)u(w.y.2)dody.
1%
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3.3 Zadaci za vezbu

1. Izracunati I = [[ (z* + y)dzdy, ako je
o

2

da [(? +y)dy = [(22y + 3y?)|/_ du
1 1

ﬁ.

2. Izrac¢unati Jakobijan transformacije Dekartovih u polarne koor-
dinate.

O(z,y) | cose sin ¢

2 .
. = pcCos + psiny = p.
A(p,p) | —psing pcosy p prpsing=p

J(r, @) =

3. Izracunati dvostruki integral I = [[(2? + y?)dzdy ako je

o={(z,y) e R?: 1<z <16, 0<—<y<\f1}

g

Prelaskom na polarne koordinate dobijamo

El 4
I = [[(2*+y*)dzdy = [dy [ pPdp
o 5 1

s 4

= olz- 10,

4. IzraGunati dvostruki integral I = [[(z + y)dzdy ako je

o={(z,y) eR*: y<a <3y, 1<z+y<3}

. . . _ T _ : _uv _ v :
Ako se uvede smena u = siv=z+y onda je x = 44, y = .47, onda je

v _u
J(u,v) = (u+1)2 qurl = % .
‘ i |

3 3
1 1 1 13
I://(I—l—y)dxdy:/mdu/deU: (_u+1)|51>’.§,03|§ =
1 1
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5. Izrac¢unati povrsinu figure

2 y?
o={my) eR: G+ g <1 0<w<y)
Neka je
r = 3pcosp
Yy = 4psln<,0 (p7 SO) € [07 1] X [%771-]
onda je

A(z,y) _. 3cosp —3psing |

(o, 0) = A(p, ) 4sing 4pcosp | 12p.

s 1
1 1 3
Ao = [ do [ 12pdp = o|" - =p?| = 2.
o /w/ pdp =l - 5070, = 3
z 0
4

6. Izracunati povrsinu figure

o={(z,y) eR?: 1< i +y3 <4}.
Neka je
r = pcosiy
y = psin®yp  (r,9) €[0,00) x[0,2n]: 1 <r < 8.
Jakobijan uvedene transformacije je
o 3 _ 2
T, ) = (,y) | cos®p —3pcos? psinp — 3psin? pcos? o

A(p, ) sin® ¢ 3psin? @ cos

2w 8 21 21
Ao = 3 [ sin®pcos®pdp [rdr =378 [ sin® pcos? pdpis? [ sin®2pdy
0 1 0 0
b
= 18 0f(l — cosdp)dp = 8.

7. Izracunati zapreminu tela

V=A{(z,y,2) €R®: 2y <2 +9? <4y, —2? —¢y*> <2 <0}

Oblast V je simetri¢na u odnosu na yz ravan, a njena projekcija na xy
ravan je
o = {(z,y) eR*:x <a?+y?* <22,y >0}
= {@yeRim+y-1)' 212"+ (y -2 <4}
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jus

) 4sin ¢

AV = 2

=

0 2sin ¢

- z
2 [ 02 de = 120 [ sin pdyp
0

O —uln 9

|
—

20 [ (1=e02¢)? g, — 30

2

OHMH
O%N\:\

8. Izracunati zapreminu oblasti

V={(z,y,2) e R®: 2? +y* + 2> <18, /22 +y2 < z}.

Ako posmatramo sistem jednacina

24yt +22 = 18 2?4y =9
z.

VarE = 2 T ey

Projekcija oblasti V na xy ravan je

(22 +y?)dady =2 [dp [ ridr

(1 —2cos2¢ + cos? 2¢)dp =

7
1

AV =

o={(z,y) € R*: 2% + 4> < 9}.

J[f dzdydz == [[ (\/18 — 22 —y2 — \/x2 +y2)d;rdy
\4 o

27 3

deg‘(v184¢ﬁ**phﬂp

27 3 27 3

[ de [ /18— pPpdp — [ dy [ p*dp = 54m (V2 —1).

0 0 0 0

.

sz=3,2249y>=9

57

9. Odrediti teziste homogene ploce oblika pravouglog trougla cije
su katete jednake 2 i 3.

Ty =

Yt

Znadi T(3,1).

J[fxpdD  [[xdD 2 sa

D =2 = ! /azrdgc/dy:é
J[ pdD [fdD  AD 3’
D D 0 0

[fydD a2
2——7—1/11/m—1

[fdp ~3) Y] *=

D 0 %y

10. Izraéunati I = [[[(2z — y + 32%)dzdydz ako je V = {(z,y,2) € R? :

0<2<2 1<

v
y<d4,2<z<3}
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3
dy [(2z —y + 32?)dz
2

dy

z2=2

(22 —

/
clxlj1 ((21: —y)z+ 23) |z:S
j4 y+19)dy

y=4
—5y7) |, dz

y=1

11. Izracunati I = [[[ ydzdydz, ako je
1%

V=

~
Il

{(z,y,2) eR*:
5—w?—y?
ffdxdy | de,
1
ffyZE T dedy
ﬂy — 2 — y®)dxdy
9 2
Jdz [y(4 —2* —y?)dy
o 1 .
of 1y2(4 iy‘l) ﬂd;r
) =
JEMA—-a%) —L)da
0 2
9, 1.3) _ _3
(43’j 27 )0 2

12. Izracdunati I = [[[(z + y)dzdydz, ako je
Vv

V=

{(2,y,2) eR®:

Projekcija date oblasti na zy-ravan je

= (=,
= {(=,

VISESTRUKI INTEGRALI

0<2<2, 1<y<2 1<z<5-2>—y°}

0<2<2 0<y<2 1<z<4-z-y}

YER?:0<2<2,0<y<2 1<4—2—1y}
PNER?:0<2<2,0<y<2 z+y<3)
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4—x—y

I = ffdﬂcdy f dz,
sl ey

= % fx—i—y —x—y)dl‘dy
10'

= fd fo 4xy+4y —xy Qxy —y dy—i—fdxfo 4xy+4y —xy 2xy —y)dy
0
1 y=1 y=3—zx

= J (Qxy —|— —1: y? — 7m — Zy ) dm+f (Qxy + %y3 — %x2y2 — %1: 3 — iy‘l) dz
01 y=0 1 y=0

= J(-la?4dp-1 dx+f (21‘ 22+ 43 -2 - 1?3 -2)2 - 2o(3-2)° — 13— )4>dx
0

13. Izracunati zapreminu oblasti
V={(z,y,2) € R3: 1< x2—|—y2 <4,0<z<y, vVaz+y? <z<2yz?2+y%}
2 /12+y2
AV = fffdzdde* ff( S dz) dxdy
= ff Va2 + y?dxdy

271' 2

= [dy[p*dp
0 1

14. Izracunati Jakobijan transformacije Dekartovih koordinata u sferne

koordinate.
0(z,y, =) cospsingd —rsinpsing rcospcosf
J = &892 _ | Gnosin®  rcospsinf  rsingcosf
p) 9 ® ® ¥
(r,,0) cos 0 0 —rsinf

= rZsinf(— cos® psin? @ — sin® p cos® f — cos? @ cos? § — sin? psin® )
= —r’sinf( sin? A(cos? ¢ 4 sin? @) + cos? f(sin” ¢ + cos? ©))
= —r%sinf(sin® O 4 cos® §) = —rZsin 6.
15. Izracunati zapreminu lopte
V={(z,y,2) eR®: 2 + ¢+ 2% <25}

pomoc¢u trostrukog integrala.
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Uvedimo sferne koordinate

r = rcosesinf
y = rsingsind (r,¢,0) € [0,00) x [0,27] x [0,7].
z = rcosf

Tada iz nejednagine z2 + y% + 22 < 25 dobijamo
2 cos? psin® 6 4 r2sin? psin? @ + 2 cos? § < 25 &
2 sin” O(cos? @ + sin? @) + 12 cos? § < 25 &
r2sin? 0 + r? cos? 6 < 25 < r? < 25.

Kako jer > 0,t0je 0 < r <5, dok za ¢ i 6 ne postoje dodatna ogranicenja.

27 ™ 5 o - 5
1 500
AV = /dgp/sianG/rzdr: @ | (—cos) | -=r3| = =.
0 0 3 0 3
0 0 0
16. Izraéunati I = [[[ (2% + % + %)dmdydz, po oblasti
v
g2 22
V={(z,y,2) eR3: ﬂcz—i—z—&—Z <1}
Predjimo na uopstene sferne koordinate
r = rcosesinf
y = 2rsinesin® (r,¢,0) € [0,1] x [0,27] x [0, 7]. .
z = 2rcosf
Jakobijan date transformacije je
cospsingd —rsinpsing  rcospcosf
|J(r,,0)| = | 2sinpsing 2rcospsing 2rsingpcosf | = —4r’sinf.
2cosf 0 —2rsinf
27 T 1
. 4 16
I=4[dy [ sinfdf [ ridr = gﬂ'.
0 0 0

17. Izracunati [[[(z +y + z)dzdydz, ako je
v

V={(z,y,2) € R: s <y<2 l-2<y<2—z l-z—y<z< 2—z—y}.
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v=zx+yit=x+y-+z. Jakobijan uvedene transformacije

Neka je u = £,
je
O,y.2) 1 A
Y,z oz
J(u,v,t) = =g = 1 1 0 =
u,v, Ty
A(u,v,t) 8((17%2)) 111 —
. 7x+y _ r+y _ v
(ety)* (14 %)2 (u+1)%
Tada je

2

2 2
///($+y+z)dxdydz:/(uiiul)z/ydv/tdt:g
v 1 1 1

18. Nadéi teziste homogenog tela gustine u(z,y,z) = 1 koje zauzima
oblast

V={(r,y,2) €ER®: 2? +¢*> > 2% 22 +9® + 22 <4, 2 >0}.

Ako se uvedu sferne koordinate, onda je

(r, 0. 0) € 0,2] x [0, 271] x E g}

Masa tela je

2m El 2 o z R
1 8v/2
m:/dap/sianQ/err:gp | «(—cosf) | -§r3 | = \wa.
0oz 0 ? g ’
Koordinate tezista su
2m 5 2
;. = L [[[2dxdydz = L [ cospdyp [sin®0do [ridr =0,
% 0 b 0
2w % 2
ye = L [[fydedydz= 2L [ sinedp [sin®0do [r3dr =0,
% 0 T 0
2r % ’ 2
z = L [[[zdedydz = L [ do [sinfcosfdf [r3dr = 4%/5.
1% 0o =z 0

19. Naé¢i moment inercije homogenog tela gustine p(z,y,2) = 1 koje
zauzima oblast

V ={(z,y,2) € [0,00) x [0,00) X [0,00) 5vx + /y +Vz < 2}
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u odnosu na 2z osu.

Neka je

z = rcostpsintd

y = rsintpsin®@  (r,¢,0) €[0,4] x [0,27] x [0,7]. .

z = rcostf
Jakobijan date transformacije je J(r, ¢, ) = —16r2 sin® ¢ cos® psin’ 0 cos® 6.
Tada je,

L = [[J( 22 + y?)dzdydz
\4

4
cos® 0sin'® 0d6 [ ridr -
0

O —

z
= 16 [ sin® pcos® p(cos® ¢ + sin® p)dyp
0

_ L1 .1 1024 _ 512
= 1655 1 75 = o




Chapter 4

Krivolinijski integrali

4.1 Krivolinijski integral

4.1.1 Glatke krive i njihove parametrizacije

Svakoj tacki u prostoru R? ili R? moZemo pridruZiti njen vektor polozaja 7. U
prostoru R? vektor polozaja tacke (z,y) je

= (z,y) =20+ yJ
dok je vektor polozaja tacke (z,v,2) u prostoru R® oblika

7= (x,y):mf—i—yj'—&—zl;.

Brzina. Neka je data neprekidno diferencijabilna vektorska funkcija 7 : [a, b] —
R3 i neka je ¥ = #(t) zat € |a, b]. Posmatrajmo promenu poloZaja radijus vektora
7(t) koju dobijamo za promenu parametra At. Na osnovu definicije sabiranja
vektora imamo da je

AF() = 7t + At) — (1)

(z(t+ At), y(t + At), 2(t + At)) — (x(t),y(t), z(¢))
(x(t+ At) — x(t), y(t + At) — y(t), z(t + At) — 2(¢)).

Ako posmatramo koli¢nik prirastaja vektorske funkcije 7(¢) i pirastaja argu-
menta ¢, kada ¢t — 0, onda je

lim A7 (t) — lim (z(t + At) — z(t), y(t + At) — y(t), z(t + At) — 2z(t))
t—0 At t—0 At
— lm (x(t + At) —z(t) y(t+ At) —y(t) z(t+ At) — z(t))
t—0 At ’ At ’ At

63
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Posmatrana graniéna vrednost postoji, zato §to su z = z(t),y = y(t) i z = 2(t)
neprekidno diferencijabilne funkcije na [a, b] i oznacava¢emo je sa (7(t))’. Znadi,

AR
(70 = i =5

= (@(t), (1), 2(1))
i dalje je
dr(t) = (F(t)) dt = ((t)dt,y(t)dt, 2(t)dt) = (dz(t),dy(t), dz(t)).

Geometrijski, vektor (7(¢))’ je tangentni vektor na grafik vektorske funkcije 7=
7(t) u tacki t. Ako parametar ¢ interpretiramo kao vreme, onda nam taj vektor
daje promenu polozaja tacke (predeni put) u vremenu, tj. on predstavlja vektor
brzine datog kretanja:

() = D = (@(t), y(t), £(2)).

Sli¢no, ubrzanje u nekoj tacki predstavlja promenu brzine u vremenu, i
imamo

Glatke krive. Vektorske funkcije koje zavise od jednog parametra u ravni
ili u prostoru opisuju krive. U nastavku dajemo preciznu definiciju krivih koje
su nam od interesa za uvodenje krivolinijskih integrala. To su krive za koje u
svakoj tacki postoji jedinstvena tangenta.

Definicija 4.1.1 Neka jei € {2,3}. Za skup L C R’ kaZemo da je prosta glatka
kriva (ili gladak Zordanov luk) ako postoji interval [a,b] i vektorska funkcija
7: [a,b] — R? za koje vazi

(1) L={r(t): t € [a,b]};

(i) T bijektivno preslikava skupa (a,b) na L\ {r(a),7(b)};
(i1i) 7 je meprekidno diferencijabilna funkcija na (a,b);
(iv) (7(t)) # 0 za svako t € (a,b).

Ako je ¥(a) = 7(b) kaZemo da je kriva L zatvorena.

KaZemo da je tada sa
7 =7(t) t € [a,b]

data glatka parametrizacija krive L.
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Radi lakseg razumevanja uslova navedenih u prethodnoj definiciji, dajemo
nekoliko primera parametrizacija koje nisu glatke. U prvom primeru, parametri-
zacija nije glatka, zato $to postoji viSe vrednosti parametra t koje odreduju jednu
istu tacku krive.

Primer 4.1.1 Neka je dat skup tacaka
L={(v,y) €R?: 2 = cost,y = |sint|,t € [0,7]}.

Y
MozZemo primetiti da dati skup tacaka zadovoljava
jednacinu 22 +y?> = 1 4 da vazi x,y > 0. To znaci
da L predstavlja deo polukruznice poluprecnika 1 koji

lezi u prvom kvadrantu.
T

Medutim, preslikavanje 7 : [0,7] — L koje je definisano sa 7(t) = (cost, |sint|)
nije injektivno. Na primer

"D (59) (%)

Takvu parametrizaciju necemo smatrati glatkom.

Drugi primer ilustruje parametrizaciju krive u kojoj izvod () nije neprekidno
diferencijalbilna funkcija.

Primer 4.1.2 Neka je dat skup tacaka
L= {(xay) €ER”:z =ty= |t|7t € [_272]}'

U ovom slucaju prvi izvod funkcije y = y(t) nje defin-
isan u tacki t = 0.

\ z
Treéi primer ilustruje parametrizaciju krive u kojoj 7(t) jeste neprekidno difer-
encijabilna na [a, b] ali nije zadovoljen uslov (7(t))" # 0.
Primer 4.1.3 Neka je dat skup tacaka

L={(z,y) €eR? .z =cos’t,y = sin®¢, ¢ € [0,2n]}.

Y
Ako primetimo da su prvi izvodi funkcija x = x(t) i
y=y(t)
#(t) = —3cos’tsint
y(t) = 3sin®tcost,

lako se zakljucuje da je

(70))" = ((0),5(0)) = (0,0).
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Definicija 4.1.2 Skup L C R? je po delovima glatka kriva ako je
L=LiULyU...UL,,

gde su Ly, Lo, ..., Ly, glatke krive i svaki par L;, L; za i # j moZe imati najvise
konacno mnogo zajednickih tacaka.

Putanja (ili prosta po delovima glatka kriva) je po delovima glatka kriva koja
ne preseca samu sebe, osim eventualno u pocetnoj i kranjoj tacki.

Primeri 4.1.4-4.1.5 opisuju po delovima glatke krive. U nastavku ¢emo
opisati iste krive pomoc¢u njihovih (po delovima) glatkih parametrizacija.

Primer 4.1.4 Skup tacaka

L={(z,y) eR? :z=t,y=|t|,t €[-2,2]}.

jednak je uniji skupova L1 i Lo gde je

L, = {(I,y)GRQZQJ:t,y:t,tG[0,2]} Lo L
Ly = {(z,y) eR?:x=ty=—t,tec[-2,0]}

Primer 4.1.5 Za skup tacaka
L={(z,y) €R? :x=cos®t,y = sin’t,t € [0,2n]}.

vazi L = Ly U Ly U Ly U Ly, gde je

Y
Ly ={(zy) €R®:z = cos’t,y =sin’t,t € [0, 5]} L,
Ly ={(v,y) eR?*:x=cos’t,y=sin’t,t €[], 7]}
Ls :{(%y)ERQ:x:cos?’t,y:sini‘t’te[m%w]} .
La :{(x’y)ERQZx:COSSt>y:Sin3tate [37”7271—}} N Ly

4.1.2 Primeri glatkih krivih u R?

Za svaku glatku krivu postoji beskona¢no mnogo glatkih parametrizacija. U
ovom delu navodimo neke parametarske reprezentacije, koje smatramo da mogu
biti od koristi ¢itaocu.
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Duz AB, gde jeA(za,ya) i B(xp,yp).- Jednadina prave kroz dve tacke je
oblika
P=7p+tBAteR

odnosno
B
(x,y) = (zB,yp)+t(xa— 75,94 —YB)
(z,y) = (twa+(1—t)zp, tya+ (1 -t)yp). g

Tacku A dobijamo za vrednost parametra t = 1, a
tacku B za vrednost parametra ¢t = 0. Tacke izmedu

A1 B dobijamo za t € (0, 1). @)
Odatle je jedna glatka parametrizacija duzi AB:

AB ={(v,y) eR*: 2 =txa+ (1 —t)xp,y =tya + (1 —t)yp,t € [0,1]}.

Centralna kruznica Neka je r proizvoljan realan broj.

)
L = {(z,y) €eR?: 2% +y? =r?}
= {(x,y) eR?: 2 =rcost,y =rsint,t € [0,2n]}. o
Deo centralne kruznice Neka je r proizvoljan realan broj.
Y
Ly = {(z,y) eR’:a®+y* =12y >0}
= {(z,y) €R?:x =rcost,y =rsint,t € [0,7]} i i
= {(z,y) eR?:x=t,y=r2 —t2,tc[-rrl} ;
Ly = {(z,y) eR?:2®+y> =1y <0} i’
= {(z,y) € R?:z =rcost,y = rsint,t € [m,27]} \ Jx
= {(x7y)€R2:l‘:t7y:7\/7427t2,t€[7’)"77']}.
Y
Ly = {(z,y)eR?:22+y2=7r2,2>0}
= {(z,y) eR*:x=rcost,y =rsint,t € [-5, 5]} |
= {(z,y) eR2:x=r2 -2 x=ttc[-rr7]. z
Ly = {(w,y) eR2: 22 +y? =r% 2 <0} y
= {(z,y) €R?: z =rcost,
y =rsint,
tels 5} -,
= {(z,y) eR?: x=—r2 12, x
T =1,

te[—rr]}
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KruZnica
L = {(Ly) cR?: (m—p)2+(y_q)2:,r2}
= {(%y) S RQ : r—p= TCOSt,
Yy —q = rsint,
t € [0,2x]}.
Centralna elipsa
L = {(ac,y)eR2; %erlé;:l}
= {(z,y) eR*: £ =cost,
¥ =sint,
t € [0,2x]}.
Elipsa
L = {(Ivy)eRzi %75)2+@;72q)2:1}
= {(z,y) €R?: TP =cost,
U5t = sint,
t € [0,2x]}. g

4.1.3 Primeri glatkih krivih u R?

U ovom delu navodimo neke glatke krive u prostoru R3.

Duz AB, gde je A(xa,ya,24) i B(xp,yp,25). Vektorski oblik jednagine
prave kroz dve tacke je istog oblika kao u ravni:

—
F=7rp+tBAt e R
Sada su vektori iz prostora R? i dobijamo

(x,9,2) = (¢B,YB,2B) +t(TA —TB,Ya —YB,24 — 2B)
( ) = (tza+ (1 —t)ap,tya+ (1 —t)ys,tza + (1 —1t)zp).

AB = {(z,y,2) €R®: z=tas+(1-t)zp
y=tya+ (1 -t)ys
Z:tZA"‘(l—t)ZB
te[0,1]}.
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KruZznica Neka su r iz proizvoljni realni brojevi. Jednacina jedne kruznice
koja lezi ravni z = 27 je oblika:

L = {(z,y,2) €R?: 224+ ¢y>=7r%2=2"}
= {(z,y,2) € R?®: x =rcost,
y =rsint,
= Zz1,
t €0, 2n]}.

Presek ravni i kruznog cilindra U nastavku je primer jedne krive koja se
nalazi u preseku kruznog cilindra i ravni.

L = {(z,9,2) eR?: 22+’ =92 +y+2=>5}
= {(z,y,2) €R?: x =3cost,
y = Jsint,
z=5—3cost — 3sint,
t €[0,2n]}.

Cilindri¢na zavojnica Jos jedan primer krive koja lezi na kruznom cilindru
jeste cilindri¢na zavojnica. U ovom slu¢aju koordinata z raste sa porastom
parametra t.

L = {(z,y,2) €eR?: x=3cost,
y = 3sint,
z =1,
t € [0,2n]}.

4.1.4 Definicija krivolinijskog integrala skalarne funkcije

Neka je funkcija f : D — R, D C R® i neka je L C D glatka kriva data
parametrizacijom

=

F=7(t) t¢€]la,b,

odnosno u skalarnom obliku

x=ua(t), y=y(t), z==z2(), t€]la,b]. (4.1)

Definicija 4.1.83 Ako je funkcija h(t) = (f(7(¢)))|(7(t))'| integrabilna na inter-
valu [a,b] onda je krivolinijski integral skalarne funkcije f = f(F) duZ krive L,

u oznaci [ f(F)dr, definisan sa
L

dr(t)
t

b
d‘ﬁ=/ummmmww

/}mw:juwm>
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Za parametrizaciju (4.1) imamo

i dalje u skalarnom obliku dobijamo

b
/f@dr = /f(fJC(t),3/(?5)7Z(t))\/(SfC(t))2 + (5(1)* + (2(2))2dt.
L a

Definicija 4.1.4 Ako je L= L, U...U L, po delovima glatka kriva, onda je

/f(f')dR:/f(f‘)dr+...+/f(f‘)dr.
L L1 L

4.1.5 Osobine

1. Neka za funkcije f,g: D — R, D C R? i putanju L C D postoje integrali
J f(@dr i [ g(F)dr. Tada vazi:
L L

[tas)+ sgdr=a [ 1@+ [ griras < w
L

L L

2. Krivolinijski integral prve vrste ne zavisi od orijentacije krive.

3. Neka je f: D — R, D C R?, nenegativna neprekidna funkcija na putanji
L C D. Povrsina cilindriéne povrsi

S={(z,y,2) € R3:(z,y) €L, 0<2z< flz,y)}
jednaka je
AS = [ f(z,y)dr.
/

4. Duzina Al putanje L C R? je

Al = /dr.

L
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5. Ako je L C R? komad Zice i ako je linearna gustina p = u(¥) zice L
poznata u svakoj tacki 7 te krive, onda je

m = [ uar
L

masa zice L.

6. Teziste

Definicija pomoc¢u integralne sume Krivolinijcki integral skalarne funkcije
smo definisali pomoc¢u odredenog integrala, Sto znaci da se ista definicija moze
uvesti pomocu integralnih suma.

Neka je interval [a, §] podeljen na n podintervala

[Oé7 6] = [toﬂfl] U [tl, tg} U...u [tnfg,tnfl] @] [tn—htnL

gleje o = tg < t1 < ... < ti1 < t; < ... <t, = . Svakoj vrednosti t;,
i=0,1,...,n, odgovara na putanji L tacka T;(z(t;), y(t;), 2(¢;)). Oznacimo sa
Al; duzinu luka T;_1T; putanje L. Na svakom intervalu [t;_1,t;], ¢ = 1,...,n,
izaberimo vrednost 7; parametra ¢ kojoj odgovara tacka M;(&;,n;, (), gde je
&= x(r),ni = y(1:), ¢ = 2(7). Sastavimo integralnu sumu

s(f,L) = Zf(giaﬁuCi)Ali-
i=1

Ako za svaku podelu intervala [a, 8] 1 izbor tacaka M;, i = 1,...,n, postoji
jedinstvena grani¢na vrednost integralne sume s(f, L) kad n — oo i max Al; —
<i<n

0 onda se ta grani¢na vrednost naziva krivolinijski integral prve vrste ili krivolin-
ijski integral po duzini krive funkcije f duz krive L i oznacava sa [ f(z,y)dl. Ako
L

je A=T,1B =T, ondase koristi i oznaka [ f(z,y,2)dlili [ f(z,y,z)dl
L(AB) (AB)
Primer 4.1.6 Izracunati duZinu dela cikloide

T 5w

L={(z,y) €eR?: z=2(t —sint), y = 2(1 — cost), t € [Z’ 3]}

Kako je #(t) = 2(1 — cost), y(t) = asint to je

5

N

El
Al = [di= [ \/a2(17COSt)2+CLQSiH2tdt
L fracm4d
= 2v2 [ /T—costdt =4 [ |sin}]
g .
= 8 [ sinudu= —8cosu|} =4(v2-1).
s 4
T
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Primer 4.1.7 Izracunati duZinu dela cilindriéne zavojnice
L={(z,y,2) €ER®: x =3cost, y=3sint, z=2t, 0 <t <4rx}.

Iz @(t) = —3sint, §(t) = 3cost i 2(t) = 2 sledi \/(&())2 + (9(t))% + (£(¢))2

27 4
Az:/dz:/\/9sin2t+9cos2t+4dt:\/ﬁ/dt:zm/ﬁ,
0 0

L
Primer 4.1.8 Izracunati I = [(2%y — 2y)dl, gde je L duz AB, gde je A(2,5) i
B(1,-1). "
Glatka parametirzacija duzi AB data je sa

r=t+1, y=6t—-1, 0t <1,

odakle je

VI(@(6)? + (5(t)? = V1 +36 = V3T.

1

f ((t +1)2(6t — 1) — 2(6t — 1))dt

J(6t3 + 11¢% — 8t + 1)dt
0

\/37(3# + 1 a2 t)|; — 13v57

f (2x2%y — 2y)dl
AB

Primer 4.1.9 Izracunati I = [(z — y)dl, po duZini polukruznice
L

L={(z,y) eR?:2*+ (y—1)* =4, 2 > 0}.
Jedna glatka parametirzacija kruZnice je
L={(z,y) €R?:x=2cost, y=2sint+1,0 <t <}.
Za datu parametrizaciju je

V(E()2 + (9(t)2 = Vasin?t +4cos?t = 2.

(2cost — 2sint — 1)2dt = 2(—2sint—2(:ost)€ = —-8.

—un

[@-a-

L —

(SIE]

Primer 4.1.10 Izracunati povrsinu povrsi

S={(x,y,2) €R®: & +4° =4, y>0,0<2</9—22 -y}
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Projekcija date povrsi u zy ravan je kriva
L={(z,y) €R?: 2 =2cost, y =2sint, 0 <t < 7}.
Onda je @(t) = —2sint, §(t) = 2cost i \/(2(t))2 + (y(t))2 =

AS:/mdl:Q/maltZQ\/ﬁﬂ'.
7 0

Primer 4.1.11 Naéi masu Zice
L={(z,y,2) €R®: x=c'cost, y=e'sint, z=¢', 0 <t <5},
ako je p(z,y,z) = Wlbrzz gustina Zice u tacki M(x,y, z).

Za datu parametrizaciju je @(t) = e(cost —sint), y(t) = et(sint +cost), 2(t) =
e ip(t) = 5.

m = /pdl:

5
i /eftdt = ?(1 —e7P).
0

N =

5
/67% \/e%((cost —sint)? + (sint + cost)? + 1)dt
0

of%

4.1.6 Kirivolinijski integral vektorskog polja

Orijentacija glatke krive Moguce su dve orijentacije glatka krive L u odnosu
na datu parametrizaciju:u smeru rasta parametra ¢ i u smeru opadanja parame-
tra ¢t. Orijentacija krive u smeru rasta parametra moze za neku drugu parametri-
zaciju biti smer opadanja parametra. Po delovima glatka kriva se orijentiSe tako
da glatki delovi budu saglasno orijentisani, Sto zna¢i da se kraj jednog glatkog
dela nadovezuje na pocetak sledeéeg. Ako je L kriva u ravni, onda kazemo da je
negativna orijentacija u smjeru kretanja kazaljke na satu, a pozitivna suprotno
od kretanja kazaljke na satu.

—

Definicija 4.1.5 Neka je F = F(7), ¥ C D, vektorska funkcija i L C D orijen-
tisana glatka kriva data sa 7= 7(t), t € [a,b]. Ako je funkcija

h(t) = F(F(1)) - (7(t))

integrabilna na intervalu [a,b], tada odredjeni integral
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zovemo krivolinijski integral vektorskog polja F (druge vrste) po L od
tacke A = 7(a) do tacke B = 7(b).

Ako je L=L;U...UL, po delovima glatka kriva, onda je
/ﬁ-df:/ﬁ-df+...+/ﬁ-dﬁ
L Ly Ly

gde su glatke krive Ly, ..., L, saglasno orijentisane.
U ravni. Ako je F = (P, Q) vektorsko polje i L C D orijentisana glatka
kriva data sa 7(t) = (z(t),y(t)), onda je

b
[ Plaids + Qs = [ (Pa®.ue)al) + Qo) ule)it) )at
L a
4.1.7 Osobine krivolinijskog integrala
Neka je L C D orijentisana glatka kriva, F' i G su vektorska polja definisane na

D i postoje integrali [ F-dii [ G - dF. Tada vazi
L L

/(aﬁ-d?—kﬂé-df) :a/ﬁ-d?—kﬁ/@»dﬁa,,@eR.
L L L
Krivolinijeski integral druge vrste zavisi od orijentacije krive, tj.
/ Fdi =~ / F-dr.
L(AB) L(BA)
Rad polja F duZ luka L je krivolinijski integral [ F - d7. Rad polja F duz
L

zatvorene krive L naziva se cirkulacija vektorskog polja F.

4.1.8 Nezavisnost od putanje integracije

Ako je glatka parametrizacija neke krive L data jedna¢inom 7 = #(t), t € [a,b],
i hoéemo da naglasimo da je pocetna tacka te krive oznacena sa A, krajnja sa
B i da je orijentisana u smeru rasta parametra t, pisacemo L(AB).
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Definicija 4.1.6 Krivolinijski integral vektorske funkcije ne zavisi od putanje
integracije ako je mjegova vrednost ista za sve putanje koje povezuju pocetnu i
kragnju tacku.

Definicija 4.1.7 Za vektorsko polje F = ﬁ(?”), 7 C D, kazemo da je konz-
ervativno u oblasti D ako je za svaku zatvorenu krivu L C D integral jednak

nuli,
?{ F.di=0.
L

U konzervatinom polju nije vazan izbor krive integracije, veé¢ samo njena
poletna i krajnja tacka. Sledece teorema dokazuje da je vrednost integrala
jednaka za sve po delovima glatke krive koje imaju istu pocetnu i krajnju tacku.

Teorema 4.1.1 Ako je F = ﬁ(f’) konzervativno vektorsko polje u oblasti D,
onda za sve krive Ly, Ly C D vaZi

/ﬁ-df: / F.dr

Li(AB) Ly(AB)

Dokaz. Ako je F konzervativno vektorsko polje u oblasti D, onda je integral
tog vektorskog polja jednak nuli duz svake zatvorene krive u toj oblasti. Pos-
matrajmo sa proizvoljne dve tacke A, B € D i proizvoljne po delovima glatke
krive L1(AB), L2(AB) C D. Kako je kriva

L = Li(AB) U Ly(BA)

zatvorena, a F' konzervativno, sledi

]{ﬁ-dF:O & / ”dﬂ/ F.dir=0
L L1(AB) Lo(BA)
=

F.
/ ﬁ-drt/ F.dF=0
L1(AB) L2(AB)

4.1.9 Potencijalna polja
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Definicija 4.1.8 Vektorsko polje F = F_"(f‘), 7 € D, je potencijalno ako postoji
skalarno polje f : D — R sa osobinom

F=V{f.

U tom slucaju je f potencijal polja F.

Primer 4.1.12 Gravitaciono polje tacke M (x,y,z) mase m

gde je g gravitaciona konstanta, r = |F] i 7y = g, je potencijalno polje sa
potencijalom f = —g7t.

Dokaz. Primetimo prvo da za ¥ = (z,y, z) imamo

RPN e prupe: S N 3 %) M

Neka je f(7¥) = —gm - %7 tj.

1
flz,y,z) = —gm———.
( ) /22 + 42 + 22

Gradijent funkcije f je

Vf = ,M: m- (z,y,2) 1
2(x% 4+ Y2 + 22)2 (22 + 92 + 22) (22 + y2 + 22)2
m (r,y,2) m

= g- — 70

(\/m)2vx2+y2+22 r
O

Teorema 4.1.2 Vektorsko polje je potencijalno ako i samo je konzervativno.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je F= 13(77) potencijalno polje nad D sa poten-

cijalom f = f(7), .
F=Vf}.

Izaberimo proizvoljno po delovima glatku krivu L(AB) C D. Tada vazi

B b b
/ﬁ-df - /Vf(F(t)) (7)) dt = /h’(t)dt = h(b) - h(a)
A a a

= [f(r() = f(Fla)) = f(B) - F(A).
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gde je h(t) = f(w(t)ay(t)7z(t)) (h = f(-T,y, Z)7 gde je x = x(t)vy = y(t)7Z =

z(t)). Primetimo da je ove koriSéen izvod sloZene funkcije tj. lan¢ani izvod:

wo = B = ) a0+ S ew) o0 + G - 20

= (Sewon Jewn. Lww) - eo.i.x0)
V) - (710

O
Sada mozemo sumirati nekoliko ekvivalentnih tvr?enja u jedno koje karak-
terie potencijalna i konzervativna vektorska polja.

Teorema 4.1.3 Neka je D jednostruko povezana oblast i neka je F = F(FL
7 C D neprekidno diferencijalno vektorsko polje na D.

(a) Va# jednakost [ F.dr = S F - dF za svaku po delovima glatku
L1(AB) L>(AB)
krivu L1(AB) i Ly(AB).

(b) Postoji skalarno polje f sa osobinom da je F=V{.

(c) ¢, F - di =0 za svaku zatvorenu krivu L C D.
(d) (dy) AkoyeDC]R2 onda je Py = Q.
(d2) Akoje D CR2, ondaje Py=Q,iP, =R, iQ, =Ry, tj. VxF =0.

4.1.10 Divergencija i rotor

Definicija 4.1.9 Neka je F = (P(7), Q(7), R(f’)) = (v,y,2) € D C R3.
Divergencija vektorskog polja F w oznaci div F ili V - F je skalarno polje
D — R definisano sa

VP = (ggege ) (P2 Qe ) R 2)
oP

_ 9Q OR
- %(xyyvz)+87y(x7yvz)+£($vyvz)
Definicija 4.1.10 Neka je F = (P(7), Q(),R(7)), 7 = (z,y,2) € D C R3.

Rotor vektorskog polja F w oznaci rot F ili V x F je vektorsko polje D — R?
definisano sa

= (50~ 20,520 - 56, 56 -%£6).
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Vektorsko polje F je bezvrtlozno ako je V x F=0.

Primer 4.1.13 Ako se materijalna tacka rotira oko ose brzinom F_", onda je
% (V X ﬁ) ugaona brzina kretanja te tacke. To znaci da u slucaju kada je

V xF # 0 postoji vrtlozno kretanje.

Vektorsko polje F je solenoidalno ako je V - F=o.
Rec¢ solenoidalno vodi poreklo od gréke re¢i za solenoid, a ima znacenje "u
obliku cevi". Jedan primer solenoidalnog polja je magnetno polje.

4.1.11 Formula Grina

Prosta (jednostruko) povezana oblast D C R? je povezana oblast u R? sa osobi-
nom da za svaku zatvorenu, prostu (bez tacaka samopresecanja) krivu L iz D
vazi da je oblast koju ograni¢ava L takode u D.

Teorema 4.1.4 Neka je D C R? zatvorena oblast ogranicena zatvorenom po
delovima glatkom prostom krivom L. Ako su funkcije P, Q, Py i Qy neprekidne
nad D 1 ako je kriva L orijentisana tako da tacke oblasti D ostaju sa leve strane
kada se L obilazi u zadatom smeru, tada vazi

f Pdzx + Qdy = / / P,)dxdy.

Primer 4.1.14 Izracunati [(2zy — 2?)dz + (z + y*)dy, ako je L pozitivno ori-
L
jentisan rub oblasti

D= {(z,y) eR*: y* <2,y > -2 2 < 1}.

Resenje.
1 v y
I = //(1—2x)da:d /d,x/l—Qx L
D 0
1 1
= /(17295)11 :/172;10 ) (VT + 2?)da r
0 y=—o 0
(2 s A Ls LT
- (?fC Ty T TR ) 30°
O

Sledeca teorema pokazuje da formula Grina vazi i u slu¢aju kada je D viSestruko
povezana oblast.

Teorema 4.1.5 Neka je D C R? zatvorena videstruko povezana oblast ograni-
éena unijom zatvorenih po delovima glatkih prostih L1U...UL,. Ako su funkcije
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P, Q, Py i Q. neprekidne na D i ako je kriva L orijentisana tako da tacke oblasti
D ostaju sa leve strane kada se L obilazi u datom smeru, tada vaZi jednakost

if Pdx + Qdy = U// (Qu — Py)dady.

Primer 4.1.15 Iracunati I = [(y3dx — 23dy) + [ (y3dz — 23dy), ako je

Ly Lo
2.2 2 L
Ly = {(zy) eR° " +y" =1}
Ly = {(z,y) eR?: 2% +y*> =13}

1 Ly je orijentisana pozitivno, a Lo je orijentisana
negativno.

B,

Resenje. Neka jeA(1,0), B(3,0), C(—1,0) i D(—3,0) i podelimo krive L; i Lo
na sledeéi nacin:

y
Ly

Ly = {(my) eR:2” +y*=1,y>0} / ,

Ly = {(zy) eR?:a? +y* =1,y <0} ey

Ly = {(x,y) eR*:a? +¢* =3,y >0} gy 7

Ly = {(z,y) eR*:2” +y* =3,y <0} Ly

Primetimo da su oblasti
Dy = {(z,y) eR*:1<a” +4> <9,y >0}
Dy = {(z,y) eR*:1<a”+y* <9,y <0}
redom ogranifene pozitivno orijentisanim zatvorenim krivim
¢, = I} uD_éULQUﬁ
Cy = L;uﬁuL;’uﬁ.

Primenom formule Grina, za Q, = —3z% i P, = 3y?, dobijamo

I = -3 //(x2 +yH)dzdy — 3 //(m2 +yH)dzdy = —3 //(x2 + %) dzdy.
D, Dy D

Prelaskom na polarne koordinate,

27

3 27 3
3 14
I = =3 [dp- [p’dp==3p| -<p
o 4
0 1

1

1
=320 (81 -1) = ~120.
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