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UvOD

Jednakosna logika je deo Matematicke logike u kojoj postoji jedan re-
lacijski simbol, simbol jednakosti i specijalne aksiome koje formalno
opisuju osobine klasi¢ne jednakosti.

U stvari, Jednakosna logika je logicka podloga formalnih racuna
koje pominjemo u ovom radu. Neke formalne racune spominjemo samo
kao primere formalnih teorija kao sto su Teorija grupa, Teorija prstena,
Teorija Booleovih algebri i Teorija mreza.

Glavni deo ovog rada odnosi se na Formalnu teoriju brojeva. Kroz
pricu o velikanu matematike dvadesetog veka Kurtu Godelu prikazu-
jemo najveéi rezultat aritmetike prirodnih brojeva, Teoremu nekom-
pletnosti. U svoje vreme, dokaz ove teoreme prakticno je pokazao da se
¢uveni program Davida Hilberta razvoja matematike dvadesetog veka
ne moze u celosti sprovesti.

Posledice ove teoreme u matematici i ostalim naukama su mnogo-
brojne. Zahvaljujué¢i Godelovom dokazu Teoreme nekomletnosti stvo-
rena je nova oblast matematike, Teorija algoritama. Teorija algoritama
iznedrila je Turingove masine i od njih je put vodio do racunara.

Dokazi velikih teorema samo su skicirani u ovom radu, a mogu se
na¢i u modernim udzbenicima Matematicke logike.

Poseban deo rada je prica o Srednjoskolskom problemu Tarskog. Al-
fred Tarski je Sezdesetih godina proslog veka primetio da su prakti¢no
svi zakoni koji vaze u Teoriji brojeva logicka posledica jedanaest osnov-
nih zakona koje u¢imo u skoli. Ove zakone nazivamo HS1 - High School
Identities. Posle dvadeset godina, engleski matematicar Alex Wilkie je
nasao identitet koji je tacan u algebri prirodnih brojeva i koji ne moze
da se dokaze sintaksicki. U nasem radu je pokazano da je formula ta¢na,
dok tezi deo dokaza, da je formula logicki neizvodljiva iz HST iznosi
vise strana i veoma je tehnicki zahtevan. Ono sto je dokazano u ovom
radu je ¢injenica da postoji pet 2-elementnih modela H.S1 identiteta.
Prirodno je zapitati se da li smo odabrali prave aksiome da dokazemo
sve identitete, tj. da li postoji konacan skup drugih aksioma ¢ije logicke
posledice su svi identiteti Teorije brojeva. Reuben Gurevic je u u jed-
nom od svojih radova dokazao da ni jedan konacan skup aksioma u
jeziku Formalne teorije brojeva ne implicira sve tacne identitete.

Najveéi deo rada posveéen je Kurtu Godelu, i njegovoj Teoremi
nekompletnosti. Cetrdesetih godina dvadesetog veka Godel se nasao
u malom americkom mestu Princeton. Skromne kuce Princetona krile
su naucne velicine koje su ostavile dubok trag u mnogim naukama.
Najpoznatiji od njih, Godelov veliki prijatelj, Albert Einstein.
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Da bi se predstavio dokaz Godelove teoreme, u prvom delu rada
navedeni su osnovni elementi Matematicke logike. Ovo je preuzeto,
skoro u potpunosti, iz veoma dobrog udzbenika Matematicke logike u
racunarstvu Predraga Janici¢a [22] i poznatog udzbenika Matematicke
logike Slavise Presi¢a [38].

Opste je misljenje da su najveci logicari u istoriji ¢ovecanstva bili
Aristotel, Gottlob Frege, Godel i Tarski. Veliko je zadovoljstvo uzivati
u pri¢i o njihovim zivotima i rezultatima.

Zahvaljujem se svom mentoru, profesorki Silviji Gilezan na pomoci
i podrsci pri izradi ovog rada. Zahvaljujem se ¢lanovima komisije pro-
fesoru Petru Djapic¢u i profesoru Ljubi Nedovi¢u na savetima i korisnim
sugestijama.
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GLAVA 1
Logika prvog reda

Matematicka logika, kao nezavisna grana moderne matematike, do-
bila je svoj oblik na prelasku iz devetnaestog u dvadeseti vek. Napredak
i brzi razvoj Matematicke logike na pocetku dvadesetog veka povezan
je sa takozvanom krizom u osnovama matematike.

Svaki pokusaj sistemati¢nog predstavljanja matematike, kao i dru-
gih nauka, vodi do problema odabira osnovnih tj. primitivnih pojmova
i principa kao baze ¢itave prezentacije. Problem biranja i opravdanja
izbora pocetnih podataka lezi van same nau¢ne discipline i povezan je
sa filozofijom i metodologijom nauke. Sistematizacija matematike kra-
jem devetnaestog veka dovela je do pojma skupa kao jedinog primarnog
pojma cele metematike. Radovi Bernarda Bolzana (1781-1848), Ric-
harda Dedekinda (1831-1916) i Georga Cantora (1845-1918) doveli su
do stvaranja nove matematicke discipline, Teorije skupova.

Lepota i snaga konstrukcija te perspektiva koris¢éenja Teorije sku-
pova u osnovama matematike privukle su mnoge vode¢e matematicare
tog vremena. Mnogo truda je ulozeno u skupovno-teorijske interpreta-
cije matematickih i ¢ak logickih pojmova.

Veliki doprinos istrazivanjima osnova matematicke logike dali su
Gottlob Frege (1848-1925) i Bertrand Russell (1872-1970). Medutim,
veliki stepen apstrakcije i univerzalnost pojma skupa doveli su do teskoca
koje su davno bile poznate u filozofiji kada se radi sa univerzalnim poj-
movima. Ovo se manifestovalo u skupovno-teorijskim paradoksima. Je-
dan od najpoznatijih skupovno-teoretskih paradoksa je paradoks Rus-
sella.

Da li ée skup biti svoj element? Primer je skup svih skupova. S
druge strane ako posmatramo skup svih skupova koji nisu svoji ele-
menti, oznacimo ga sa Ay, onda ako se zapitamo da li je Ay € Ay:

A0€A0:>A0¢AO

A0¢A0:>A0€A0.

Ovaj paradoks Russella doveo je Fregea do ocaja jer je zavrsavao
svoje delo iz osnova matematike. Na sre¢u ovakvi paradoksi mogu da
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2 1. LOGIKA PRVOG REDA

se stvore kod wvelikih i neprirodnih skupova i matematicari mogu mirno
da rade bez njih.

Pojava paradoksa dobrodosla je mnogim matematicarima tog vre-
mena da ispituju osnove matematike. Pomenimo samo vodete mate-
maticare tog doba: Davida Hilbert (1862-1943), Henri Poincaré (1854-
1912), Hermann Weyl (1885-1955).

Predlagano je nekoliko programa za spas matematike od uZasa para-
doksa. Svakako najpoznatiji program za ozdravljenje matematike je
program Davida Hilberta. Njegov program je u sustini pokusaj kon-
strukcije takve formalizacije matematike u kojoj bi bilo mogucée do-
kazati neprotivrecnost sistema u samom sistemu. Drugi osnovni za-
htev takve formalizacije bio je zahtev da osnovna i odmah proverljiva
tvrdenja o prirodnim brojevima budu ta¢na u toj formalizaciji. Rad
Hilberta i njegovih ucenika doveo je do razvoja Matematicke logike,
posebno modernog aksiomatskog metoda.

Hilbertov san o uredenosti tj. formalnoj dokazivosti svih matema-
tickih tvrdenja, na osnovu aksioma i elementarnih pravila zakljucivanja,
razbio je Kurt Godel (1906-1978) tako sto je pokazao da veé¢ obicna
Teorija brojeva sadrzi istinita tvrdenja koja ne mozemo dokazati sred-
stvima Formalne teorije brojeva.

Drugi pristup osnovama matematike nastao je na kritici mnogih
postavki koje se koriste u matematici bez odgovarajuceg opravdanja.
Ovo se odnosi, pre svega, na neograni¢eno korisé¢enje zakona iskljucenja
tre¢eg i aksiome izbora. Program konstrukcije matematike pod stro-
gom restrikcijom koriS¢enja navedenih principa nazvan je Intuicioni-
zam. Tvorac ovog programa je Luitzen Brouwer (1881-1966). U Ru-
siji, Andrej Andejevi¢c Markov (1903-1979) i njegova skola koristili su
na sistematican nacin koncept algoritma za konstruktivno dokazivanje
matematickih tvrdenja.

Glavni rezultat aktivnosti na osnovama matematike je stvaranje
Matematicke logike kao nezavisne discipline. Osnovno dostignuée Ma-
tematicke logike je razvoj moderne aksiomatske metode koju karakte-
risu tri stvari:

1. Eksplicitna formulacija postulata (aksioma) teorije.

2. Eksplicitna formulacija pravila zakljuc¢ivanja dopustiva za ne-
protivrecan razvoj teorije.

3. Koris¢enje sopstvenog formalnog jezika za prezentaciju svih
teorema teorije koja se razmatra.

U Matematickoj logici, prvi put u istoriji, stvoreni su tako bogati for-
malni jezici koji prakticno omogucavaju formalizaciju svih osnovnih
tvrdenja u matematici.
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Bogati formalni jezici Matematicke logike i uspesno iskustvo u radu
sa njima stvorili su put ka stvaranju univerzalnih racunarskih masina
koje koriste razli¢it spektar formalnih programskih jezika.

Glavni objekat istrazivanja u Matematickoj logici su razli¢iti racuns
(Formalne teorije). Pojam rac¢una obuhvata osnovne komponente kao:

(a) formalni jezik racuna,
(b) aksiome racuna;
(c) pravila zakljucivanja.

Koncept racuna omogucava nam da damo strogu matematicku defini-
ciju dokaza.

Drugo znacajno dostignu¢e Matematicke logike je matematicko od-
redivanje pojma algoritma tj. efektivne procedure za reSavanje pro-
blema. Napomenimo da su racunarski programi u stvari kodirani al-
goritmi. Veliki mislilac Gottfried Leibnitz (1646-1716) je mastao o ot-
kri¢u univerzalnog algoritma za resavanje svih matematickih problema.
Alonzo Church (1903-1995) je 1936. godine pokazao da ne postoji al-
goritam koji bi za svako tvrdenje u aritmetici dao odgovor na pitanje:

Da li je tvrdenje tacno za sve prirodne brojeve?

Kasnije je pokazano da u sistemu ciste logike (predikatski rac¢un) pro-
blem dokazivosti nije algoritamski resiv.

[strazivanje racuna ¢ini sintaksicki deo matematicke logike. Naj-
dublja istrazivanja sintaksickog pojma dokaza u ra¢unu ¢ine nezavisnu
oblast Matematicke logike poznatu kao Teorija dokaza.

Zajedno sa sintaksickom studijom racuna ide semanticka studija
formalnih jezika Matematicke logike. Osnovni pojam semantike je po-
jam istine za izraze (formule) formalnog jezika. Klasiéna semantika
jezika predikatskih racuna ¢ini vrlo bogatu granu Matematicke logike,
Teoriju modela. Osnivaci Teorije modela su Alfred Tarski (1901-1983)
i Anatolij Maljcev (1909-1967).

Iskazni racun i predikatski ra¢un su formalizacije logike, najstarije
nauke o zakonima ljudskog misljenja.

Na razvitak evropske matematike i misljenja uopste, gotovo jedino
je uticala grcka matematika i filozofija. Grei su prvi nasli sredstva
rasudivanja kojima se i danas sluzimo.

Radanje grcke logike pada u ¢etvrti vek pre nase ere. Prvim vecéim
logicarima smatraju se Parmenid, Zenon, Sokrat, Platon i Euklid iz
Megare. Tako kod Parmenida nailazimo na formulaciju zakona iskljuce-
nja treceg, a Zenonovi dokazi pomoc¢u reductio ad absurdum (svodenje
na kontradikciju) poznati su i u danasnje vreme.

Vrhunac razvoja gréke logike dostignut je stvaranjem genijalnog
Aristotela (384-322 pne). On je prvi uspeo da sistematizuje metode
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rasudivanja. Glavna Aristotelova teza bila je da se svako korektno
rasudivanje moze svesti na sistematsku primenu malog broja odredenih
pravila, koja inac¢e ne zavise od prirode objekata na koji se odnosi
rasudivanje. Aristotelov autoritet u logici bio je toliko neprikosnoven
da je to ¢ak smetalo razvoju logike. Radovi Aristotela i njegovih sled-
benika nisu imali velikog uticaja na grcku matematiku.

Originalnost Grka, od samog pocetka njihove matematicke misli, je
u svesnim pokusSajima da se pronikne u logiku matematickih dokaza.
Dokazi koje nalazimo kod grékih klasicara Euklida iz Aleksandrije, Ar-
himeda, Apolonija u logickom smislu su gotovo jednaki danasnjim.

Za osnivace savremene (formalne, simbolicke) logike moze se sma-
trati George Boole (1815-1864). Njegova osnovna ideja je, da prihva-
tajuci skupovno glediste, treba neposredno operisati sa skupovima. U
drugoj polovini devetnaestog veka Booleov sistem su dopunili i usavrsili
Augustus de Morgan (1806-1871), Charles Peirce (1839-1914) i Ernst
Schroder (1841-1892).

Frege i Peirce su uveli promenljive i kvantifikatore i tako dosli do
podesnijeg formalizma za opisivanje matematickog teksta. 1879. go-
dine Frege je prvi formuliso iskazni racun kao formalnu teoriju. Njegovi
se radovi odlikuju izvanrednom tac¢noséu. Medutim, simbolika mu je
tipografski jako komplikovana i nepodesna za matematicku praksu. To
je znatno umanjilo uticaj Fregea na njegove savremenike.

Danas je najvise rasprostranjen formalizovani jezik koji su uveli
1910. godine Russell i Alfred Whitehead (1861-1947) u svom kapital-
nom delu Principia Mathematica.

Savremeni snazan razvitak Matematicke logike, sa raznovrsnom pri-
menom, u matematici, ra¢unarstvu i mnogim drugim naukama, kao
i u praksi, usmerili su svojim dostignu¢ima najveci logic¢ari proslog
veka David Hilbert, Alfred Tarski, Rudolf Carnap (1891-1970), Alonzo
Church, Kurt Godel, Alan Turing (1912-1954), Andrej Andejevic Mar-
kov i drugi.

Logika prvog reda, predikatska logika, znatno je izrazajnija od iska-
zne logike. Osnovna novina u odnosu na iskaznu logiku je uvodenje
kvantifikovanja, univerzalnog i egzistencijalnog. Zahvaljujué¢i kvanti-
fikatorima, u logici prvog reda mogu se formulisati tvrdenja koja nije
moguce formulisati na jeziku iskazne logike. U okviru logike prvog reda
mogu se opisati mnoge matematicke teorije.

1.1. Sintaksa logike prvog reda

Sintaksa logike prvog reda govori o njenom jeziku, a o formulama
isklju¢ivo kao nizovima simbola i ne uzima u obzir njihovo znacenje.
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DEFINICIA 1.1. Logicki deo jezika prvog reda ¢ine skupovi:

1. prebrojiv skup promenljivih V' ;

2. skup logickih veznika {—,A\,V,= <} pri cemu je — unarni
veznik, a \,V,=, < su binarni veznici;

3. skup kvantifikatora {¥,3}, pri cemu je ¥V univerzalni kvantifi-
kator, a 3 egzinstencijalni kvantifikator;

4. skup logickih konstanti {T, L};

5. skup pomoénih simbola {(,),, }

Elemente nabrojanih skupova zovemo logicki simboli.

Jezik ili signatura L sastoji se od najvise prebrojivih skupova
i [] koje redom nazivamo skupom funkcionalnih (operacijskih) sim-
bola i skupom predikatskih (relacijskih) simbola, kao i od funkcije ar
koja preslikava skup > |J]] u skup nenegativnih celih brojeva. Za
k€ > U] vrednost ar(k) zovemo arnost simbola k. Skupovi > i []
¢ine nelogicki deo jezika prvog reda. Sve njihove elemente zovemo ne-
logickim simbolima. Napominjemo da su svi navedeni skupovi simbola
sintakse logike prvog reda disjunktni. Datu signaturu oznacavamo sa

L= (Z,H,ar)

e a,b,c, ... simbole konstanti (funkcijski simboli arnosti 0)
e f g, h,... simbole operacija arnosti vece od 0;

® p,q,r,... predikatske simbole;

® 1.y, 2, ... promenljive.

Dogovorno oznac¢avamo:

DEFINICIIA 1.2. Skup L-termova (termova) nad signaturom L =
(Z, I, ar) v skupom promenljivih V' je nagmangi skup za koj vazi:
e svaki simbol konstante je term;
e svaki simbol promenljive je term;
o ako je [ funkcijski simbol za koji je ar(f) =mn i ty,to, ..., t, su
termovi, onda je i f(ty,ta,...,t,) term.

DEFINICIA 1.3. Skup atomickih formula nad signaturom
L= ( >I1 ar) i skupom promenljivih V' je najmangi skup za koji vazi:
e logicke konstante T i L su atomicke formule;
e ako je p predikatski simbol za koje je ar(p) = n i ty,tq, ..., 1,
su termovi, onda je p(ty,ta, ..., t,) atomicka formula.

DEFINICIJA 1.4. Skup dobro zasnovanih formula nad signaturom
L = (E,H, ar) 1 skupom promenljivih V' je nagmangi skup za koji
vazi:

e svaka atomicka formula je dobro zasnovana;
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e ako je A dobro zasnovana formula, onda je i (—A) dobro za-
snovana formula;

e ako su A i B dobro zasnovane formule, onda su i (A A B),
(AV B), (A= B), (A< B), dobro zasnovane formule;

e ako je A dobro zasnovana formula i x je promenljiva, onda su

i (Vx)A) i ((Fz)A) dobro zasnovane formule.

Umesto termina dobro zasnovane formule, L-formule, pisSemo krace
formule. Skupove formula oznacavamo velikim slovima grckog alfa-
beta. Ako su dve formule A i B identi¢ne kao nizovi simbola, onda
to oznacavamo A = B. Ako nisu sintaksno identi¢ne, to oznac¢avamo

A+B.

DEFINICIJA 1.5. Slobodno pojavijivanje i vezano pojavljivanje pro-
menljive u formuli definise se na sledeci nacin:

e svako pojavijivanje u atomickoj formuli je slobodno u toj for-
muli;

e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u A je slobodno
i u —A; svako pojavijivanje promenljive koje je vezano u A je
vezano 1 u —A;

e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u A ili B je
slobodno i w ANB, AV B, A= B, A< B; analogno za
vezano pojavljivangje;

e Svako slobodno pojavljivanje promenljive razlicite od x u for-
muli A je takode slobodno u formuli (Yx)A; svako slobodno po-
Javljivange promenljive x u A je vezano u (Vz)A (tada kazemo
da je x u dosegu vodeceg kvantifikatora); analogno za egzinten-
cijalni kvantifikator.

Kazemo da je term t slobodan za promenljivu x u formuli A ako ni
jedno slobodno pojavljivanje promenljive z nije u dosegu kvantifikatora
takvog da t sadrzi odgovarajucu kvantifikovanu promenljivu.

PRIMER 1.1. U formuli p(x,y) = (Vx)q(x) prvo pojavijivanje pro-
menljive x je slobodno, a drugo i trece pojavljivanje je vezano. Prime-
timo da je pojavijivanje x u Vx vezano.

PRIMER 1.2. U formuli (3z)(p(x) A (Vz)q(x)) éeturto pojavijivange
promenljive x je vezano i ono je u dosequ kvantifikatora Yx, a ne i
kvantifikatora (3z).

L-formulu bez slobodnih promenljivih nazivamo zatvorena L-formula
ili L-recenica.



1.2. SEMANTIKA LOGIKE PRVOG REDA 7

1.2. Semantika logike prvog reda

Tarski [40] je prvi precizno uveo pojam semantike 1933. godine.

DEFINICIJA 1.6. Za datu signaturu L, L-struktura D je par (D, I*),
gde je D skup, a I* funkcija pri cemu vazi sledece:

e D je neprazan skup i zovemo ga domen, nosac ili univerzum;

e svakom simbolu konstante c iz L (tj. svakom funkcijskom sim-
bolu arnosti 0), funkcija I* pridruzuje jedan element cy iz D;

e svakom funkcijskom simbolu f iz L za koji je ar(f) =n, n > 0,
funkcija I* pridruzuje jednu totalnu (svuda definisanu na D)
funkciju fr iz D™ v D;

e svakom predikatskom simbolu p iz L za koji je ar(p) = n,
n > 0, funkcija I* pridruzuje totalnu funkciju p; iz D™ u skup

{0,1}.

Valuacija v za skup promenljivih V' u odnosu na domen D je presli-
kavanje koje svakom elementu iz V' dodeljuje jedan element iz D. Ako
je v(x;) = d;, onda kazemo da je d; vrednost promenljive x; u valuaciji
.

Par (D,v) odreduje interpretaciju, tj. funkciju I, koja preslikava
skup L-termova nad skupom promenljivih V' u skup D, a skup L-
formula nad V' u skup {0, 1}.

Ako su v i w valuacije za isti skup promenljivih i u odnosu na
isti domen, onda sa v ~, w oznacavamo da je v(y) = w(y) za svaku
promenljivu razlicitu od x. Funkcija I, uvodi se slede¢im definicijama.

DEFINICIJA 1.7. Vrednost (ili znacenje) terma t u interpretaciji
I, odredenoj L-strukturom D i valuacijom v, oznacava se sa I,(t) i
definise na sledeci nacin:

e ako je t simbol konstante c, onda je I,(t) = cr;
o ako je t = f(t1,la,....tn), ar(f) = n i ako je L,(t;) = d;,
i=1,2,...,n (d; € D), onda je I,(t) = fr(di,ds,...,d,).

DEFINICIJA 1.8. Vrednost (ili znacenje) formule A u interpretaciji
L,,, odredenoj L-strukturom D i valuacijom v, oznacavamo na sledeci
nacin:
e ako je A atomicka formula T, onda je I,(A) = 1;
e ako je A atomicka formula L, onda je I,(A) = 0;
e ako je A atomicka formula p(t1,ta, ..., t,) pri cemu je ar(p) = n
i ako je I,(t;) =d; zai=1,2,...,n (pri cemu jed; € D), onda
je ]U(A) = p[<d17 d2; <y dn):'
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e ako je A =—B, onda je

| 0, akojel,(B)=1
L,(A) = { 1, ako jel,(B) =0

e ako je A= By A By, onda je

_J 1, akojel,(Bi) =I1,(B;) =1
L,(4) = { 0, inace

e ako je A = B,V By, onda je

I,(A) = 1, ako jel,(By)=1idil,(By) =1
v 1 0, inace

e ako je A = By = By, onda je

L,(A) = 0, ako jel,(By)=1il,(B3) =0
v 1 1, inace

e ako je A = By < By, onda je
{ 1, ako jeIU(B1> = Iv(BZ)

0, nace

1,(A) =

e ako je A = (3x)B, onda je I,(A) = 1 ako postoji valuacija
w sa domenom D takva da je w ~, v i I,(B) = 1; inace je
I,(A) =0;

e ako je A = (Vx)B, onda je I,(A) = 0 ako postoji valuacija
w sa domenom D takva da je w ~, v i [,(B) = 0; inace
I,(A) =1.

Vidimo da I,(A) zavisi od v(z) samo ako promenljiva x ima slo-
bodno pojavljivanje u A. Specijalno, ako je A recenica, vrednost I,(A)
ne zavisi od v, pa tada umesto I,(A) pisemo I(A).

DEFINICIIA 1.9. Ako je interpretacija I, odredena L-strukturom
D i valuacijom v i ako za formulu A vazi 1,(A) = 1, onda kaZemo
da interpretacija I, zadovoljava formulu A, da je formula A tacna u
intepretacigi I, © da je L-struktura D sa valuacijom v model formule
A i pisemo (D,v) E A. Formula A je zadovoljiva u L-strukturi D ako
postoji valuacija v takva da je (D,v) E A.

Ako formula nije zadovoljiva, onda kazemo da je kontradiktorna.

DEeFINICIIA 1.10. Ako je za neku L-strukturu D formula A tacna
za svaku valuaciju v, tj. u svakoj interpretaciji I,, onda kaZemo da
je L-struktura D model formule A, kaZemo da je formula A wvaljana
u L-strukturt D 1 pisSemo D E A. Ako je formula nad signaturom L
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valjana u svakoj L-strukturi, onda za tu formulu kaZemo da je valjana
i to zapisujemo E A.

Ako formula nije valjana, onda kaZemo da je ona poreciva.

Ako nije DE A, onda pisemo D FE A.

Za skupove formula uvodimo sledece definicije.

DEFINICIJA 1.11. Skup recenica I je konzistentan ili zadovoljiv ako
ima bar jedan model. Inace, kaZemo da je nekonzistentan, nezadovoljiv,
protivrecan ili kontradiktoran.

TEOREMA 1.1. Ako su formule A i A = B (nad nekom signaturom
L) valjane, onda je i formula B valjana.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno da postoji L-struktura D i odgova-
rajuca interpretacija I, u kojoj formula B nije ta¢na. Formula A je
valjana, pa je tacna u [,. U toj interpretaciji, onda, formula A = B
nije tacna (jer je I,(A) =11 I,(B) = 0) sto protivre¢i pretpostavci da
je formula A = B valjana. Dakle, polazna pretpostavka je pogresna,
pa je formula B tacna u svakoj interpretaciji, tj. ona je valjana, Sto je
trebalo dokazati. [

TEOREMA 1.2. Formula A nad signaturom L je valjana u L-strukturi
D ako i samo ako je formula (Yx)A valjana u D.

Dokaz: (—) Pretpostavimo da je A valjana u D i pretpostavimo da
formula (Vz)A nije valjana u D, tj. pretpostavimo da postoji valuacija
v takva da je I,((Vz)A) = 0. Odatle sledi da postoji valuacija w za koju
je w ~, vivaz I,(A) =0, pa A nije valjana u D §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom. Dakle formula (Vz)A je valjana.

(<) Neka je (Vx)A valjana u D. To znac¢i da za svaku valuaciju v
vazi I,((Vz)A) = 1. Pretpostavimo da formula A nije valjana u D.
Tada postoji valuacija w takva da je I,(A) = 0, pa je po definiciji
I,((Vx)A) = 0, sto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, formula
A je valjana u D. [J

TEOREMA 1.3. Formula A je valjana ako i samo ako je formula
(Vz)A valjana.

Dokaz: (—) Ako je formula A valjana, onda je ona valjana u svakoj
L-strukturi D, pa je onda na osnovu teoreme 1.2, u svakoj L-strukturi
D valjana i formula (Vx)A.

(«) Analogno vazi i obrat, pa je formula A valjana ako i samo ako je
formula (Vz)A valjana. O

DEFINICUIA 1.12. Neka je I' skup formula nad signaturom L. KaZe-
mo da je formula A logicka posledica skupa formula ' i pisemo I' E A
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ukoliko za svaku L-strukturu D i svaku valuaciju v vazi: ako za svaku
formulu B iz T vazi (D,v) E B, onda vazi (D,v) F A.

Drugim rec¢ima, kazemo da je formula A logicka posledica skupa
formula I' ako je svaki model za I" istovremeno model za A.

Ako je skup I" konacan, tj. ako jeI" = {By, By, ..., B, }, onda pisemo
By, By, ...,B, E A. Ako je I' = (), onda pisemo F A. Ako je F A, onda
formula A zadovoljava svaku interpretaciju i tada je A valjana. Ako ne
vazi [' E A, onda to zapisujemo I' ¥ A.

Na osnovu definicije logicke posledice jednostavno se dokazuje na-
redna teorema.

TEOREMA 1.4. (a) Svaka valjana formula je logicka posledica
praznog skupa formula.

(b) Ako je skup I' kontradiktoran, onda je svaka formula njegova
logicka posledica. Specijalno, svaka formula je logicka posledica
{L}.

(c) Akoje ' C A iT'E A, onda je AF A.

(d) Ako je formula A valjana i I' E B, onda je T\{A} E B.

DEFINICIJA 1.13. KaZemo da su formule A i B logicki ekvivalentne
i pisemo A = B ako je A logicka posledica formule B i B je logicka
posledica formule A.

Tvrdenja oblika A = B zovemo logicka ekvivalencija. Relacija = je,
oc¢igledno, relacija ekvivalencije nad skupom formula. Ako za formule
Ay, As, B1, By vazi Ay = Ay i By = B,, onda lako pokazujemo da vazi

)
) Al/\Bl EAQ/\BQ
) Al\/Bl EAQ\/BQ
) A1:>B15A2:>BQ
) A& B =A< By
) (Va)A; = (Vo)A
(g) (Fx)A; = (Fx)A,
Navodimo slede¢u teoremu koja daje vezu logicke ekvivalencije i valja-
nosti odgovarajuce formule u signaturi L.

TEOREMA 1.5. Za datu signaturu L, dve L-formule A © B su logicki
ekvivalentne ako i samo ako je formula A < B wvaljana.

Dokaz: (—) Pretpostavimo da vazi A = B. Sledi da za svaku £-
strukturu D i valuaciju v, iz (D,v) E A sledi (D,v) E Biiz (D,v) E B
sledi (D,v) E A. Dakle, ako je I,(A) = 1, onda mora biti I,(B) = 1
i obratno. Ovo znac¢i da uvek vazi [,(A) = I,(B), pa je na osnovu
definicije 1.8 uvek [,(A < B) = 1. Imamo da je formula A < B
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valjana u strukturi D, a kako to vazi za svaku L-strukturu, sledi da je
formula A < B valjana.

(«) Pretpostavimo da je formula A < B valjana. Onda je ona valjana
u svakoj L-strukturi D, i odgovarajucoj intepretaciji I i bi¢e I(A <
B) = 1, pa ¢e za svaku valuaciju v vaziti [,(A < B) = 1. Sledi da
je I,(A) = I,(B). Ovo znaci da ako je I,(A) = 1 onda je I,(B) = 1,
pa je A E B. Jasno, vazi i obrat B F A, pa su formule A i B logicki
ekvivalentne. [

Navedimo neke poznate zakone logike.

—(dz)A = (Vx)-A - De Morganov zakon
—(Vz)A = (Jx)-A - De Morganov zakon
(3z)(AV B) = (3x)A V (Iz) B - zakon distributivnosti 3
prema V
(Vz)(AA B) = (Vx)A A (Vx)B - zakon distributivnosti V
prema A
(3z)(A A B) = (3x)A A B - zakon distributivnosti 3 prema A
(pri ¢emu B ne sadrzi slobodna pojavljivanja x)
(Vz)(AV B) = (Vx)A V B - zakon distributivnosti V prema V
(pri ¢emu B ne sadrzi slobodna pojavljivanja z).
Analogan stavu iz iskazne algebre je sledeci stav. Dokaz je slican dokazu
odgovarajuceg stava iskazne algebre.

TEOREMA 1.6. Ako su Fy, Fs, ..., F,, zatvorene formule (recenice),
onda je

1. I\, F5, ..., F,E F ako i samo ako E Fy NFo \N---NF, = F;
2. Fi,F,,....F, E F ako i samo ako F Fy = (Fy = ---(F, =

3. Ako je F, zatvorena formula, onda Fy,F,,...,F, E F ako i
samo ako Fy, Fs, ..., F, 1 F F, = F.

TEOREMA 1.7. Formula
(1.1) (Vu)A(u) = A(t)

je valjana ako je A proizvoljna formula, u - promenljiva, t- term, uko-
liko je term t slobodan za promenljivu u u formuli A(u).

Dokaz: Pretpostavimo da formula (1.1) nije valjana. Tada pri nekoj
interpretaciji / formula (1.1) ima vrednost 0. U tom slucaju formula
(Vu)A(u) ima vrednost 1, dok formula A(t) ima vrednost 0. Kako
je term t slobodan za promenljivu « u formuli A(u), odnosno kako
u formuli A(u) nijedno slobodno pojavljivanje promenljive u nije u
oblasti dejstva bilo kog od kvantifikatora (Vv;), (3v;), gde je v; ma
koja promenljiva terma ¢, zaklju¢ujemo da ako term ¢ i promenljiva u
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dobijaju pri interpretaciji I istu vrednost, onda ¢e i vrednosti formula
A(u) i A(t) biti iste. Znaéi, da za odredenu interpretaciju i formula
A(u) ima vrednost 0, dok prema pretpostavci A(u) ima vrednost 1 za
svako u. Kontradikcija. Sledi da je formula (1.1) valjana.[]



GLAVA 2

Formalne teorije

Formalna teorija, u oznaci 7, odredena je kad su ispunjeni sledeci

uslovi.

1.

2.

Dat je najvise prebrojiv skup simbola, tzv. osnovnih simbola
teorije T .

U skupu svih reci sa osnovnim simbolima teorije 7 odreden
je podskup, tzv. skup formula teorije 7. Dat je efektivan
postupak za odlu¢ivanje da li je neka re¢ formula ili nije.

. U skupu svih formula odreden je jedan podskup, cije ele-

mente zovemo aksiome. Ako je jos dat i efektivan postupak
za odlucivanje da li je neka formula aksioma ili nije, onda T
zovemo aksiomatska teorija.

. Dat je konacan broj pravila izvodenja. Svako pravilo izvodenja

je izvesna relacija u skupu formula teorije 7. Ako je « jedno
pravilo izvodenja duzine n, na primer, onda ma kakve bile for-
mule Ay, As, ..., A,_1, A, postoji efektivan postupak za odredi-
vanje da li su redom formule Ay, A, ..., A, 1, A, u relaciji a
ili nisu. Ako su redom formule A;,..., A, u relaciji a, onda
kazemo da je A, direktna posledica Ay, As, ..., A,_1 po pravilu
izvodenja « i piSemo
Ala A27 e Anfl
A, ’

Oznacimo redom sa S(7T), F(T), A(T), R(T), skupove osnovnih
simbola, formula, aksioma i pravila izvodenja teorije 7. Navedeni sku-
povi odreduju formalnu teoriju, pa se teorija 7 moze striktno definisati

kao

(S(T), F(T), A(T), R(T)).

Umesto formalna teorija kazemo i formalni racun.

DEFINICIJA 2.1. Konacan niz formula

Bla 327 7Bm

formalne teorije T zovemo izvodenje (dedukcija, dokaz) u teoriji ako
svaka formula B; (1 < i < m) tog niza ispunjava uslov:

13
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1. B; je aksioma, ili
2. B; je direktna posledica nekih prethodnih formula niza po izve-
snom pravilu izvodenja teorije T .

DEFINICIJA 2.2. Formulu B,, formalne teorije zovemo teorema u
teoriji T, u oznaci 1 By, ili samo = By, ako postoji bar jedan niz

Bla BZ: 7Bm

koji je izvodenje u teoriji T. U ovom slucaju kaZemo da je taj niz
izvodenje (dokaz) teoreme B, .

DEFINICUIA 2.3. Neka je F neki skup formula neke formalne teorije
T i neka je A odredena formula iste teorije. KazZemo formula A je
posledica skupa formula F ako postoji konacan niz formula

Bl7B27"'7Bm7 Bm:A7

cija svaka formula B; ispunjava uslov:

1. B; aksioma, ili
3. B; je direktna posledica nekih prethodnih formula niza po izve-
snom pravilu izvodenja teorije T .

Ako je A posledica skupa formula F, onda pisemo
FHrA ili FFEA,

a elemente F zovemo hipoteze (premise, pretpostavke). Pomenuti niz
Bi, Bs, ..., B, zovemo izvodenge formule A iz skupa hipoteza F.

Ako je F konacan skup, onda umesto {A;, As, ..., A, } B A pisemo
A Ay AL E A

Izvodenja iz hipoteza imaju slede¢a znacajna svojstva:

1. Ako je /i C F i Fi F A, onda F, - A.
2. F F A ako i samo ako postoji konacan podskup F; skupa F
takav da je Fi - A.

3. Neka F; F B, gde je B proizvoljna formula iz skupa F3. Ako
je Fo A, onda Fi - A.

Kazemo da je teorija T je neprotivreéna (konzistenta) ako ne postoji
formula A teorije T takva da su A i = A teoreme teorije T .

Formalne teorije obrazuju jednu klasu matematickih teorija. Ostale
matematicke teorije zovemo obicne matematicke teorije. Za opisivanje i
izgradivanje neke formalne teorije koristi se izvesna obi¢na matematicka
teorija koju zovemo meta-teorija te formalne teorije. Formalnu teoriju
u tom slucaju zovemo i objekat-teorija.
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Meta-teorija se izlaze koriS¢enjem jednog dela obi¢nog jezika, pro-
Sirenog odgovaraju¢om matemtickom terminologijom. Taj jezik zo-
vemo meta-jezik. Na primer iskaz

formula = + y ~ y + = je teorema

je u meta-jeziku Formalne teorije brojeva o kojoj ¢e biti reci kasnije.
I formalna teorija ima svoj jezik, tzv. objekt-jezik. To je skup ¢iji
elementi su polazni simboli formalne teorije, reci sastavljene od tih
polaznih simbola, kao i kona¢ni nizovi tih re¢i. Prema tome, formule,
aksiome i izvodenja pripadaju objekt-jeziku. Tvrdenje koje se odnosi
na neku formalnu teoriju zovemo meta-teorema. Tako ”formula z+y ~
Yy + x je teorema” jeste meta-teorema.

Obicne matematicke teorije izgraduju se cesto na sledeé¢i na¢in. Po-
lazi se od jednog skupa polaznih (osnovnih) termina i odredenog skupa
reCenica sa tim terminima, tzv. aksiomama. Za teoreme se uzimaju
recenice koje su tacne pri onim interpretacijama pri kojima su i aksiome
tacne, isto tako, teoreme su i sve recenice koje se dobijaju iz aksioma
primenom izvesnih logickih pravila (koja se obi¢no ne isticu). Za prvi
slucaj kazemo da se teoreme izvode semanticki, a za drugu sintaksicki.
Kod obi¢nih matematickih teorija ¢esto se prepli¢u ta dva nacina do-
bijanja teorema. Osim toga postoji i jak stepen intuicije o skupu. Kod
formalnih teorija upotreba intuicije svodi se na neizbezan minmum.

Formalne teorije ¢esto se obrazuju sa ciljem tzv. potpunog aksio-
matskog, odnosno formalnog, zasnivanja neke obi¢ne matematicke te-
orije. Radi toga se formalna teorija tako izabere da elementima njenog
objekt-jezika odgovaraju objekti matematicke teorije, koju formalno
izgradujemo.

Interpretacija neke formalne teorije je svako preslikavanje objekt-
jezika u klasu objekata neke druge matematicke teorije. Jedan od tvo-
raca formalnih teorija je David Hilbert. U svom programu izgradivanja
formalnih teorija postavio je zahtev koris¢enja striktne finitnosti u meta-
teoriji, odnosno nekoris¢enja, na primer, aksiome izbora, aksiome bes-
konacnosti.

2.1. Kvantifikatorski racun prvog reda

Kvantifikatorski racun prvog reda u oznaci K, jeste formalna teorija
¢iji su osnovni simboli i formule uvedeni u prvom delu rada u okviru
logike prvog reda. Aksiome od K su sledece:

Axl A= (B= A);

Ax2 (A= (B=C))= ((A=B)= (A= 0)),
Ax3 (WA= -B) = (B= A),

Ax4 (Vx)A(z) = A(t),
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Ax5 (Vz)(A= B) = (A= (Vz)B),
gde je term t slobodan za promenljivu z u formuli A. Pravila izvodenja
ovog racuna su:

(MP) Iz Ai A= B sledi B.
(Gen) Iz A sledi (Vz)A, gde je x promenljiva.

Navedena pravila zovemo modus ponens i generalizacija i oznac¢avamo
ih sa MP i Gen.

Primetimo da su aksiome Ax1, Ax2, Ax3 i MP aksiome i pravila
izvodenja tzv. iskaznog racuna P o kome nece biti reci u ovom radu.

PRIMER 2.1. Formula F'
F= ﬂ(V{l?)A = ﬁ(Vg;)ﬁ—\A,

sa proizvoljnom formulom A, predstavlja jednu teoremu racuna K.
Dokazimo ovo sledeéim nizom formula.

(1) (Vox)=—A = —-—A Ax4

(2) =—A = A (izvod teoreme iskaznog racuna)

(3) (Vx)—A = A) = (—A=A) = (Vr)—A = A)) (izvod
teoreme racuna P)

(4) (=A== A) = ((Vo)-—A = A) (iz (1) i (3) po MP)

(5) ((Vo)~=A = A (iz (2) i (4) po MP)

(6) (Va)((Vr)-=A = A) (iz (5) po Gen)

(7) (Vz)((Vz)—A = A) = ((Vo)-—=A = (Vo)A) Ax5

(8) (Vo)==A = (Vo)A (iz (6) i (7) po MP)

9) (Vz)m—A = (Vo)A) = (—(Vz)A = —(Vz)——A) (izvod teo-
reme racuna P)

(10) =(Vx)A = =(Vz)——A (iz (8) i (9) po MP).

Napomenimo da su teoreme iskaznog racuna P tautologije pa je
svaka zamena iskaznih slova formulama racuna K teorema. (3) 1 (9) su
u stvari, izvodi aksioma P. (2) je tautologija u P.

Pogledajmo nekoliko teorema racuna K koje nisu izvodi formula
racuna P.

A= B)) = (Va)(A = C)
C = A)) A (3B2)C) = (3x)(AA B)

(Va)(Vy)A < (Vy) (V) A
(Vo)A = (3x)A
(Vx)(AAB) & (Vx)AN (Vo)B
A(t) = (Fz)A(z) tje slobodan zazu A
(3z)(Vy)A = (Vy)(3x)A
(
(

((V2)(B = C)
)

(V)
((V2)(C = B )

AN
A (Vz
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U formalnom zasnivanju obi¢nih matematickih teorija osnovni znacaj
ima formulski jezik kvantifikatorskog racuna K. Pri tome, aksiome
odgovarajuce formalne teorije su odredene formule racuna C. Do njih
se dolazi prevodenjem teksta prirodnog jezika na formulski jezik racuna

IC.
PRIMER 2.2. Tekst:

1. Swi racionalni brojevi su realn:.

2. Nigedan racionalan broj nije realan.
3. Neki racionalni brojevi su realni.

4. Neki racionalni brojevi nisu realna.

U formalnoj teoriji realnih brojeva prevod ovog teksta glasi:
1. (V2)(Q(z) = R(x)).

2. (Va)(Q(x) = —R(z)).

3. (F2)(Q(z) AN R(z)).

4. (F)(Q(x) A =R(x)).

Jasno, Q(z) i R(x) interpretiramo redom: x je racionalan broj i x je

realan broj.

—— — N e

Koristed¢i teoremu 1.1 prvog poglavlja i ¢injenicu da je svaka ak-
sioma kvantifikatorskog racuna K valjana formula, lako se dokazuje
sledec¢a teorema.

TEOREMA 2.1. (Saglasnost teorije IC). Ako je formula teorema
teorije IC, onda je ona valjana.

Teorema 2.1 je obrat Teoreme kompletnosti koju je u svojoj dok-
torskoj tezi 1930. godine dokazao Kurt Godel. Da bismo dokazali
Teoremu kompletnosti, koristi¢emo slede¢u teoremu.

TEOREMA 2.2. Ako teorija T ima model, onda je T neprotivrecna.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji for-
mula A takva da su A i = A teoreme teorije 7. Na osnovu teoreme
2.1 formule A i —=A su valjane $to je nemoguée, (na osnovu definicije
semantike logike prvog reda). O

Potpunost ili kompletnost teorije I dokaza¢emo na slede¢i nacin.

TEOREMA 2.3. (Kompletnost teorije K) Ako je formula A valjana,
onda je ona teorema teorije K.

Dokaz: (skica) Dovoljno je razmatrati zatvorene formule jer za
svaku formulu F' vazi da je valjana ako i samo ako je valjana formula
(Vz)F. Neka je formula A zatvorena i valjana. Pretpostavimo da A
nije teorema teorije L. Neka je K’ teorija dobijena dodavanjem —A
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kao aksiome teoriji L. Dokazimo da je teorija X' neprotivreéna (kon-
zistentna). Pretpostavimo da je teorija K’ protivreéna. Tada postoji
formula B takva da vazi

I—K/ B i I_IC/ -B.

Formula B = (-B = A) je izvod tautologije iskaznog racuna P pa je
teorema teorije X', jer u K’ mogu da se dokazu sve teoreme teorije .

Izt B, b 7Bitg B= (-B = A) dvostrukom primenom MP
dobija se Fxr A. = A je aksioma K', pa je =A Fx A. Sliéno iskaznom
racunu P, u K vazi Teorema dedukcije (koju nismo naveli u ovom radu)
pa imamo Fx 7A = A. Formula (-A = A) = A je izvod tautologije
iz P, pa je teorema racuna IC. Iz Fx A = Aitg (FA = A) =
A primenom MP dobija se Fx A. Kontradikcija sa pretpostavkom
da A nije teorema racuna K. Sledi da je K’ neprotivrecna. Poznati
stav logike prvog reda kaze da svaka neprotivrecna teorija ima model
(prebrojiv). Dakle, K’ ima model D. Kako je =A aksioma teorije K',
ona je valjana u D. A je valjana formula, valjana je i u D. Medutim,
nemoguce je da su A i A istovremeno valjane u D. Kontradikcija.
Sledi da je A teorema teorije K.[J

Slede¢u teoremu dokazao je 1930. godine Godel.

TEOREMA 2.4. (Teorema kompaktnosti) Teorija T ima model ako
i samo ako svaka konacna teorija T' C T ima model.

Dokaz:
T ima model < T je neprotivrecna

& svaka konac¢na teorija 7' C T je neprotivrecna

& svaka konac¢na teorija 7’ C T ima model.

O

Teorema kompaktnosti ima mnoge primene u matematici. Na pri-
mer, teorema daje tzv. nestandardne modele teorije brojeva, realnih
brojeva, itd. O ovom ¢e biti reci kasnije.

Prema formalistickom gledistu zasnivanje neke matematicke teorije
ne sme da se temelji na intuiciji, ve¢ je potrebno stvoriti aksiomat-
sku bazu i tada je matematicka istina jedino Sto proizilazi iz aksioma
bez obzira na znacenja takvog tvrdenja. Jezikom formula predikatskog
racuna uvode se razne tzv. aksiomatske teorije skupova. Te teorije su
specijalni kvantifikatorski racuni. Medutim, ni za jednu od poznatih
aksiomatskih teorija ne znamo da li je neprotivrecna.
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Jednakosna logika

Specijalni kvantifikatorski racun prvog reda je formalna teorija cije
su formule neke od formula racuna IC, one u kojima ucestvuju samo
neke odredene ali ne nuzno i sve konstante, operacijska i relacijska slova.
Aksiome specijalnog racuna su, pre svega, one koje proisti¢u iz shema
aksioma Ax1, Ax2, Ax3, Ax4, Ax5 i drugo, izvesne specijalne aksiome,
koje su formule racuna K. Jedina pravila izvodenja su MP i Gen.

Kuvantifikatorski racun prvog reda sa jednakoséu, je svaki specijalni
kvantifikatorski racun prvog reda koji medu predikatskim (relacijskim)
slovima ima jedno slovo duzine 2, oznaceno sa ~. Umesto ~ (1, t2) pise
se t1 &ty , 1 koji medu specijalnim aksiomama ima i slede¢e formule:

i t, t1 =ty =ty =1, (tlwtg/\tgwtg)étlwtg,
(Rt Aty mty A At ) = (bt 0 ty) & f (L 1, 1)),
(Rt Nt Rty ANt & t) = Rt by, ., ty) & Rt b, ..., 1),

J
gde su ty,tg, ..., 5, t], 15, ..., U termovi, ij, R{ su operacijska i relacijska
slova tog racuna.

Jednakosna teorija je specijalni kvantifikatorski ra¢un prvog reda sa
jednakosc¢u cije specijalne aksiome su, pored gore navedenih, i formule
oblika t; ~ t9, koje zovemo identiteti.

U slucaju kvantifikatorskih ra¢una prvog reda sa jednakoséu uvo-
dimo i tzv. normalni model tog racuna. To je model u kome se relacij-
sko slovo = interpretira kao jednakost.

Neka su D; i Dy modeli racuna S koji imaju redom domene D; i
D5 i neka su dy,ds, ...,d, € D;. Kazemo da su modeli izomorfni ako
postoji preslikavanje f : Dy — D, tako da su ispunjeni uslovi:

1. Ako su relacije Ry i Ry interpretacije istog slova duzine n,
onda vazi Ry (dy, ds, ..., d,) je tacno ako i samo ako Ry(f(dy), ...,
f(dy)) je tagno.

2. Ako su operacije g; i g9 interpretacije istog operacijskog slova
duzine n, onda vazi g1 (dy, ds, ..., d,,) = d ako i samo ako go(f(dy),
- fldn)) = f(d).

3. Ako su elementi a; i ay interpretacije istog simbola konstante,
onda vazi f(a;) = as.

19
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Za racun S kazemo da je kategorican ako su svi njegovi modeli
izomorfni.

Kazemo da je S meprotivrecan ako u tom rac¢unu ne postoje dve
formule A i = A takve da su obe teoreme tog racuna.

Ako postoji efektivna procedura za utvrdivanje da li je data formula
teorema racuna (teorije) S, onda kazemo da je racun S odluciv, a inace
kazemo da je neodluciv.

Svaki od specijalnih racuna u vezi je sa izvesnom (neformalnom)
matematickom teorijom. U nekim slucajevima to znaci da je, po nasem
verovanju, model racuna S odreden odgovaraju¢om matematickom te-
orijom.

Elementarna teorija grupa G je specijalan ra¢un prvog reda koji ima
relacijsko slovo R?, u drugoj oznaci &, operacijsko slovo f? i konstantu
ai. Umesto f2(ty,t5) i ay piSemo ¢ + £ i 0. Specijalne aksiome su

v+ (y+2)~(x+y)+z2

r+0~zx
(Va)(Jy)(z +y = 0)
TR

ITRYS YR

(rryNy=~z)=>r~r2

(1 Ry ANTe R Y2) = 21 + T2 R Y1+ Yo
Ovo je racun sa jednakoséu. Jedan (normalni) model racuna G odreduju

1. Domen je skup celih brojeva.
2. Operacije sabiranja kao interpretacija simbola +.
3. Broj 0 kao interpretacija simbola 0.

Napomenimo da su racuni K i G neprotivreéni sto se lako pokazuje
svodenjem na iskazni rac¢un P koji je neprotivrecan.

Jedna od nasih centralnih tema u ovom radu je Formalna teorija
brojeva.

Formalna teorija brojeva je specijalni racun prvog reda u oznaci
N, koji ima jedno relacijsko slovo R?, konstantu a; i operacijska slova
fll, f12, ff) Umesto R% ai, fll(tl), f12<t1, tg), fg(tl,tg) piéemo ~, 07 tll,
t1 + to, t1 - t. Specijalne aksiome racuna N jesu:

)
(i) 2/ %0 (=2 ~0)
(iv) 2+ 0~z

v) ety = (x+y)
(vi) z-0~0
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(Vi) z-y mx+z-y

(viil) (A(0) A (Va)(A(z) = A(2)))) = (Va)A(x),
gde je A(x) proizvoljna formula racuna N. Poslednju formulu zovemo
Aksioma indukcije. To je u stvari shema-aksioma, jer A(x) moze biti
proizvoljna formula. Imamo sledeée: ako su A(0) i (Vx)(A(z) = A(2))
teoreme racuna N, onda je i formula (Vz)A(x) teorema ra¢una N.
Drugim rec¢ima vazi sledece

A0), (Vz)(A(z) = A(2")) F (Vo) A(z).

Primetimo da data shema vazi za samo prebrojivo mnogo aksioma, dok
se matematicka indukcija za prirodne brojeve sastoji iz neprebrojivog
skupa aksioma (jer se odnosi na sve podskupove skupa prirodnih bro-
jeva). Navedimo bez dokaza neke teorema racuna N'. One su posledica
skupa navedenih specijalnih aksioma i aksioma racuna /C.

t1 = t, 11 Rl = 1o = 1y, (tlﬁtg/\tgztg):tlztg,
(tl%tQAt3%t4>:>t1+t3%t2+t4,
(tl%tg/\tgzt4):>t1't3%t2't4,

gde su ty, to, t3, t4, proizvoljni termovi. Vidimo da je racun N racun sa
jednakoscu.

0-t %0, 0+t ~ 11, t;'t2%t1+t1't2,
t1+t2 %tQ—Ftl, tl '152 %tg'tl, t/1+t2 =~ (t1+t2)/,
t+ (ta +tg) = (ty + L) + 13, t1- (Lo +13) Rty - Lo+t - 13,
(tl . tg) . t3 ~ tl : (tz : t3)
t1 +to =t +13 =ty = i3,
t1+to=0= (tl %0/\252%0)
(t1 ZONty -ty R t3-ty) = to = t,
gde su tq, t9, t3, proizvoljni termovi. Ove teoreme odgovaraju poznatim
svojstvima koje, po nasem uverenju, imaju prirodni brojevi 0, 1,2, 3, ...
Da ne bude zabune, u navedenim teoremama rac¢una N operacijske
simbole +, -, 0 interpretirali smo obi¢no simbolima +, -, 0. Oznacavamo
termove 0,0',0”,0”, ... dogovorno sa 0,1,2,3, ... i zovemo ih numerali.
U daljem tekstu numerale ¢emo zvati pozitivni celi brojevi
Uvodimo sledece definicije:
t1 <ty je zamena za (Ju)(u # 0 Aty +u =t3)
t1 <ty je zamena za t; < to Vi1 = to
t1 >ty je zamena za to < 1

t1 > to je zamena za ty < ty
t1|ta je zamena za (Fu)(ts =~ t1 - u),
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gde su ty, to termovi i gde je u prva promenljiva u nizu z, y, 2, 1, Y1, 21, ...,
T, Yn,s Zn-.. KOja ne ucestvuje u t; ni u to. Tada su slede¢e formule te-
oreme racuna N:

bh+Tat), - It - 22t +4

t -3~ (t1+11) +t,...

httoml=(tL~0Aty=1)V (= 1V, ~0)

oty 1l= (1At =1)

0<1,1<2 2<3,..

St < ty), (b1 <tog Nty <t3) =1t <t

1 <tlo=>t +13 <ty+1t3

ty <ty = (ty +t3 <ty +t3)

(t1 <tg Nty <t3) =t <t3

t, <t)

1=tV <t Vil > 1o

t1 <ty Vipg <ty

t1 %0t >0

(t1 >0Aty >0) =1t -t2>0

(t1 <ta ANty < ty) =t = 1o,
t1, to 1 t3 su termovi. Naravno, navedeni skup teorema se lako moze
prosiriti sve novim i novim teoremama, inspiriSué¢i se onim $to sma-
tramo da ispunjavaju prirodni brojevi 0,1,2,3,... Vaze poznate bi-
nomne formule

(z+y)* = a” + 2zy + 7,
3 ~ .3 2 2 3
(z+y)° = o’ + 327y + 3oy” + y°,

Jasno, ? je zamena za (z-z)-z itd, §to je jednoznatno odredeno prema
gornjim teoremama.

Sve ovo iskazano navodi na pomisao da racun N dobro odgovara
sistemu nasih prirodnih brojeva, odnosno da mu potpuno opisuje sva
svojstva. Istina je mnogo komplikovanija. O ovome ¢e biti reci kasnije.

Verujemo da skup prirodnih brojeva 0, 1,2, 3, ... u odnosu na ope-
racije sabiranja, mnozenja i ' za koju je ' = x + 1, ¢ini normalni
model racuna N, ako se njegovi simboli +,-, intepretiraju kao po-
menute operacije i ako se konstanta 0 interpretira kao broj 0. Skup
prirodnih brojeva zovemo standardni model. Svaki drugi neizomorfni



3. JEDNAKOSNA LOGIKA 23

sa njim normalni model racuna N zovemo nestandardni model racuna
N. Videéemo da takvi modeli postoje. Verujuéi da je standardni mo-
del model racuna N, zaklju¢ujemo da je racun N neprotivrecan jer
je svaki specijalni kvantifikatorski racun prvog reda, koji ima model,
neprotivrecan.

Postoji dokaz neprotivrecnosti racuna N, bez poziva na model, je-
dino pomoéu meta-teorije koji sadrzi veliki deo teorije skupova (teoriju
ordinalnih brojeva). Prvi takav dokaz dao je Gerhard Gentzen (1909-
1945) 1936. godine.

TEOREMA 3.1. Neprotivrecan racun sa jednakoséu ima konacan ili
prebrojiv model.

Dokaz se bazira na stavu koji kaze da svaki neprotivrecan specijalni
kvantifikatorski racun S prvog reda ima prebrojiv model M. Dokaz
ovog stava je izostavljen jer je tehnicki zahtevan i prevazilazi glavnu
temu ovog rada. Relacija =, prema definiciji racuna sa jednakoscu,
ima svojstva

rRr, aRYy=SyYRL, (TRYANYRZ) =S TR 2

Ovo znaci da je = relacija ekvivalencije u modelu M. Ozna¢imo sa @
klasu ekvivalencije elementa a, a sa M skup svih klasa ekvivalencije.
Skup M je konacan ili prebrojiv. Neka su f, R interpretacije u modelu
M redom za operacijski simbol f duzine (arnosti) m i relacijsko slovo
R duzine n. U skupu M definisemo operaciju

f(@@y,as,...,am) = flay,ag, ..., an)

}_%(61,52, ,En) = R(al, as, ..., an).

Neposredno zakljuéujemo da je M normalni model ra¢una S, sma-
trajuéi da su f, R interpretacije f i R i da je interpretacija ma koje
konstante a jednaka a.

Pretpostavimo da je standardni model model racuna A. Koristeci
teoremu 3.1 dokazujemo sledece.

TEOREMA 3.2. Racun N ima nestandardni model.

Dokaz: Formiramo novi racun N’ dodavanjem konstante ay i aksi-
oma
[¢5) 5# O, as 5«4 1, as % 2, ..., a2 7”3 ﬁ,
U aksiome ubrajamo i aksiome koji proisticu iz Ax1 - Ax5 tako sto do-
zvoljavamo moguénost da u formuli A(z) figurise i konstanta as. Racun
N je neprotivrecan. Zaista, ako je obrnuto, tj. N’ protivrecan, onda u
njemu postoji izvodenje By, Bs, ..., B, za neku njegovu formulu AA—-A.
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Neka je m jedan numeral koji ne ucestvuju u tom izvodenju i neka je
Bj, B), ..., B, niz formula koji se dobija kad se u izvodenju By, By, ..., B,
as zameni u svakoj formuli sa m. Taj niz je izvodenje neke formule
A’ N —A". Kako je N po pretpostavci neprotivrecan racun, dolazimo
do kontradikcije. Dakle, racun N’ ima normalni model M. Taj model
nije izomorfan sa standardnim modelom, jer ne postoji nijedan broj
koji je razli¢it od svih prirodnih brojeva.[]

Racun N se u literaturi naziva Peanova aritmetika (Giuzeppe Pe-
ano (1858-1932)). Aksiomatizacija aritmetike je provedena polovinom
19. veka, a poznata je kao Peanova aksiomatika. Dva su izvora Peanove
aksiomatike. Sam Peano kaze da je imao veliku korist od rada Dede-
kinda [4] (prevod ovog rada je objavio Matematicki institut SANU,
[5]) 1 da se obilato sluzio radom Hermanna Grassmana (1809-1877), u
stvari knjigom [14]. Upravo je Grassmann izdvojio osnovne aritmeticke
pojmove dovoljne za gradenje deduktivnog sistema aritmetike. Tema
njegovog rada su zapravo celi brojevi. Lako se uocava kako se Gras-
smannova metoda moze prilagoditi izgradnji teorije prirodnih brojeva.

Dedekindov rad je nesto vise od aksiomatike. Koji osnovni poj-
movi i koja njihova svojstva omogucuju izgradnju deduktivnog sistema
aritmetike nije Dedekindovo osnovno pitanje. Njegovo osnovno pitanje
je bilo: Sta je broj? Njega ne zadovoljava intuicija prirodnog broja,
ali ne zato Sto je varljiva i nesigurna, nego zato sto je smatrao da je
moze svesti na jednu bitniju intuiciju - logicku intuiciju, koja i jeste
pretpostavka svake deduktivne nauke.

Aksiomatika se pojavljuje tamo gde je intuicija poljuljana i nesi-
gurna, tamo gde je treba staviti pod vlast logike.

Pre ili kasnije, sva matematicka znanja postaju predmetom aksio-
matske metode. Interesnatno je da se aksiomatizacija geometrije dogo-
dila dve hiljade godina pre aritmeticke aksiomatizacije. Izgleda da su
razlozi kasne aksiomatizacije aritmetike prilicno jasni. Naime, pojam,
prirodnog broja i upotreba aritmetickih operacija toliko su jasni da nije
bilo nikakve potrebe da se jos jasnije ekspliciraju i ograni¢e upotrebom
aksioma.

Intuicija prostora bila je tesko poljuljana ucenjem Elejaca koji su se
neposredno suprotstavili logici, dokazuju¢i nemoguénost deljenja pro-
stora. Setimo se Zenonove price o Ahilu i kornjac¢i. Grcka se misao
prilagodila logici. Mozemo re¢i da ose¢camo da su neka tvrdenje o pro-
stornim odnosima istinita, ali smo potpuno svesni varljivosti nasih in-
tuicija i zato ih podredujemo logici.

Peano je izvanredno dobro upozorio na varljivost intuicije odnosno
dobro upozorio na varljivost shvatanja osnovnih matematickih entiteta
konstruisuéi krivu koja ispunjava dvodimenzionalnu oblast.
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Nekoliko reé¢i o indukciji. Blaise Pascal (1623-1662) je posle 1654.
godine eksplicitno formulisao dva pravila za dokaz indukcijom, osnovu
(bazu) i indukeijski korak (indukcijsku hipotezu). Ovi rezultati su pu-
blikovani 1665. godine. Ova tehnika se malo koristila. Primeri se mogu
naci kod Pier de Fermata (1601-1665) i povremeno kod Leonharda Eu-
lera (1707-1783). Kada je imenovana kao takva, ono §to zovemo induk-
cija pripisivano je Jacobu Bernoulliju (1655-1705) i zvala se prelaz od
n ka n + 1 ili Bernoullijev metod. Krajem 18. veka Abraham Késtner
(1719-1800) skrece paznju na indukciju i neko vreme indukcija dobija
ime Kdstnerovmetod. Carl Jacobi (1804-1851) 1826. godine, govoreéi o
nekim rezultatima Karla Gaussa (1777-1855), govori da Gauss koristi
Késtenrov metod dokazivanja. 1830. godine George Peacock (1791-
1858) naziva indukciju demonstrativna indukcija. De Morgan naziva
indukciju Matematicka indukcija.

1889. godine Peano stampa rad Arithmetices principia, nuova me-
thodo exposita. Neki istoricari insistiraju na nazivu Dedekind-Peano
aksiome. Poznati logicar, Hao Wang (1921-1995), na primer, je tvrdio
da je sam Peano rekao da je svoje aksiome preuzeo od Dedekinda.
Kao izvor svog tvrdenja Wang uzima Philipa Jourdaina (1879-1919)
iz 1912. [24]. Medutim, Jourdain nista slicno ne tvrdi u navedenom
radu. Jourdain samo tvrdi da Peano priznaje da je imao veliku korist
od Dedekindovog eseja, [26].

Pojavom paradoksa u Teoriji skupova, otkrivenih od strane Cesare
Burali-Fortija (1861-1931) i Russella, Peano kaze:

Ali dokaz da je sistem aksioma aritmetike, ili geometrije, neprotiv-
recan nije po mom misljenju neophodan. Mi ne stvaramo aksiome pro-
1zvoljno, mi radije podrazumevamo kao aksiome najjednostavnije pro-
pozicije koje nalazimo, eksplicitno napisane ili implicitno, u nasem tre-
tirangu aritmetike ili geometrije. NaSa analiza principa ovih nauka sa-
stogi se u reduciranju opstih tvrdenja na minimalan broj neophodnih 1
dovoljnih uslova. Sistem aksioma aritmetike ili geometrije zadovoljen
je idejom broja ili tacke, podrZan od strane bilo koga ko pise aritmetiku
il geometrigu. Imamo ideju broja, dakle broj postoji.

Ovo su upravo platonisticke ideje o matematickom svetu ideja koji
po Platonu postoji. Najpoznatiji platonista, bar u jednom periodu svog
zivota, bio je Godel.

Pokazimo, na primer, da je u Formalnoj teoriji brojeva,

[\]]
_|_
[N]]
2
N
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Dokaz bi mogao da izgleda ovako:
24+2~2+1 (po definiciji jer je 2 ~ T
(2+1)" (primenom specijalnog aksioma (v))
2+0) (jerjel~0)
~ ((2+0)) (primenom (v), rje2, yje0)
(2)  (primenomz + 0 ~ z, x je 2)
(3) (er je2 =~ 3)
~1 (jer je3 ~1).
Ova ¢injenica se cesto koristi u obi¢nom govoru da se naglasi sigurnost,

odnosno preciznost matematike.
Pogledajmo tvrdenje

0+z~rz,
gde je x ma koji numeral. Napomenimo da komutativnost nije speci-
jalni aksiom, pa ne mozemo da koristimo aksiomu (iv). Dokaz izgleda
ovako:
Neka je O(x) oznaka za formulu 0 + z ~ x. Koristimo indukciju.
Baza indukcije je 0+ 0 =~ 0, Sto je tacno na osnovu (iv) za z = 0.
Indukcijski korak Formule O(z) 1 O(z') redom glase:

O+z~x, 0+2" =2
Koristec¢i prvu kao hipotezu, neposredno dobijmo
0+2' ~(0+2z) (prema (v))

~ 2 (indukcijska hipoteza, odnosno formula
Ox)=0+2z~x),

pa je jednakost 0 + 2’ =~ 2’ dokazana. Na osnovu (viii) imamo
O(0) A (Vz)(O(x) = O(z')) = (V2)O(a),

pa je navedeno tvrdenje teorema N. Ovde smo izostavili formalni do-
kaz, koji pored specijalnih aksioma koristi i pravila izvodenja i aksiome
kvantifikatorskog racuna, koje vaze u svim teorijama, kao univerzalni
zakoni logike.

Koristeéi prethodno, dokazujemo zakon komutativnosti za N

rT+y~y+x.



3.1. KLASE ALGEBRI DEFINISNIH JEDNAKOSTIMA 27

Oznacimo ovu formulu sa C(y). Tada C'(0) glasi x + 0 ~ 0 + z i to je
tacan identitet. Polaze¢i od C(y) za C(y’) imamo
z+y ~@+y) (po(v))
~ (y+z) (poC(y), tj. indukcijskoj hipotezi)
~y +x (jer se lako dokazuje ' +y ~ (z +y)).

Pored principa matematicke indukcije navodimo ekvivalente ovog prin-
cipa koje u ovom radu neé¢emo dokazivati.

[A(0) A (Vo) ((Vy < 2)A(y) = A(z))] = (Vo) A(x).
Ovo je tzv. princip potpune matematicke indukcije. Drugi ekvivalent
principa indukcije glasi
Svaki neprazan podskup S skupa N prirodnih brojeva
ima minimalni element.

Naravno, sve ovo je izreceno u meta-jeziku teorije V.

Jednakost je izraz koji se koristi za termove bez promenljivih in-
terpretiranih u domenu modela. Ovo je nasledeno iz starih radova iz
oblasti logike. Radi se o identitetima.

3.1. Klase algebri definisnih jednakostima

Algebra A je ureden par (A, F), gde je A # () neprazan skup, a F
konac¢an ili beskonac¢an skup operacija (preslikavanja) na A. Neka je

fiAXAX---xA— A

n

Kazemo da je f n-arna operacija algebre A. Identiteti su formule oblika
tl ~ t2a

koje interpetirane u modelu A postaju ta¢ne jednakosti. Ovakve for-
mule se zovu zakoni u klasama algebri. Na primer

(r+y)+zmr+(y+2)

je zakon asocijativnosti koji vazi u algebri N = (N, +, -), tj. u priodnim
brojevima. Navodimo primere algebri koje su upravo odredene svojim
zakonima.
Prsteni. Ozna¢imo sa R teoriju prstena u jeziku Lz = {+,-, —,0, 1},
gde su + i - binarni operacijski znaci, — unarnai 0, 1 nularne operacijske
konstante. Aksiome su

R1. 2+ 0 = z (aditivna jedinica)

R2. z + (=) ~ 0 (aditivan inverz)

R3. z+y =~y + z (4 je komutativan)

R4. 2+ (y+ 2) = (x + y) + z (4 je asocijativan)
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R5. z-1 (desna multiplikativna jedinica)
R6. 1-x (leva multiplikativna jedinica)
R7.z-(y-z)~ (x-y) -z (- asocijativnost)

R8. z-(y+2) = (z-y) + (z-2) (leva distributivnost)
RI. (x4vy) -z~ (x-2)+ (y-2) (desna distributivnost)

Sve algebre R = (R, +, -, —, 0, 1) koje zadovoljavaju aksiome racuna R
zovu se prstenovi. R1. - R9. se zovu skup aksioma ili skup definisucih
relacija. To su zakoni koje zdovoljavaju svi prsteni. Primetimo da su
R1., R2., R3., R4. zakoni koji odreduju da li je neka struktura aditivna
(komutativna) grupa. R5, R6. i R7. odreduju tzv. klasu monoida.

Najoc¢igledniji primeri prstena dolaze iz brojevnih struktura i ma-
trica.

~
~
~
~

a. (beskonaé¢ni brojevni sistemi) (Z, +, -, —,0,1), (Q,+,-,—,0, 1),
(R, +,-,—,0,1), (C,+,-,—,0,1) - radi se o prstenima celih bro-
jeva, racionalnih brojeva, realnih brojva, kompleksnih brojeva.

b. (konacni brojevni sistemi) (Z,,+,+,—,0,1) prsten celih bro-
jeva modulo n.

c. (Z[i],+,-,—,0,1), gde je i = /—1. Ovaj prsten se naziva
Gaussov prsten celih brojeva. Elementi Gaussovog prstena
celih brojeva izgledaju ovako:

{m +in|m,n, € Z}.

d. (Mpxn(R),+,-,—, O, E) prsten matrica formata n x n sa real-
nim sadrzajem (realnih matrica).

Booleove algebre. (George Boole (1818-1865)) Oznacimo klasu svih
Booleovih sa BA. Jezik teorije Booleovih algebri dat je sa Lz4 =
{A,V,”,0,1}, gde su A1V binarni operacijski simboli, ’ je unarni simbol
i 0,1 konstante. Teorija BA je data slede¢im aksiomama.

Bl. 2 Vy~yVz (V komutativna)
B2. 2 Ay =~y Az (A komutativna)
B3. 2V (yVz) = (xVy)V z (asocijativnost V)
B4d. x A (y A z) = (z ANy) A z (asocijativnost A)
B5. x A (x V y) = x (zakon apsorpcije za A)
B6. x V (x Ay) = x (zakon apsorpcije za V)
B7. 2 A(yVz) = (zAy)V(xAz) (distributivnost A
u odnosu na V)

B8 zVa' =1
B9. x Ax' =0

B10. zv1~1

Bll. x A0~ 0
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Sve algebre B = (B, V,A,,0,1) koje zadovoljavaju aksiome B.A zovu
se Booleove algebre. Jedna od interesantnih teorema o Booleovim al-
gebrama je ona koja kaze da nosaci konacnih Booleovih algebri moraju
biti kardinalnosti stepena 2, tj. mogu imati 1,2,4,8, ... itd. elemenata,
ali ne mogu imati 3 elementa ili 12 itd.

Konacne algebre predstavljamo tzv. tablicama operacija Arthura
Cayleya (1821-1895), kada je re¢ o unarnim i binarnim operacijama.
Manje se koriste Cayleyjeve tablice za operacije arnosti vec¢e od 3.

VIO 1T AJO0 1 |’

B, 0[]0 1 0j0 0 01

171 1 110 1 1(0
VIO 1T ab AI0O1 ab |’
0]0 1 a b 00 00O 0O O0]1
Bs 11 1 11 110 1 a b 110
ala 1 a 1 al0 a a O alb
bib 1 1 b b0 b 0 b bla

Primetimo da se komutativnost algebre u Caylyjevim tablicama ispo-
ljava kao simetrija u odnosu na glavnu dijagonalu tablice. Interesantno
je da nemamo jos uvek jednostavan geometrijski prikaz asocijativnosti.
Najpoznatiji primeri Booleovih algebri su skupovne Booleove algebre.
To su algebre oblika

Su(U) = (Su(U),u,n,’,0,U)

gde je U interpretacija V, N interpretacija A, komplement interpretacija
"1, U redom prazan skup i ceo skup U, kao interpretacije 0 i 1.
Cesto je lakse proveriti valjanost nekih zakona Booleovih algebri na
skupovima nego sintaksicki traziti izvodenja. Naime, ako zakon ne vazi,
to se lakse konstatuje preko skupova, koriste¢i John Vennove (1834-
1923) dijagrame. Algebre koje imaju samo jednu binarnu operaciju
nazivaju se grupoidi. Odmah primec¢ujemo da je broj ¢etvoroelementnih
grupoida

416 = 4294967296.

Naravno, postavlja se pitanje koliko ima neizomorfnih grupoida. Sto
se zakona tice, u algebri se izomorfne algebre poistove¢uju. Na primer
grupoidi dati tablicama

S Q
Q Qe
o Q| o
> Q
SR
o o o
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su jasno izomorfni. Drugim rec¢ima, drugi grupoid smo mogli predsta-
viti tablicom

b a
blb b
alb a

Neki skup aksioma, za bilo koju klasu algebri, nazivamo nezavisan, ako
se nijedan aksiom datog skupa ne moze dobiti kao sintaksicka posledica
preostalog skupa aksioma.

Najmanji skup identiteta neke algebre, ¢ija sintaksicka posledica su
svi zakoni date algbre, se naziva baza identiteta algebre. U primerima
koje smo naveli, sem N, baze identiteta su konacne. Da li postoje
konacne algebre sa beskona¢nom bazom identiteta? Odgovor je po-
tvrdan. Pronadeno je nekoliko najjednostavnijih binarnih algebri ¢iji
nosac¢i imaju samo 3 elementa i koje nemaju kona¢nu bazu identiteta.
Evo nekoliko primera:

Gl‘abc Gg‘abc G3‘Gb€
ala b b ala c b ala b b
b|b b ¢ b lc b c blc b c
c|b ¢ ¢ c|b ¢ ¢ c|b ¢ ¢

Interesantno je da sva tri navedena grupoida zadovoljavaju zakon
22 =~ x, dok su G, i Gy jos i komutativni. Vise o ovome moze se videti
u radu [23]. Svi dvoelementni grupoidi imaju konaénu bazu identiteta.
Ovo je dokazao Roger Lyndon (1917-1988), [29]. Prvi troelementni
grupoid sa beskona¢nom bazom identiteta pronasao je V. L. Murskii
1970. godine.

Ako grupoid zadovoljava zakon asocijativnosti onda ga nazivamo
polugrupa ili semigrupa. Najmanja polugrupa koja nema konacnu bazu
identiteta ima 6 elemenata. Ovu polugrupu pronasao je P. Perkins
u radu [36]. Sve polugrupe koje imaju manje od 6 elemenata imaju
kona¢nu bazu. Ovo je dokazao Avraham Trahtman (1944-) u radu [42].

Sve konac¢ne grupe imaju konacéne baze identiteta. Ovo su dokazali
S. Oates i M.B. Powell u radu [32].

Takode, svi konac¢ni prsteni imaju konac¢nu bazu identiteta. Ovo su
dokazali R.L.Kruse u radu [25] i I.V. Lvov u radu [28].

O problemima konacnosti baze identiteta mozemo se informisati
iz. knjige profesora Petra Markovica [35]. Grana algebre koja se bavi
problemima vezanim za zakone algebarskih struktura i mnogim drugim
pitanjima vezanim za logiku i filozofiju algebre naziva se Univerzalna
algebra.

Postavlja se pitanje da li data kona¢na algebra A ima konac¢nu bazu
identiteta. Alfred Tarski je 1960-tih godina postavio pitanje:
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Da li postoji algoritam koji, kada je efektivno data konacéna algebra
A, odlucuge da li A ima konacénu bazu identiteta (i moguée da nade
bazu, ako postoji).

Vodedi matematicar u oblasti Univerzalne algebre Ralph McKenzie
(1941-) je dokazao u radu [31] da takav algoritam ne postoji. Do-
kaz se bazira na neodlucivosti holting problema Turingove masine tj.
neresivosti problema zaustavljanja proizvoljne Turingove masine.

3.2. Srednjoskolski problem Tarskog

Centralni deo ovog rada je tzv. Srednjoskolski problem Tarskog, u
originalu Tarski’s High School Algebra Problem.

Sezdesetih godina proslog veka Alfred Tarski je primetio da postoji
samo jedanaest osnovnih identiteta koji vaze u algebri pozitivnih celih
brojeva NV i ¢ija posledica bi bili svi zakoni koji vaze na N*. Ove
zakone u¢imo u osnovnoj i srednjoj skoli. Tarski ih je nazvao High
School Identities, skra¢eno HST :

rt+y~yt+zx
x+(y+z) (x4+y)+ 2

~ T

A

P—‘HHH&
—
R
S

H&»AH
&2 22/‘
HP—‘+

=~~~
S © 00 O U= W N
\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/

~—~

®
S
S
%
H
@

(11) (a:y)z A a:yz.
Identiteti (1) do (6) se oznacavaju sa HSI i uklju¢uju samo ope-

racijske simbole +, -, 1.

DEFINICUJA 3.1. Neka je L jezik L = {+,-,1,1}. Algebra A koja
zadovoljava identitete (1) - (11) naziva se HSI-algebra. Umesto a T b
pisacemo a®.

Primetimo da je NT = (Nt 4 . 1,1), gde je N* skup pozitivnih
celih brojeva, HSI-algebra.

DEFINICIJA 3.2. Neka je £L = {+,-,1}. L-algebra A koja zadovo-
ljava HSI naziva se HSI-algebra.

U HST ili HSI-algebri A piSemo n umesto 1 +1+--- 4 1.
—_—

n
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Jasno, Nt = (N*, +,- 1) je HSI-algebra. Takode, ako je A HSI-
algebra, onda je A = (A,+,-,1), gde su +,-,1 isti kao u A, HSI-
algebra.

U stvari, identiteti HST izolovani su u poznatom radu [4], Dede-
kinda iz 1888. godine. Dedekind je dokazao da oni slede iz Peanovih
aksioma.

Kada govorimo o H ST identitetima, vazi sledece:

(i) Postoji mnogo vrlo malih modela HSI.
(ii) Postoje tacni identiteti u Nt koji se ne mogu izvesti iz HSI.

Kad radimo sa jednakosnom teorijom ¢iji je model N+ imamo kori-
snu ¢injenicu da svaki L-term ¢ ima prostu normalnu formu v(t), koju
zovemo polinom. Sve normalne forme tj. svi polinomi su posledice

HSI.

TEOREMA 3.3. (a) Jednakosna teorija ¢iji su specijalni aksi-
omi (1)-(6) je odluciva.

(b) Swi identiteti koji vaze u Nt mogu se izvesti iz HSI.

Dokaz: (a) Neka je t; & t, identitet u jeziku £. Pomoéu HST (1)-
(6) odredimo normalne forme v(t1) i v(t2). Tada, ako je v(t1) = v(ta),
identitet ¢; ~ to je posledica (1)-(6). Ako je v(t1) # v(t2) identitet
t1 & ty se ne moze izvesti iz (1)-(6).
(b) Neka je ¥ skup L-identiteta koji se mogu izvesti iz HST. Kako je
N+ model od HSI, sledi da je ¥ podskup svih identiteta koji vaze u
N+. Neka t; ~ ty vazi u N*. Koristeé¢i HSI mozemo naéi normalne
forme za t; i t5 i to onda daje izvodenje za t; ~ t,. [

Medutim, kada gledamo HST i N* nemamo vise takvih normalnih
formi. Situacija postaje mnogo komplikovanija zbog operacije 1.

Prirodni modeli od HSI su pozitivni racionalni i realni brojevi.
Medutim, kad trazimo prirodne modele od HSI ove moguénosti ne-
staju. Na primer, pozitivni racionalni brojevi nisu zatvoreni za stepe-
novanje 1. v/2 nije racionalan broj.

U literaturi je kao prvi relevantan rad koji se odnosi na Problem
Tarskog rad [6].

Srednjoskolski problem Tarskog glasi:

Da li su svi identiteti koji vaZe u algebri NT sintaksicka
posledica HST?

Odgovor je negativan. Problem je resio Alex J. Wilkie (1948-),
1980. godine u rukopisu [45]. Wilkie je pronasao formulu u jeziku
L koja je tatna u N7, ali ne moze da se izvede iz HSI. Navodimo
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Wilkiev identiet W (z,y):
(L+2) + (1 +z+27))" (1+27)" + (1 +2" +2")7) =
(T+2)"+ @+ z+2%)7)7 - (L+ 2% + (1+27 +27))"
Da bismo videli da je ovaj identitet tacan u N primetimo sledeée
I+~ (142) (1—x+2?
1+ +at~(1+2+2%) (1 —2+2%)

Oznac¢imosa A =1+xz, B=1+x+22 C =1—x+22 Tada Wilkijev
identitet postaje

(47 + BY)" - ((A-C) + (B C)F) ~
(A7 + B ((A-C) + (B O,

sto je ocigledno tacno, tj. leva i desna strana su identicne. Naime, leva
i desna strana Wilkiejevog identiteta pomnozena je sa C*Y.

Medutim, ovaj identitet se ne moze izvesti iz HSI. Problem je
polinom C' = 1 — x + 2%. Naravno, znak oduzimanja, —, u C nije u
jeziku L. Pitanje je da li mozda postoji neko drugo C' koje bi bilo u
jeziku L. Wilkie je pokazao da ne postoji. Nepostojanje C' ne znaci
da se identitet ne moze dokazati na neki drugi nacin semanticki ili ¢ak
sintaksicki. Wilkie je pokazao da se njegov identitet nikako ne moze
izvesti iz HST.

Covek koji je na elementaran nacin priblizio problem genijalnog Al-
freda Tarskog Siroj publici je profesor Univerziteta Waterloo u Kanadi
Stanley Burris, u radu [2]. Pre ovog rada S. Burris i S. Lee su objavili
interesantan rad [1] u kome su navedeni mali modeli HSI identiteta.
Sledio je rad [3] u kome je konstruisana algebra u kojoj su vazili HST,
a nije vazio Wilkijev identitet W (z,y) i koja je imala 12 elemenata.

Postavlja se pitanje da li su nas pogresno ucili u skoli, odnosno
da li postoji neki drugi konacan skup aksioma iz kojih bismo izveli
sve zakone algebre pozitivnih celih brojeva. Odgovor je negativan.
R. Gurevi¢ je 1990. u radu [16] dokazo da takav skup ne postoji.
Preciznije re¢eno, Gurevic je pokazao sledece:

Neka je £ = {termovi signature (+,-, 1, 1)} 1 K ={(t = u)[t,u e L
iNTEt~u}.

Za bilo koji konacan S C K postoji identitet (Wilkiejevog tipa)

(t =~ u) € K, od jedne promenljive, takav da se t ~ u ne moze

izvesti 1z S.

Formule koje je koristio Gurevic lice na W (x,y). Neka je

A=1+4+z, B,=1+x+2°+--+2" 1 C,=1+2",
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D,=1+a>4+z+ - 4222

TEOREMA 3.4. Za svaki konacan skup S C K postoji neparnon > 3
takvo da se identitet

(A* + B2')* - (C + Dy)* ~ (A" + By)” - (CF + DY)*
ne moze izvesti iz S.

Mada je Gurevicev dokaz o ne konacnoj aksiomatizabilnosti uglav-
nom elementaran, u jednom trenutku morao je da prede u kompleksnu
ravan i ispituje analiticka produzenja kompleksnih funkcija oko singu-
lariteta.

Mi ¢emo u ovom radu posmatrati male modele HSI koje su ispiti-
vali Burris i Lee u radu [1]. Svaki model od H ST ima najmanji podmo-
del, naime, podalgebru generisanu konstantom 1. Elementi podmodela
su bas 1,2,...; gde je 2 := 14+ 1, 3 := 2+ 1, itd. Kako ovi elementi
ukljuéuju 1 i zatvoreni su za sabiranje, mnozenje i stepenovanje, zo-
vemo ih celi brojevi modela. Ako je skup celih brojeva beskonacan,
onda imamo kopiju od N*. Medutim, ako u modelu vazi m ~ m + k,
m, k su celi brojevi modela, onda je skup celih brojeva konacan i model
izgleda kao na slici 3.1.

m+ 2

m+k —

SLIKA 3.1. Konacan model identiteta m ~m + k

U opstem slucaju, pored celih brojeva, model moze da ima elemente
koji nisu celi brojevi.

Ako je data algebra A = (A, F) i relacija ekvivalencije ~ na skupu
A koja je saglasna sa operacijama iz F, tzv. kongruencija, onda al-
gebra A/ = (A/~,F) zadovoljava sve identitete algebre A. Algebra
A /. se zove faktor struktura. Operacije na A/. se prirodno definisu.
Na primer, ako je + € F, onda je a/. + b/~ := a + b/.. Algebra
A /. se zove kolicnicka algebra algebre A. Sve koli¢nicke algebre A /.
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zadovoljavaju sve zakone identitete algebre A. Sledec¢e dve algebre su
koli¢nicke algebre algebre N* i zadovoljavaju HST.

+]1 2 12 1 2
12 2 11 2 11 1
212 2 212 2 212 2
+11 2 12 12
12 1 1[1 2 11 1
21 2 212 2 212 2

Naravno, ove algebre zadovoljavaju sve identitete (zakone) NT kao
koli¢nicke algebre.
Medutim, prema Burrisu, za slede¢u malu algebru ne znamo da li

zadovoljava sve zakone N7, tj. ne znamo da li je koli¢nicka algebra
algebre NT.

—I—‘la -‘la T‘la
111 1 111 a 111 1
all a ala a ala 1

U radu [1] dokazana je sledeca teorema.

TEOREMA 3.5. Postoji tacno pet 2-elementnih HSI algebri, do na
izomorfizam i one su date sledeéim tablicama:

+11 a 11 a 11
1. 111 1 111 a 111 1
all a ala a ala 1
+11 a a Tl a
2. 1|1 1 111 a 111 1

a a ala a ala a
+11 a 1 a T2
3. 1|1 a 111 a 111 1
ala a ala a ala a
+11 2 -1 2 Tl 2
4. 112 2 111 2 111 1
212 2 212 2 212 2
+11 2 -1 2 Tl 2
5 112 1 111 2 111 1
211 2 212 2 212 2
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Dokaz. Prvo trazimo sve moguce 2-elementne H ST algebre. Takve al-
gebre imaju jedan ili dva cela broja. Dakle, moguce su sledeci slucajevi.
Il1+1~1| Iz (6)i(9) HSI dobijamo

rt+r~x T-T =T,
Prema tome Cayleyjeve tablice ovakvih HST algebri izgledaju ovako.

+‘1a -‘1a T‘la
111 b 111 a 11 1 1*=a (7)HSI
alb a ala a ala ¢

Ovo nam daje najvise 4 moguénosti. Ako za b biramo 1, onda imamo
dve mogucnosti za ¢. Analogno ako za b biramo a. Sve ovo nam daje
algebre 1., 2. 1 3. i algebru

+[1 a |1 a 11 a
111 a 111 «a 111 1
ala a a ala 1

Medutim, ova algebra ne zadovoljava (9) HST jer je a'™* = a* =1 ali
at-a*=a-1=a.

II Svi elementi algebre su celi brojevi. Postoje taéno
dve 2-elementne celobrojne HST algebre i to su 4. i 5. Sada se lako
pokazuje da ovih pet algebri zadovoljavaju HST identitete i nisu izo-
morfne. [

Sto se tice 3-elementnih H ST-algebri Burris i Lee navode sledece.
Ako je A konacan neprazan skup od n elemenata, onda postoji n"
binarnih algebri. Primenjujué¢i HSI identitete (1), (3), (4), (7) i (8)
mogu se 3-elementne algebre svesti na formu

+\1ab -\1ab T\la b
1lc d e 111 a b 111 1 1
ald f g ala 1 j ala | m
ble g h blb 5 k blb n o

Broj algebri koje treba testirati u ovom slucaju je 32 tj. oko
1600000. Opet se pristupa ispitivanju celih brojeva ovih algebri. Na
kraju dobijamo tacno 44 3-elementne HSI-algebre. Pre trideset godina
trebalo je S. Burrisu i S. Leeju Sest meseci da nadu sve 4-elementne i
5-elementne HSI algbere. Danas bi za to bilo potrebno nekoliko se-
kundi.

Drugacija je prica kada se traze HSI-algebre u kojima ne vazi
W(z,y). Modeli koje smo naveli nisu takvi. Napomenimo da je R.
Gurevi¢ u radu [17] dao 59-elementnu HST-algebru u kojoj ne vazi
W(z,y).
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Poslednji rad koji smo nasli na temu kompjuterskog pretrazivanja
HSI-algebri u kojima ne vazi W(x,y) napisao je J. Zhang sa Insti-
tuta za softver Kineske akadamije nauka [46]. Kako je Zhang naveo u
tekstu rada, eksperimentalni rezultati pokazuju da takav model mora
imati bar 11 elemenata. Po svemu sudeci, model HSI-algebre u ko-
joj ne vazi W(x,y) i koji ima 12 elementa je najmanji moguéi model.
J. Zhang i H. Zhang su 1995. godine razvili sistem za konstrukciju
modela SEM (System for Enumerating Models) u radu [47] pomoéu
koga proveravaju na malim modelima HS[-algebri da li vazi W (x,y).
Da koriste SEM i ispitaju da li postoji 4-elementna Gurevic-Burrisova
H SI-algebra, koja ne zadovoljava W (z,y) daju se sledeéi inputi.

4.

s(z,y) = sy, x).

s(z,s(y,2)) = s(s(x,y)2)
p(z,1) = .

p(z,y) = py, )

p(z,p(y, 2)) = p(p(z, y)z)
e(l,z) = 1.

e(z,1) = x.

e(x,s(y,z)) = ple(x,y),e)x, 2))

= s(1,p(a,c)).
= s(s(1,¢),p(e, c)).
a),e(@,a)),b),e(s(e(R,b),e(S,b

Funkcionalni simboli s,p i e oznacavaju sumiranje, proizvod i stepe-
novanje, respektivno. Potrebno je naci sve konstante i ove termove:
5(0,0), s(0,1), s(0,3), s(1,0),...., p(0,0), p(0,1), ..., e(3,3). Svaki od
ovih termova uzima vrednost iz domena Dy = {0, 1,2, 3}. Neki od ovih
termova moraju dobiti izvesne vrednosti, na primer e(1,0) = e(1,1) =
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1. Ostali termovi, medutim, mogu uzeti proizvoljne vrednosti. Na pri-
mer, s(0,0) moze uzimati bilo koju od ¢etiri vrednosti i proveravamo
da li imamo kontradikciju. Slicno za druge termove i konstante.

Vratimo se ponovo na W (z,y) i pokazimo neka interesantna svoj-
stva ovog identiteta. Neka su P(z) = 1+ z, Q(z) = 1+ z + 22,
R(z) =1+23% S(z) = 1+ 2%+ 2*. Oznacimo sa P = P(z), Q = Q(x),
R=R(z)iS = S(z). Tada W(x,y) glasi

(P + Q)+ (R + 8~ (PY+ QU (R + 57,
LEMA 3.1.
HSIF (Vo)W (x,y).
Dokaz. Ocigledno, obzirom da su obe strane W (z,y) iste. O

LEMA 3.2.
HSI+ (Vy)W (z,y).

Dokaz. Neka je m = 1 —n + n?, pozitivan ceo broj. Tada je
HSIE P(n)-m =~ R(n),
HSIFQ(n)-m~ S(n),
n i m su numerali. Iz HST mozemo izvesti
(P(n)" +Q(n)")"-(R(n)” + S(n)")" ~
~m™ - (P(n)" 4+ Qn)")” - (P(n)’ +Q(n)")"
~ (R(n)" +S(n)")” - (P(n)’ + Q(n)")"
~ (P(n)" +Q(n)")" - (R(n)" 4 5(n)")*
Sledi, HSI = (VYy)W (z,y). O

LEMA 3.3.
HSI+-P-S~Q-R.

Dokaz. Ovo sledi iz HSI, obe strane su jednake 1+ x4 2%+ 244 2°.
|

LEMA 3.4. Za fiksno n ceo broj imamo
HSI+ (Vo)W (z,n).

Dokaz. Koristeéi HST mozemo izvesti
n

Py sy s (3 () @) (e e

=~ Z (n) (Pi . Qn—i R+ Pt Qn—z‘ . Sn)z

- 1
=0
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(P @y (st (P (1 () 5

=0
n n . . . .
=0

Sad, koriste¢i lemu 3.3 mozemo izvesti sledece identitete iz HSI, za
0 <4 <n,
Pi . ani . Rn ~ P". Rz A Snfi
Pi . Qn—i RSP Qn X Rz . Sn—i.
Prema tome, imamo izvodenje iz HST
sto je W(x,n). O
Sledeé¢u lemu dokazao je S. Lee.

LEMA 3.5.
HSI v zly = W(z,y).

Dokaz. ulv znaci (Fw)(v = u - w).

(P"4+ Q%)Y (R +8Y)" = (P*"+Q")"" - (R" + 8™")"
(P74 Q)" (R 4+ 5]

((PR)* + (QR)*)" + ((PS))" +(
(PRY+(PS))" + (QR)) + (QS) )T
P"™(R* + 5%)" + Q" (R + 5*)"]*
(P 4+ Q=)(R* + 57
~ (PY+QY)" (R + 8"
~ (PY+QY)"(R" + S7)".

Q

Q

Q

[
[
[
~ [

Q

0J
R. Gurevi¢ je 1985. godine u radu [17] dokazao teoremu.

TEOREMA 3.6. Ako je ¥ skup identiteta, (ukljucujuci: 1 =~ 1,
'~ 1.2 ~x-1=~uax)koji sutaéni u NT, onda posledice > (jednakosne
posledice) ¢ine odluciv skup identiteta u jednakosnoj logici.

Posledica ove teoreme je tvrdenje:

TEOREMA 3.7. Jednakosne posledice HSI su odlucive.
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Drugim recima, za svaki identitet u jeziku algebre NT, s ~ ¢,

konacno mnogo koraka odluciti da li je ili nije sintaksicka

posledica HSI. Dakle, i za W(z,y).

1mozemo u

Kao sto smo rekli, Gurevic je

uradio mnogo vise. On je pokazao da algebra N* nema konacnu bazu

identiteta.

Evo 12-elementne HST algebre koja ne zadovoljava W (x,y) i koju

su pronasli S. Burris i K. Yeats u radu [3].

RIS A
S FFF O FOH F LN H <
=Y N N N H o <H
v FIFF LI FN HFF L
WO FFFN FO A
OB <o < OmMmo oM <
e H < <
IO FFOoFOoNnF oo <t
Al S U U A U S S A A
[Bel RS R U A S U e R A A
AN << rF0FHF0 A
O H AN TSN NN <A
FIT NN FH IO OT OO

LML
Q> A LA
N S S S
VIivFFFOF I F I LA
VW O O <A
QOO HFf O O <f <f < <
OSe FTFF OIS FHF T
IS FH OO0 O 0o <H <t <H
ol S ARSI S U S S S R
N < <
NN FF S F O F A H
A NN IO 0T OO

HANM IO OV O O
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w
IS

ST R0 QO QW=
SO R0 QA0 QW
N N T e S T = S T SN =N SN B )
N N O T - S T =N ST

N N N T - S S T NSNSy TSN
(LS N s N S I N N N e
N N N S T T T~ N
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3.3. Varijeteti algebri

Da ponovimo, identitet s(z) ~ t(z) u jeziku £ = {+,-, 1, 1} je tacan
u algebri NT ako i samo ako

N E (Vo)(s(x) = t(x)).
D. Richardson je 1969. godine u radu [39] dokazao sledece.

TEOREMA 3.8. Identiteti sa jednom promenljivom s(x) ~ t(x) od
N* su odlucivi.

Drugim re¢ima, postoji algoritam koji odlucuje da li bilo koji iden-
titet od jedne promenljive vazi u algebri prirodnih brojeva.

Identiteti (zakoni) se u engleskom jeziku nazivaju equations, sto bi
na nasem jeziku znacilo jednacine. Jednacine su ipak nesto drugo. Na
primer, jednacina

2+ 52+ 22 +1=0

nema reSenje u NT, §to zna¢i da NT nije model identiteta 2° + 522 +
2x 4+ 1 =~ 0. Naprotiv, identitet ne postaje jednakost ni za jedno x u
modelu N*. Dakle, mozemo recéi

N*t E —(32)(z® + 52® + 22 + 1 = 0),

odnosno
NT E (Vo) (2® + 52° + 22 + 1 % 0).

Identiteti ili zakoni mnogo govore o strukturi algebre (modela). Ta-
kav je slucaj sa grupama i prstenima. Medutim, kada su u pitanju
polugrupe, sama asocijativnost ne govori mnogo o strukturi polugupe,
o prirodi elemenata. Mi nemamo dovoljno jednostavne alogoritme za
utvrdivanje da li je Cayleyjeva tablica konacnog grupoida polugrupa.
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Klase algebri aksiomatizovanih identitetima ¢ine posebnu granu
Univerzalne algebre, grane algebre koja se intenzivno razvija. Re¢ je
o tzv. waryetetima algebri. Jedan varijetet algebre moze imati tzv.
podvarijetete. To su klase algebri koje zadovoljavaju, pored definicio-
nih identiteta i neke specijalne identitete. Na primer, ako je £ = {-} i
identitet z - (y - z) & (z - y) - z imamo varijetet polugrupa. Ako asoci-
jativnosti dodamo z -y = y - x, onda dobijamo podvarijetet varijeteta
polugrupa. To je varijetet komutativnih polugrupa. Ako ovim identi-
tetima dodamo identitet x - x =~ x, dobijamo podvarijetet polumreza.
Varijetet polumreza nema prave podvarijetete dok podvarijeteta komu-
tativnih polugrupa ima beskonactno mnogo.

Poznata teorema Jacobsona u teoriji prstena kaze da, ako nam je
dato n > 2 i ako je X skup aksioma prstena plus identitet 2" ~ x,
onda je X F z -y =~ y-x. Dakle, u tom slucaju imamo podvarijetet
komutativnih prstena. Medutim, ne postoji neki rutinski nacin da
se izvede formalni dokaz, ako je dato m, da vazi x -y ~ y-x. Za
specijalne n = 2,3 ovo su poznati zadaci iz algebre. Za n = 2 dokaz
komutativnosti prstena glasi ovako:

Tty (r+y)? jer vazi identitet u? ~ u
=rt+y~<r+xry+yr-+y.
(R,+) je po definiciji komutativna grupa pa vazi skracivanje za +, tj.
xy +yxr ~0
S ay ~ —(yr).
Dalje je
(r+z)l=2?+2-v+2 =2+20+2
srt+r=z+ @ +2)+z (jerje (x+z)~z+1)
sSr+ax=x0,
dakle, yr+yr ~ 0 & yr =~ —(yx). Kako je xy ~ —(yz), sledi zy ~ yz.
DErFINICUIA 3.3. Varietet V' je trivijalan ako su mu sve algebre

jednoelementne (trivijalne). V' je minimalan varijetet ako V' nije trivi-
jalan @ jedini njegov podvarijetet je trivijalan varijetet.

Poznata teorema Univerzalne algebre, ¢iji dokaz izostavljamo kaze:

TEOREMA 3.9. Neka je V netrivijalan varijetet. Tada V' sadrzi
minimalan varijetet.

DEeFINICIJA 3.4. Neka je M neprazan skup, a A iV dve binarne
operacije skupa M. Za algebru M = (M,A\,V) kaZemo da je mreza
ako za sve x,y,z € M wvazi:
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Jx ANz =Rz, VTR

JrxAy~yAz, zNVy~yVae
JxA(yAz)=(@xAy) ANz, zV(yVz)=(zVy)Vz
JrAN(yVr)=z, zV(yAx) =~ x.

Drugim re¢ima, M je model zakona (M1) - (M4). Prirodni primer
mreze, za dati skup S, je algebra podskupova od S, u oznaci P(S) =
(P(S),N,U).

Kao $to je poznato, mreze se mogu definisati preko parcijalno urede-
nih skupova, gde svaka dva elementa imaju infimum i supremum. Ako
mreza ima najveci i najmanji element, oni se ¢esto oznacavaju sa 11 0.
Na primer, u mrezi podskupova datog skupa S najveéi element je S a
najmanji (). Parcijalno uredenje koje induciraju operacije mreze dato
je sa

a<b akoisamoako aVb=0b aAb=a.

Skup podvarijeteta nekog varijeteta V' ¢ini mrezu u odnosu na rela-
ciju C, gde je najveéi element te mreze V', a najmanji element trivijalni
varijetet. Naime, ako u parcijalno uredenom skupu svaka dva elementa
imaju infimum (inf) i supremum (sup), onda se taj skup pretvara u
mrezu tako Sto se operacije definisu na sledeé¢i nacin:

aANb:=inf{a,b}, aVb:=sup{a,b}.

Lako se pokazuje da je ova definicija dobra.

Primetimo da je varijetet grupa podvarijetet varijeteta polugrupa.
Mreza ne mora imati minimalne elemente, tj. elemente od kojih je
manji samo 0. Minimalni elementi mreze se nazivaju i atomi. Mreza
podvarijeteta polugrupa ima minimalne elemente. To su sledeci varije-
teti. A,, LZ, RZ, SL, ZM.

A, gde je p prost broj, je varijetet Abelovih grupa (komutatitvnih)
¢iji su specijalni aksiomi dati identitetima:

Py ~y, vy~ yr
LZ je varijetet polugrupa levih nula dat sa:
TY R T,
RZ je varijetet desnih nula dat sa:
TY =Y.
ZM je varijetet sa nultom multiplikacijom:
xy ~ 0.
SL je varijetet polumreza:

o, Ty~ oy
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Dakle, mreza varijeteta polugrupa ima beskona¢no mnogo (prebrojivo

mnogo) atoma jer grupa A, ima onoliko koliko ima prostih brojeva.
Medutim, u Teoriji polugrupa postoje klase polugrupa koje su na-

stale uopstenjem grupa. Inverzne polugrupe date su slede¢im identite-

tima u jeziku {-,71} :

1

1 1

~o @) e (@) ey

(@27 (y-y )= y-y ) (z-a7)
Jos§ jedan varijetet polugrupa dat je slede¢im identitetima

rerr e, () PR, st o

T-T

Ovo je varijetet tzv. kompletno reqularnih polugrupa.

Vazna klasa polugrupa je klasa reqularnih polugrupa, koja ne ¢ini
varijetet. Element a polugrupe S je regularan ako postoji element x € S
takav da je

S Eazxa = a.

Pojam regularnog elementa u matematiku je uveo 1936. godine zna-
meniti matematicar John von Neumann (1903-1957), za prstene. Neke
vazne klase algebri ne mogu se definisati identitetima. Takva je po-
znata klasa algebri klasa polja. Klasa polja je u stvari klasa prstena sa
jedinicom

(P,+,—,-,0,1),
gde za svaki nenula element vazi identitet

r-lr=1l-z~uz.

Ovo nenula je neotklonjivo i zbog toga klasa polja ne moze biti varijetet.

Interesantno je da neki poznati varijeteti algebri mogu biti odredeni
samo jednim identitetom. Takvi su, na primer, varijeteti polugrupa,
grupa i mreza. Sem asocijativnosti, identiteti koji definisu grupe i
mreze su takvi da se iz njih tesko zakljucuje da se radi o grupama ili
mrezama.

Recimo i ovo. Teorija konacnih polugrupa je algebarski ekvivalent
Teoriji kona¢nih automata.
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Godelov univerzum

Glavna tema naseg rada je aritmetika prirodnih brojeva. U pret-
hodnim poglavljima smo videli da aritmetika nije savrSena grana ma-
tematike. Preciznije, sintaksa nije savrsena, iako su aksiome i pravila
izvodenja takvi da je tesko zamisliti jednostavnije.

Kraj devetnaestog veka nagovestio je veliko spremanje u matema-
tici. Stvarane su nove matematicke discipline: Matemticka logika i
Teorija skupova. Centralne figure u razvoju tzv. osnova matematike
tog doba bili su Gottlob Frege, Georg Cantor, David Hilbert, Bertrand
Russell, Giusepe Peano, Richard Dedekind, Lejeune Dirichlet. Opste
misljenje je da su najveci logicari u istoriji covecanstva Aristotel, Frege,
Godel i Tarski.

Ispostavilo se da Euklidovi dokazi nisu tako savrSeni kao Sto se
mislilo preko dve hiljade godina. Veliki posao oko sredivanja uradio
je Hilbert. Njegova knjiga [18] iz 1899. godine i dan danas se smatra
odlicnim udzbenikom Geometrije. Hilbertova knjiga je docekana sa
velikim uvazavanjem u matematickom svetu. Pocetkom dvadesetog
veka Hilbert je smatran za vodec¢eg matematicara sveta.

David Hilbert je roden 1862. u Konigsbergu u isto¢noj Pruskoj. U
tom gradu je i studirao, osim §to je proveo jedan semestar u Heidel-
bergu. Doktorsku disertaciju odbranio je 1884. godine. Disertacija je
posvecena Teoriji algebarskih invarijanti kojom se bavio sve do 1892.
godine. Tokom tih istrazivanja dosao je do mnogih znacajnih otkrica,
od kojih neka nose njegovo ime. (Hilbertov Nullstellensatz, Hilbertova
teorema o nesvodljivosti polinoma). Metodama koje je koristio u svo-
jim istrazivanjima pocinje apstraktno tretiranje algebre, koje od onda
dominira oblagéu klasi¢ne algebre.

Godine 1886. Hilbert postaje Privatdozent, a 1892. godine vanredni
profesor na Univerzitetu u Koénigsbergu. Sledec¢e godine nasleduje svog
ucitelja Ferdinanda Lindemanna (1852-1939) kao redovni profesor u
Konigsbergu. Podsetimo se, Lindemann je covek koji je pokazao da
je m transcedentan broj. 1895. godine Hilbert prihvata poziv Felixa
Kleina (1849-1925) da prede na Univerzitet u Gottingenu, gde ¢e ostati
do kraja zivota, iako su ga pozivali na mnoge druge univerzitete. Uspeo
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je da u Goéttingen prebaci svog druga iz studentskih dana, Hermanna
Minkowskog (1864-1909), takode velikog matematicara.

U leto 1900. godine odrzao se u Parizu Drugi medunarodni kongres
matematicara. Hilbert je bio pozvan da odrzi jedno od glavnih pre-
davanja na kongresu. U jednom pismu Minkowskom s pocetka 1900.
godine Hilbert pise kako ne zna tatno o cemu bi govorio. Razmislja da,
kako je na prethodnom kongresu Poincaré odrzao jedno predavanje o
odnosu analize i fizike, on sada ustane u odbranu ¢iste matematike. Ili
da mozda govori o pravcu kojim matematika treba da krene u dvade-
setom veku, da kaze kojim problemima matematicari treba da se bave
u buduénosti. Minkowski mu je odgovorio da mu se drugo vise svida i
napisao je:

Sa takvom temom, moze se desiti da ljudi decenijama govore o tom
predavanju.

Predavanje pod naslovom Matematicki problem: Hilbert je osmi-
slio na sledeé¢i nac¢in. U prvom delu govori se o vaznosti problema za
odredivanje pravca razvoja u nauci. Razmatraju se neki veliki plodni
problemi u matematici i govori se o zahtevima koje reSenja moraju da
zadovolje. Hilbert je insistirao na rigoroznosti. Zatim slede 23 pro-
blema sa komentarima. O svemu ovome videti [30]. Prvih nekoliko
problema ti¢u se osnova matematike i sugerisani su onim sto je Hilbert
smatrao velikim dostignu¢em veka koji se zavrsio.

Minkowski je umro 1909. godine i to je bio veliki udarac za Hilberta.
Posle smrti Minkowskog, Hilbert se uglavnom bavio teorijskom fizikom.
Neposredno posle pojave opste teorije relativnosti Alberta Einsteina
(1879-1955), objavio je prvi pokusaj da se objedine gravitaciona teorija
i elektrodimamika.

Od 1922. do 1930. godine Hilbert se opet bavi osnovama matema-
tike. Iz ovih istrazivanja nastala je knjiga [19] i enciklopedijska raspra-
va Osnove matematike [20].

Mi ¢emo se u ovom radu osvrnuti na drugi Hilbetov problem koji
je resio, istina negativno, austrijski matematicar Kurt Godel.

Drugi problem koji je postavio na svetskom matematickom kon-
gresu 1900. godine Hilbert je fomulisao ovako:

Dokazati da aksiome aritmetike nisu protivreéne, tj. da se polazeéi od
ngih u konacnom broju logickih koraka ne moze doé¢i do razultata koji
protivrece jedan drugom.

Aksiome koje je Hilbert imao u vidu na kongresu odnose se na aritme-
tiku realnih brojeva. Kasnije, a naroc¢ito pocevsi od dvadesetih godina
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proslog veka, problem je shva¢en kao da se odnosi, pre svega, na arit-
metiku u pravom smislu reci, tj. na teoriju prirodnih borjeva i Peanove
aksiome.

Pitanje neprotivrec¢nosti je za Hilberta bilo vazno zato Sto je on,
pocetkom dvadesetog veka, verovao da je u matematici tvrditi da je
neka teorija istinita isto Sto i tvrditi da je neprotivreéna. Odmah do-
bijamo da je dovoljno da utvrdimo neprotivreénost neke matematicke
teorije da bismo mogli da tvrdimo da objekti o kojima govori ta teo-
rija postoje. Sliéno glediste imao je ¢uveni matematicar onog vremena
Poencaré.

Problem neprotivrecnosti aritmetike bio je posebno tezak i zato
ga je Hilbert izdvojio na kongresu. Nije bilo jasno kako pri¢i tom
problemu. Hilbert nije ocekivo za aritmetiku dokaz neprotivrecnosti
dobijen pomocu interpretacije aritmetike u nekoj drugoj teoriji za koju
verujemo da je neprotivrecna. Kao Sto smo Geometriju interpretirali
u Teoriji realnih brojeva, tj. pokazali da je Geometrija neprotivrecna
ako je Teorija realnih brojeva neprotivrecna. Za aritmetiku, koja je
osnovna matematicka teorija, trazi se direktan dokaz. Naravno, Hilbert
pretpostavlja da je aritmetika data kao formalni sistem. Formalizaciju
aritmetike, koja se zasniva na formalizaciji logike koju je zapoceo Frege,
Hilbert je detaljno izveo tek dvadesetih godina dvadesetog veka.

Od 5. do 7. septembra 1930. godine u nemackom gradu Konigs-
bergu odrzana je konferencija o epistemologiji egzaktnih nauka. Konfe-
renciju je organizovalo Drustvo za empirijsku filozofiju iz Berlina, koje
je odrzavalo veze sa Beckim krugom. Sastanak je odrzan uoci konfe-
rencije Drustva nemackih naucnika i lekara i Seste skupstine nemackih
fizicara i matematicara.

Prvi dan su bila jednocasovna preliminarna izlaganja tri rivalska
filozofska pravca: logicizam, intuicionizam i formalizam. Govornici su
bili Rudolf Carnap (1891-1970), Arend Heyting (1898-1980) i John van
Neumann. Dan kasnije Hilbert, na skupstini matematicara drzi svoje
c¢uveno predavanje. Tada je rekao:

Za matemeticara nema Ignorabimus © po mom misljenju, ni uopste za
bilo koju prirodnu navuku. Pravi razlog zasto niko nije pronasao
neresiv problem je, prema mom misljenju, taj da ne postoji neresiv
problem. Nasuprot luckastom Ignorabimus, nas kredo glasi:

My moramo znati - mi cemo znati.

(Wir miissen wissen. Wir werden wissen.)

Hilbert aludira na ”Ignoramus et ignorabimus”, reci koje je 1818.
godine izgovorio slavni fiziolog Emil du Bois-Reymond (1818-1896) u
govoru o tajnama prirode.
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Sutradan, u nedelju, za okruglim stolm, Godel je jednostavno rekao:

MoZemo navesti primere recenica koje su jasno tacne, ali nedokazive
u formalnom sistemu klasicne matematike.

Ovo je jedva bilo registrovano. Ali, u publici je bio jos jedan genije -
John von Neumann. Ostalo je istorija.

Godelov rezultat je dokrajcio skoro stogodisnji trud da se pronadu
aksiome matematike iz kojih bi pomocu logickih pravila mogla biti
dokazana sva tacna matematicka tvrdenja. Prica kaze da se skoro sve
Sto je do tada dokazano u matematici moglo formalizovati, tj. formalno
dokazati iz skupa jednostavnih aksioma.

Grubo receno, Godelova teorema o nepotpunosti formalne aritme-
tike glasi:

Unutar formalne aritmetike, pod uslovom da je neprotivrecna, postoje
istinita tvrdenja za koja ne postoji formalni dokaz unutar te teorije.

Komentar ¢uvenog matematicara André Weila (1906-1998) je bio:

Bog postoyi jer je aritmetika nesumnjivo neprotivrecna, a davo postoji
jer to ne moZemo dokazati.

Jasno, Godelova teorema je uzdrmala svet dotadasnje matematike.
Mi ¢emo u ovom radu prikazati, naravno neformalno, ove rezultate jer
je to kruna price o jednakosnoj logici i njenoj primeni u Formalnoj arit-
metici. Glavni junak nase price je jedan od najveéih antiheroja u nauci
uopste. U novije doba Godelov znacaj sve vise i vise raste. Pojavom
knjige Douglasa Hofstadtera (1945-2012) [21], nastaje prava lavina ra-
dova, knjiga, filozofskih rasprava pa i zloupotreba Godelovih rezultata u
drugim naukama. Hofstadter je za svoju knjigu dobio najvece americko
priznanje u domenu publicistike, Pulitzerovu nagradu. Praveé¢i duho-
vita poredenja Godelovih rezultata sa nacinom rada holandskog umet-
nika Morica Eschera (1898-1972) i muzikom Johana Sebastijana Bacha
(1685-1750), Hofstadter je veoma uspesno pokazao da se i vrhunska
matematika moze pribliziti Sirokom krugu c¢italaca.

Kurt Fridrih Godel (28.04.1906. - 14.01.1978.) se rodio u Brnu,
danasnja Ceska, kao drugo dete dobrostoje¢ih roditelja nemackog po-
rekla. Skolu je zavrdio u Brnu i 1924. godine presao na studije u
Be¢. U pocetku je Godel hteo da studira fiziku. Tokom studija ma-
tematike, Godel je pokazivao interesovanje i za fiziku. Otuda njegovo
veliko poznavanje fizike, a kasnije, posebno poznavanje Teorije relativ-
nosti. Narednih petnaest godina Godel zivi u Becu. Opis matematicke
scene tih godina u Becu dala je Godelova koleginica Olga Taussky-Todd
(1906-1995) u knjizi [13] tvrdeéi da je Godel bio izuzetan student. Po-
znavao je sve oblasti matematike. Vrlo brzo je Godel dosao u kontakt



4. GODELOV UNIVERZUM 49

sa Beckim krugom, skupom vrhunskih intelektualaca tog vremena. Na
sastanke Beckog kruga dolazilo se po preporuci. Godela je verovatno
preporucio njegov mentor Hans Hahn (1879-1934). Radilo se o grupi
filozofa koji su ostavili dubok trag u svetskoj nauci i pripadali filo-
zofskom pravcu tog vremena, empirista. Empiristi su govorili da sva
saznanja u nauci dolaze na osnovu iskustva. Godel nije delio njihove
filozofske stavove. Becki krug je formalno nastao kad je filozof Moritz
Schlick (1882-1936) odlucio da neformalno druzenje po beckim kafa-
nama proglasi za seminar i pronade odgovarajué¢i prostor. Godel je
posecivao sastanke od 1926. do 1928. godine. Po svemu sudedi je
sedeo i samo sluso. Ucesnici Beckog kruga su bili Herbert Feigl (1902-
1988) (filozof), Rudolf Carnap (filozof), Hans Hahn, (matematicar),
Otto Neurath (1882-1845) (sociolog i ekonomista), ¢ija je sestra Olga
Neurath bila udata za Hahna i ucestvovala na sastancima, Karl Menger
(1902-1985) (matematicar) i guru logickog pozitivizma, Ludvig Witt-
genstein (1889-1951). Prebogati Wittgenstein je bio spiritus movens
Beckog kruga. Nikad pozvan, i tajni obozavalac, siromasnog porekla,
koji se celog zivota suprotstavljao Wittgensteinu, bio je niko drugi do
Karl Popper (1902-1994). Po svemu sudeéi, bar u pocetku, Wittgen-
stein nije dobro razumeo Godelove rezultate i Godel se prilicno prezrivo
izrazavao o njemu.

Porzitivisti su odbacivali netrivijalne iskaze koji se nisu mogli veri-
fikovati kroz nase iskustvo. Godel je odbacio ideje pozitivizma koji se
pozivao na ljudsko iskustvo i kontakt sa stvarnim svetom. On se ¢uvao
zakljucaka na osnovu zdravog razuma.

Sam Godel je bio prilicno rezervisan kada su u pitanju zakljucci
izvedeni iz njegove teoreme, a ticu se zakljuc¢ivanja na osnovu ljud-
skog razuma. Ovo je naglasio u ¢uvenom Gibbs Lecture iz 1951. (26.
februar), po pozivu Americal Mathematical Society (AMS), na Univer-
zitetu Brown, Providence, Rhode Island.

Doktorsku disertaciju na Univerzitetu u Becu Godel je zavrsio 1929.
godine kad je imao 23 godine. Zvanje doktora nauka Godelu je odo-
breno februara 1930. godine i teza je Stampana u radu [8]. U svojo]
doktorskoj disertaciji Godel je dokazao, danas ¢uvenu, Teoremu kom-
pletnosti za Kvantifikatorski racun prvog reda. U nasSem radu je to
teorema 2.3. Ova teorema se danas dokazuje u svim udzbenicima Ma-
tematicke logike. Znacaj ovog rezultata rastao je vremenom ali se veé¢
tada videlo da se rada nova zvezda Matematicke logike.

Tridesete godine proslog veka u Nemackoj i Austriji bile su godine
radanja nacizma. Becki krug se ugasio 1936. godine kada je poludeli
student ubio Schlika. U ovom periodu, tri puta, Godel je gostovao na
Institute for Advanced Studies (IAS) u Princetonu SAD, gde je izlagao
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svoje rezultate. Period od 1937. do 1939. godine donosi velike pro-
mene u Gédelovom zivotu. Adele Nimbursky (1899-1981) i Kurt Godel
vencavaju se 1938. godine. Samo dve nedelje posle vencanja Godel je
ostavio Adele u Becu i otisao na Princeton. Proveo je letnji semestar na
univerzitetu Notre Dame gde je ve¢ stigo njegov kolega Menger. Vraca
se u Bec i biva regrutovan za rad u vojnim garnizonima. Ocajan Salje
pismo Oswaldu Veblenu (1880-1960), novembra 1939. godine da mu
posalje pozivno pismo za Princeton. Nekako je uspeo da dobije imi-
grantsku vizu za Ameriku i u januaru 1940. zajedno sa Adele odlazi
na Princeton. ViSe se nije vra¢ao u Austriju.

Nazalost, Godelovi su vodili prilicno usamljen zivot u Princetonu.
Becka gospoda sa Princetona nisu podnosila Adele. Neobrazovana,
pomalo gruba, sa reputacijom barske igracice, nije bila rado videna u
visokom drustvu.

U to vreme na Princetonu su veé bila velika imena evropske nauke,
veéinom jevrejskog porekla. Pomenimo samo neke: Johannes Alexan-
der, Marston Morse (1982-1977), Albert Einstein (1879-1955), Her-
mann Weyl (1885-1955), Oswald Veblen, John von Neumann.

U to vreme, u Becu, branio se visi doktorat, tzv. Habilitationssc-
hrift. Godel nije odmah podneo svoj rad o nepotpunosti aritmetike.
To je uradio tek 25. juna 1932. godine. Imao je u meduvremenu niz iz-
laganja na seminarima. Habilitationsschrift se branio na fakultetskom
seminaru i svaki korak u procesu do odbrane morao je i¢i na glasanje
celog filozofskog kolegijuma. Interesantno je da je Godelova teza dobila
ocenu da od pedeset jednog ¢lana, a jedan je glasao ne, mislec¢i da je
teza suvise li¢i na prethodnu temu doktorata.

7. aprila 1933. godine donet je u Austriji Zakon o preuredenju pro-
fesionalne civilne sluzbe, sto je znacilo otpusStanje osoba nearijevskog
porekla. Univerziteti u Berlinu i Frankfurtu izgubili su 32% osoblja,
Getingen 25% itd. U februaru 1939. godinae Univerzitet u Becu je za-
tvoren, a Martin Heidegger (1889-1976) je postavljen za rektora slaveéi
novi zaokret u nemackoj sudbins.

Godel je stampao razultate iz Habilitationsschrift 1931. godine u
radu [9]. Shvativsi ideju o ¢emu se zapravo radi, u Gédelovom komen-
taru za okruglim stolom u Kéninsbergu John von Neumann je relativno
brzo, posle kongresa, uspeo da dokaze nesto kao neprotivreénost arit-
metike, ali Godelov rad je veé izasao iz Stampe.

Kurt Godel se smatra najveéim logicarem od vremena Aristotela.
Napisao je samo nekoliko radova i oko hiljadu stranica rukopisa sadrzanih
u sveskama koje je zvao Nachlass. Sve ovo je nadeno u njegovoj za-
ovstavstini. Medu pismima koje nikad nije poslao, nalaze se i ¢uveni
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odgovor engleskom logicaru i filozofu Bertrandu Russellu, na Russel-
lovu pri¢u u drugom tomu autobiografije iz 1968. godine.

I used to go to [Einstein] house once a week to discuss with him and
Godel and Pauli. These discussions were in some way disappointing,
for although all three of them were Jews and exiles and, in intention,
cosmopolitans, I found they all had a German bias towards
meta-physics [and that] Géddel turned out to be an unadulterated
Platonzist.

Godelu je skrenuta paznja na ovo 1971. godine i on je napravio
skicu odgovora koji nikad nije poslao. U odgovoru Godel kaze:

As far as the passage about me [by Russell] is concerned, I have to
say first (for the sake of truth) that I am not a Jew (even though I
don’t think this question is of any importance) that the passage gives
the wrong impression that I had many discussions with Russell, which
was by no means the case (I remember only one). Concerning my
"unadulterated” Platonism, it 1s no more "unadulterated”than
Russell’s own in 1921.

Duboko privatan i rezervisan, Godel je imao neverovatnu moé sve-
obuhvatne racionalnosti i do ludila posvecenu paznju detaljima svakod-
nevnog zivota. Oprezno prima hranu i u strahu od bolesti bio je stalno
preokupiran svojim zdravljem. Primao je sa nepoverenjem savete lekara
kada su mu bili najpotrebniji. Prakti¢no posle svakog velikog razultata
koji je dobio dozivljavao je nervne slomove. Brzo se oporavljao posle
boravka u odgovaraju¢im ustanovama. Nije se radilo o ludilu. Krhko
telo nije moglo da izdrzi velike napore. Pred starost je padao u depre-
sije pra¢ene paranojom. Umisljao je da hoc¢e da ga otruju i uzimao je
samo hranu od Adele. Bio je apoliti¢an i potpuno nesvestan onoga $to
se dogadalo oko njega. Posle rata odbio je austrijsko drzavljanstvo i
¢lanstvo u akademiji nauka.

Americki magazin Time je u znak se¢anja na protekli milenijum
posvetio nekoliko specijalnih brojeva najve¢im misliocima proslog veka.
Kurt Godel je naveden kao najveé¢i matematicar proslog veka. Tu je
i Alan Turing i Ludvig Wittgenstein, a Albert Einstein je proglasen
najveé¢im umom dvadesetog veka.

Medu bliske prijatelje Godel je ubrajao i Oskara Morgensterna
(1902-1977) koji je sa von Neumannom bio tvorac ¢uvene Teorije igara.
Morgenstern je bio ekonomista koji je iz Beca dosao u Ameriku. U li-
teraturi se citira izjava Morgensterna:

Einstein mi je cesto govorio da je u poznim godinama svog Zivota
neprekidno trazio Godelovo drustvo u nameri da sa njyim diskutuje.
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Jednom mi je rekao da mu njegov sopstveni rad vise ne znaci mnogo i
da je na Institut dosao da bi imao privilegiju da Seta sa Godelom.

Godelova reakcija na ovu izjavu je bila je da on (Godel) misli da je
Einstein voleo da Seta s njim jer mu je Godel ¢esto protivrecio i nije
hteo da se povuce u diskusiji.

Evo svedocenja Ernsta Strausa (1922-1983) koji je bio Einsteinov
asistent od 1944. do 1948. godine.

The one man who was, during the last years, certainly by far
FEinstein’s best friend, and in same ways strongly resembled him most
was Kurt Godel, the great logician. They were very different, in
almost every personal way. Finstein gregarious, happy, full of
laughter, and common sense, and Gaddel extremely solemn, very
serious, quite solitary, and distrustful of common sense as a means of
arriving at the truth. But they shared a fundamental quality: both
went directly and wholeheartedly to the questions at the very center of
things.

Godel je izabran za redovnog ¢lana [AS-a 1947. godine. Intere-
santno je da je izvestan broj ljudi na ITAS-u smatrao da je on jedno-
stavno lud. Predavanje po pozivu na International Congress of Mathe-
matics (ICM) Godel je odrzao 31. avgusta 1950. godine. Iste godine
dobija Einsteinovu nagradu. Umesto da na ICM-u drzi predavanje iz
Teorije skupova, Godel se opredelio da prikaze svoj rotiraji¢i univerzum
iz radova [10], [11].

Godelov univerzum je beskonacan i oblika cilindra. Ugaona brzina
na nekim elipticnim putanjama bliska je brzini svetlosti. Interesantno
je da se Godel u svojim radovima pozivao na Immanuela Kanta i Te-
oriju relativnosti, jer, po njima, vreme nije apsolutno kao kod Isaaca
Newtona (1643-1727). Godel svoj model naziva Rotirajucée kosmolosko
resenje. Godel je otiSao dalje od ¢injenice da vreme ne postoji u nje-
govim teorijskim univerzumima. On je pokazao, koriste¢i Teoriju rela-
tivnosti, da vreme ne postoji u nasem svetu.

Einsein je smatrao da je Godelov rad vaZan doprinos Opstoj teo-
riji relativnosti. Fizicari od tog vremena pokusavaju bezuspesno da
pronadu gresku u Godelovoj fizici ili nedostajuci element u samoj re-
lativnosti koji bi odbacio modele univerzuma kao Godelove. Stephen
Hawking (1942-2018) je isao tako daleko da je predlagao ad hoc modi-
fikaciju zakona prirode, nekakvu hipotezu zastite hronologije u nameri
da negira Godelov doprinos relativnosti.

Ponovimo jos jednom. Formalni sistem je:
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Neprotivrecan (konzistentan) ako ne postoji tvrdenje (rec¢enica)
A takva da se u sistemu moze dobiti formalni dokaz da je - A
ik A

Kompletan ako je za svako tvrdenje - A ili - —A.

Regiti problem odlucivosti znaci dati algoritam (program) koji
omogucava da u konaéno mnogo koraka odlu¢imo u Formal-
nom aksiomatskom sistemu da li je bilo koje smisleno tvrdenje
teorema. To Ce reci, za svako tvrdenje A mozemo naci dokaz
u Formalnom aksiomatskom sistemu da je A ili njena negacija
teorema. Ovo se zove

Entscheidungsproblem

Koristeci ideje Godelovog dokaza nepotpunosti aritmetike Alan Tu-
ring dokazuje 1936. godine slede¢u teoremu.

TEOREMA 4.1. Entscheidungsproblem je neresiv za logiku prvog
reda.

Ovaj rezultat je stampan u radu [43].

Neka je 7 bilo koja teorija istih simbola kao N. Tada za T kazemo
da je w-neprotivreéna ako i samo ako, za svaku formulu A(z) od T,
ako je 7 A(m) za svaki prirodan broj n, onda nije k7 (Jz)—-A(z).

Lako se vidi da ako je 7 w-neprotivreéna, onda je 7 neprotivrecna.
Naime, ako je 7 w-neprotivreéna, posmatrajmo bilo koju formulu A(x)
koja je dokaziva u T, na primer x =~ v = v ~ x. Posebno, rn~n =
T &~ 7, za sve prirodne brojeve n. Prema tome, (3z)-(x =~ z = = ~ x)
nije dokaziva u 7. Ako bi T bila protivrecna, iz tautologije =A =
(A = B) mogla bi se izvesti bilo koja formula B pa i (Jz)—(z ~ = =
x =~ ). Kontradikcija.

Godelov dokaz teoreme nekompletnosti pociva na samo nekoliko
jednostavnih ideja.

e kodiranje formule (u aritmetici);
e kodiranje dokaza;

e Cantorova dijagonala;

e samoreferentna recenica.
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Jedno moguce kodiranje dato je tablicom

simbol (= 3 = =zy Ay A} A ... Y fo fi...
)V o AY AT AT Y R
Ty AY AL A3 L fY 3 fi...

kod 1 2 3 4 5 6 68 68 ... 7 78 T83...

19 29 99 69 689 6889 ... 79 789 T8&9...

Lako se uocava zakonitost postupka kodiranja. Pogledajmo formulu
(0 =0V =0 = 0). Uobicajeno je da se ova formula pise 0 =0 V 0 # 0,
ali pravilno je ovo prvo. Napominjemo da je kvantifikator V zamena za
— 3. Formula (0 =0 V =0 = 0) ima kod 174729274719. Da bi jedan
broj bio kod formule, mora pocinjati sa 1 i zavrSsavati sa 19. Dakle,
leva zagrada (je 1, 0je 7 (tj. f@=0), =je4,0je 7,V je 29, = je 2,0
je 7, =je 4, 0 je 71 desna zagrada ) je 19. Jasno je da se formula moze
jednoznacno rekonstruisati iz koda.

Dokaz je, kao Sto je receno, niz formula Sto se lako kodira. Na
primer, formule u dokazu mozemo razdvojiti sa pet nula:

B; 00000 B, 00000 Bs 00000 ---00000 B,
~—~ ~—~ ~—~ ~—~
kod kod kod kod

Ovaj broj je kod nekog dokaza. Mozemo nadovezivati dokaze (for-
malno) i dobijati kodove sve duzih i duzih dokaza. Tako dolazimo do
relacije u N*:

Proof(m,n) C N* x N7,
koja kaze: n je kod dokaza tvrdenja ciji je kod m.

Lako je videti da je relacija Proof odluéciva, tj. mozemo u kona¢éno
mnogo koraka proveriti za bilo koji par brojeva (m,n) € Nt x NT da
li

(m,n) € Proof.
Prvo iz m rekonstruisemo formulu ¢iji kod je broj m. Zatim rekon-
struisemo dokaz, ako je n kod nekog dokaza, i proverimo da li je to
dokaz formule ¢iji je kod m.

Za prikaz Godelovog dokaza nepotpunosti aritmetike potreban nam
je pojam prosto rekurzivne, odnosno rekurzivne funkcije.

DEFINICUIA 4.1. (1) Sledeée funkcije skupa N se zovu osnovne funk-
cije
I Nula funkcija: Z(x) =0 za sve .
IT Naslednicka funkcija: S(z) =z + 1, za sve x.
IIT Funkcija projekcija: w(xq, ..., Tn) = T; 2a SVE Ty, ..., Tp.
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(2) Pravila za dobijanje novih funkcija iz skupa datih funkcija:
IV f(z1,...,zn) = g(h1(T1, s Tn), ooy (21, .o, T0)
za f kazemo da je dobijena iz funkcija g(yr, ..., Ym), b1 (21, ..., Tn),
coey M (21, ooy ) supstitucijom.
V' Rekurzija:

fz1, .y, 0) = g(21, .0y )
flxr, oz, y+ 1) = h(xy, o 20, y, f(21, 00, Ty ).
Ovde dozvoljavamo da je n =0, © u tom slucaju imamo
f(0) =k, gde jek fiksni prirodni broj
fly+1) = hly, f(y))-

Kazemo da je f dobijena od g i h rekurzijom.

VI u - operator:
Pretpostavimo da je g(x1, ..., Tpn,y) takva funkcija na N da za
svako 1, ..., x, postoji y takvo da je g(xy,...,Tn,y) = 0.
Oznacavamo sa

My(Q(xb "'75Un7y> = O)

najmange y za koje je g(x1,...,x,,y) = 0. Uopste, za bilo koju
relaciju R(xq, ..., Ty, y) 0znacavamo sa

py(R(21, ..., Tn, y))

najmanje y za koje je R(x1, ..., x,,y) taéno. Neka je

f(x1, s zy) = py(g(z1, .oy 20, y) = 0).
KazZemo da je f dobijena iz g p-operatorom.

(3) Funkcija f je prosto rekurzivna ako i samo ako je f dobijena iz
osnovnth funkcija konacnom primenom supstitucija 1V i rekurzije V.
Drugim recima, ako postoji konacan niz funkcija fi,...,fn = f i za
0 < n il je f; osnovna funkcija ili f; je dobijena iz prethodnih funkcija
u nizu primenom 1V ili V.

(4) Funkcija f je rekurzivna ako i samo ako se moze dobiti iz osnovnih
funkcija konacénom primenom IV, V ¢ VL.

Sledi da je svaka prosto rekurzivna funkcija rekurzivna. Obrat ne
vazi.

Rekurzivne funkcije je u matematiku uveo Godel. Ispostavice se da
su funkcije skupa N ¢ije vrednosti mogu da se izra¢unaju u konacéno
mnogo koraka upravo rekurzivne funkcije. Cuvena Church- Turing teza
kaze da je svaka (kona¢no) izracunljiva funkcija rekurzivna. Funkcija
f(z1, ..., 2,) je predstavijiva u N ako i samo ako postoji formula
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F(x1,...,Tn, Tpyi1) u N gde su 2y, ..., 2,,1 slobodne promenljive tako
da za bilo koje brojeve ky, ..., k,1 vazi:

(1) ako je f(ki, ..., kn) = kny1, onda je Fpr F(El,_...,Enil)

(2) postoji tacno jedno x,q takva da je Far F(kq, ..., kn, Tng1)

DEFINICIJA 4.2. Relacija R(xy,...,z,) € N se moZe predstaviti u
N ako postoji formula R(xy,...,x,) u N, san slobodnih promenljivih,
takva da za bilo koje prirodne brojeve kq, ..., ky,

(1) ako je R(ki,...,ky) tacno, onda by R(ky, ..., kn)

(2) ako je R(ki,...,k,) netacno, onda Fn —R(ky, ..., ky)

DEFINICIA 4.3. Neka je R(xy,...,z,) C N". Tada se karakteri-
sticna funkcija Cr(xy, ...,x,) definise na sledeéi nacin

| 1 akoje R(xy,...,2,) netacno

Relacija R(xy, ..., x,) je prosto rekurzivna (rekurzivna) ako je Cr(xy, ..., ;)
prosto rekurzivna funkcija.

TEOREMA 4.2. Svaka rekurzivna relacija je predstavijiva u N .

Dokaz ove teoreme koristi ¢injenicu da je svaka rekurzivna funkcija
predstavljiva u A. Obzirom da je karakteristicna funkcija rekurzivne
relacije rekurzivna, dokaz direktno sledi.

Na osnovu prethodnih ¢injenica pokuSa¢emo da prikazemo dokaz
Godelove teoreme.

Dakle, ako je relacija R(x,y) prosto rekurzivna, onda je ona pred-
stavljiva nekom formulom R(x,y) od dve slobodne promenljive u N i
vazi:

(1{51, ]{?2) S R, tj R(k‘l, k?g) onda je l_/\[ R(El, Eg)

(K1, k2) € R, tj. nije R(ky, k) onda je by —R(k1, k2).
Neka je R = Proof € N x N. Pogledajmo formulu
(4.1) (Vxg)—Proof(xy1,xs),

gde je Proof(xy, o) formula koja u N predstavlja relaciju Proof(zy, z3)
koja je rekurzivna.

Neka je m Godelov broj formule (4.1). Uvrstimo m umesto x; u
formulu (4.1). Dobijamo:

(4.2) (Vxo)=Proof(m, xs),

§to je recenica ili tvrdenje u N.
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TEOREMA 4.3. (1) Ako je N neprotivrecan, onda je
(Vao)—Proof(m,x2) nedokaziva u N.
(2) Neka je N w-neprotivrecan, onda je
= (Vag)— Proof(m,xs) nedokaziva u N.
Dokaz. (1) Pretpostavimo da je N neprotivrecan i neka je (4.2)
dokaziva u N, tj.
Far (Yag)— Proof (m, xs).

Neka je k Godelov broj dokaza ove formule. Sledi da je (m, k) € Proof.
Kako formula Proof predstavlja Proof u N, imamo F Proof(m, k).
Iz pretpostavke imamo F (Va)=Proof(m,z), pa je na osnovu Ax4
kvantifikatorskog racuna prvog reda = = Proof(m, k). Kontradikcija
sa pretpostavkom da je N neprotivrecan.

(2) Neka je N w-neprotivrecan i neka je (postoji dokaz)

F =(Vazo)=Proof(m,z2) u N.
Ovo je ekvivalntno sa
F (3x2)Proof (m, xa).
Videli smo da je N neprotivrecan ako je w-neprotivrecan. Sledi da nije
= (Yag)=Proof(m, z2).

Prema tome, za svaki prirodan broj n, n nije Godelov broj dokaza
formule (4.2). Dakle, za svako n, (m,n) nije u relaciji Proof. Sledi da
je za svako n
= =Proof(m,n)
Oznacimo
A(zo) = —Proof(m, x3).
Vidimo da je za svako n, = A(7). N je w-neprotivrecan pa

nije F (Jxo)——Proof(m, ),

to jest
nije F (Jx2)Proof(m, xs).

Kontradikcija sa pretpostavkom. []

Ovo praktic¢no znac¢i da postoji istinito tvrdenje u N koje je nedo-
kazivo u NV, pod uslovom da je N neprotivrecan.

Druga Godelova teorema direktno sledi iz prve:

TEOREMA 4.4. Ako je N neprotivreéan, onda se to ne moze doka-
zati u N
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Iako su Godel i von Neumann bili dobri prijatelji, nisu uspeli da
naprave neki zajednicki rad, sto je velika Steta. John von Neumann je
primljen u bolnicu krajem 1955. godine, gde je ostao sve do svoje smrti
februara 1957. godine. Nije bilo vec¢eg druzenja sa Godelom jer je von
Neumann radio na dizajniranju kompjutera EDVAC i bio je savetnik u
nekim vojnim agencijama, ukljucuju¢i i Manhattan Project. Po svemu
sudeci, von Neumann je umro od prevelikog zracenja u laboartorijama
Los Alamosa. Marta 1956. godine Godel Salje von Neumannu pismo u
kome prvi put prakticno postavlja pitanje da li je P = NP.

Veé u to vreme pocele su rasprave da li ¢e masine nadmasiti coveka
u znanju i mozda postati svesne. Takva pitanja se i danas posta-
vljaju. Alan Turing nije odbacivao mogucénost da ¢e masine jednog
dana nadmasiti ljude. U tome je bio preteca onoga sto se danas naziva
Vestacka inteligencija.

Turing je nametao argument da mentalne procedure ne mogu preva-
zilaziti mehanicke jer je ljudska memorija ogranicena. Godel je jednom
napisao da:

Turingovi rezultati ne predstavljaju granice ljudskom misljenju, veé
samo mocima formalnih sistema.

Godel je smatrao da je 1969. godine otkrio gresku u Turingovom rezo-
novanju. Naime,

mozak u svom radu, nije statican, vec se stalno razvija.

Dakle, moguce je pretpostaviti da je u svakom trenutku broj svih stanja
mozga (kao masine) konacan, ali nema razloga zasto taj broj ne bi tezio
beskonaé¢nosti u svom razvoju.

Za razliku od Posta i Turinga, on nije video svoje rezultate nepot-
punosti kao ogranic¢enje moci ljudskog rezonovanja, nego

da jedna vrsta ljudskog rezonovanja ne moZe biti potpuno
mehanizovana.

Godel je obozavao Leibnitza i tvrdio da su zli ljudi sakrili deo Leibnit-
zovih istrazivanja.

Krajem 1977. godine Adele odlazi u bolniicu gde ostaje nekoliko
nedelja. Godel ostaje sam i odbija da jede bilo §ta Sto Adele nije
spremila. Iscrpljen od gladi doc¢ekuje Adele koja ga ubeduje da ide
u bolnicu. Primljen je 29. decembra u prinstonsku bolnicu. Umire
14. januara 1978. godine od neuhranjenosti i iscrpljenosti uzrokovanih
personalnim poremecajem, kako je glasio bolnicki nalaz.

Danas smo svedoci cestih zloupotreba Godelove teoreme nekomplet-
nosti. Ono sto je sigurno, Godelova popularnost sve vise i vise raste.
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0Od 1952. godine Godel je uglavnom preradivao svoje stare radove. Bi-
ran je za pocasnog doktora na vise univerziteta. Ogorcen na austrijske
vlasti, odbija da bude ¢lan Austrijske akademije nauka.

Postavlja se pitanje da li postoje apsolutno nedokaziva tvrdenja,
odnosno matematicka tvrdenja koja su nedokaziva u bilo kom formal-
nom sistemu. Ovo je trivijalno netacno, jer ako je tvrdenje A nedoka-
zivo u nekom formalnom sistemu, S, onda se napravi sistem S+ A, gde
je A nova aksioma, i kao takava teorema sistema S + A. Naravno, ne
misli se na takvu dokazivost.

Jedan pogled na teoremu nekompletnosti, koje su zagovarali Roger
Penrose u knjigama [33], [34] i J.R. Lucas u radu [27], je da ova teo-
rema navodi, ¢ak dokazuje, da ljudski um prevazilazi bilo koju masinu.
Godel nije bio tog misljenja, veé¢ vise nekakvog dualnog stanovista, koje
je poznato kao Gddelova disjunkcija koju je izneo u radu [12]

1li se ljudsko misljenje ne mozZe obuhvatiti algoritmom ili ne postoje
apsolutni nedokazivi problemi.

Postoji siroko prihva¢eno misljenje da bilo koje od ova dva sta-
novista nije ubedljivo kako su formulisana. Kad kazemo algoritam mi-
slimo na kompjuterski program, masinu. Primetimo da sve do danas
pojam bilo koje masine ima ekvivalent koji je Turingova masina. Kom-
pjuteri su otelotvorenje Turingove masine i upravo je Alan Turing covek
koji je konstruisao prvi kompjuter.

Godelov argument, prema tumacenju Solomona Fefermana (1928-
2016) u radu [7] sadrzi neke pretpostavke, koje nisu navedene ekspli-
citno. One znatno olaksavaju objasnjenje Godelove disjunkcije:

(I) Ljudski um, u dokazu matematickih istina, koristi samo evi-

dentno tacne aksiome i evidentna pravila koja ocuvavaju istinu
u svakom koraku.

(IT) Aksiome i pravila zaklju¢ivanja koji su prihvatljivi za ¢ovekov
razum ukljucuju aksiome formalne aritmetike N .

(III) Pod kona¢nom masinom podrazumevamo Turingovu masinu
koja obelezava (numerise) sve teoreme koje su dokazive ljud-
skim umom.

Pokazuje se da je ljudski um, kao proizvoda¢ matematicke istine, ekvi-
valentan nekoj masini (Turingovoj) isto je $to i reéi da je skup ljudski
dokazivih teorema aksiomatizabilan u efektivno datom formalnom si-
stemu S. Pretpostavimo da je to slucaj. Prema (I) ljudski um proi-
zvodi samo istine, pa S mora biti neprotivrecan. Prema (II) S sadrzi
N. Prema drugoj Godelovoj teoremi neprotivrecnost je tacna ali ne-
dokaziva, pa prema tome ljudski um je ne moze dokazati, tako i ne-
gacija neprotivrecnosti ne moze biti dokazana u §. Kako je Godel,
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svojom numeracijom, pokazao da se neprotivrecnost S moze prikazati
kao problem resavanja Diofantove jednacine, dobijamo primer apso-
lutno neresivog tvrdenja.

S druge strane, ako ljudski um nije ekvivalentan masini, onda za
svaku masinu mozemo naci tvrdenje koje ne moze masina izlistati kao
teoremu. Ovo znaci da ljudski um beskonacno prevazilazi bilo koju
kona¢nu masinu.

Kriticka razmisljanja ovog argumenta kazu da ako Godelovo tvrdenje
shvatimo kao matematicku ¢injenicu, onda moramo dati matematicko
znacenje svim pojmovima koje koristimo u pretpostavkama. Jasno,
tesko da c¢e bilo koji matematicar prihvatiti kao matematicki pojam
ljudski um.

U knjizi [44] Hao Wang navodi Godelove reéi:

Pod umom podrazumevam individualni um beskonacnog raspona
(mogucénosti).

Pitanje da li je um mehanicki, privlaci danas paznju istrazivaca u
filozofiji, psihologiji, vestackoj inteligenciji. Matematicari retko spo-
minju aksiome u nameri da podrze svoja tvrdenja.

U svom ¢uvenom predavanju Gdédel and the end of Physics, Ha-
wking kaze:

Sve do sad, vecina ljudi implicitno pretpostavlja da postoji Konacna
teorija (Teorija svega), koju éemo mi otkriti. Naravno, i ja sam
sugerisao da mozZemo naci neku uskoro.

MozZda nije moguce formulisati teoriju univerzuma u konacéno mnogo
koraka. Owvo jako podseéa na Gédelovu teoremu.

Prema tome neka teorija u fizici je samoreferentna, kao Godelova
teorema. Prema tome, covek moZe ocekivati da bude ili protivrecna ili
nekompletna. Teorije koje imamo do sada su oboje protivreéne 1
nekompletne. Neki ljudi ce biti vrlo razocarani ako ne postoji konacna
teorija, koja moze biti formulisana kao konacan broj principa. I ja
sam bio deo te grupe, ali sam se predomislio. Sad mi je drago da se
nase traganje za razumevanjem nece nikad zavrsiti, 1 da cemo uvek
imati 1zazov ka novom otkricu. Bez toga bismo stagnirali. Godelove
teoreme osiguravaju da ¢ée uvek biti posla za matematicare.

Pitanje Da li je moguca Konacna teorija? je sasvim nezavisno od
svega prethodno razmatranog o aritmetici. Neodlucivost ne implicira
da se Teorija svega ne moze konstruisati. Godel ne sprecava fizicare
da to urade. Tvrdenje da Godelovi ili Turingovi rezultati impliciraju
logicku nemoguénost Teorije svega (konacne teorije) je isto kao tvrdenje
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da se zbog teoreme nepotpunosti ne moze konstruisati aksiomatska
logika.

U sustini, Entscheidungsproblem je negativan rezultat: Nemoguce
je algoritamski odluciti da li su bilo koja aritmeticka tvrdenja tacna il
lazna.

Kao §to je ranije receno, ovo je dokazao Alan Turing 1936. godine.
Treba reéi i da je veliki logicar Alonzo Church u isto vreme dobio taj
rezultat nezavisno od Turinga. Za svoj dokaz Church je koristio svoju
originalnu tvorevimu A - ra¢un.

Negativno resenje Entscheidungsproblema nije obeshrabrilo Turinga
da na principima svoje masine konstruiSe prvi kompjuter. Naravno,
sadasnji i buduéi racunari neé¢e moci dokazivati Godelove samorefe-
rentne formule ali ée zato raditi mnoge druge znacajne stvari.

Takde, treba rec¢i da se neprotivrecnost aritmetike moze dokazati
u sloZenijim sistemima, kao $to je to uradio Gerhard Gentzen, [15].
Medutim, ovi slozeniji sistemi imaju svoje probleme nepotpunosti i
odlucivosti.

Naravno, u ovom radu izostavili smo mnoge teme osnova matema-
tike kojima se Godel bavio. Ne ulazeéi u definicije i najnovije rezultate
u vezi slozenosti algoritama, pomenué¢emo ovde jedan od najpoznatijih
otvorenih problema danas, P = NP. Kao s§to je receno, Godel je po-
slao pismo von Neumannu, koji je lezao u bolnici marta 1956. godine iz
koga se vidi da je Godel bio na tragu ovog znacajnog problema Teorije
algoritama:

-+« Posto se sada, koliko cujem, osecate bolje, dozvoli¢u sebi da vam
pisem o matematickom problemu, o kome me vase misljenje veoma
interesuje: MoZemo ocigledno lako konstruisati Turingovu masinu,
koja za svaku formulu F' logike prvog reda i svaki prirodan broj n,

omoguéava da odluci da li postoji dokaz formule F duZine n (duzina
= broj simbola). Neka je V(F,n) broj koraka koji je za to potreban
magsini i neka je p(n) = max¥(F,n). Pitanje je koliko brzo raste

o(n) za optimalnu masinu. MoZe se pokazati da je p(n) > k-n. Ako
bi stvarno postojala masina sa o(n) ~ k-n (ili ¢ak ~ k- n?), ovo bi

imalo posledice od velike vaznosti. Naime, ovo bi oc¢igledno znacilo da

uprkos neodlucivosti Entscheidungsproblema, mentalni rad
matematicara po pitanju DA - ili - NE pitanja bi morao biti potpuno
zamengjen masinom. Posle svega, mogli bismo da izaberemo prigodan
broj n dovoljno velik da ako masina ne isporuci rezultat, vise nema
smasla razmisljati o problemu.

Na zalost, legenda kaze, da je ve¢ u to vreme von Neumann bio
potpuno nesvestan dogadaja oko sebe.
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Vratimo se sada na HSI i problem Tarskog. Pitanje kakav je odnos
Godelovih rezultata i problema Tarskog. Jasno, HSI se mogu izvesti
iz aksioma N, tj.

N+ HSI.
W(z,y) je identitet i N je mocniji sistem od HSI. Naime, N ima
aksiomu indukcije, pa je mogué dokaz W (z,y).

Prica o formalnoj aritmetici je, kao sto smo videli, puna logickih
rezultata. Ono §to do sada nismo videli u radovima je dokaz da je neki
poznati problem Teorije brojeva nedokaziv. Na primer, Goldbachova
hipoteza

Svaki paran broj vecéi od dva je zbir dva prosta broja.

Ako bismo dokazali da je Goldbachov problem nedokaziv, to bi
znacilo da je nedokaziv u Teoriji brojeva kao formalnoj teoriji. Mozda
mozemo metodima Analize, Verovatnoce, jednog dana dokazati Gold-
bachovu hipotezu, kao sto je to bio slucaj sa Velikom Fermatovom
teoremom.

Ovaj nas rad je malo priznanje velicini genijalnih logicara Kurtu
Godelu i Alfredu Tarskom.

Jean Cocteau (1889-1963), pisac i reziser, je 1926. godine napisao

The worst tragedy for a poet is to be admired through being
misunderstood.
Za logicara, specijalno onakvog kao Godel, sa delikatnom psiholo-
gijom, tragedija je mozda i veca.

SLIKA 4.1. Kurt Godel u mladim danima
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SLIKA 4.2. Kurt Godel
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Furt Godel’s death

SLIKA 4.4. Kurt Godel 1 Alfred Tarski
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SLIKA 4.5. Kurt Godel i Albert Einstein






GLAVA 5
Zakljucak

Centralna tema rada je Problem Tarskog. Sezdesetih godina proslog
veka Alfred Tarski je primetio da postoji samo jedanaest osnovnih iden-
titeta koji vaze u algebri pozitivnih celih brojeva N i ¢ija posledica bi
bili svi zakoni koji vaze u N*. Ove zakone u¢imo u osnovnoj i srednjoj
skoli. Velikan matematicke logike, Tarski, odmah je postavio problem

Da li su svi identititeti koji vaze u algebri NT sintaksna posledica
jedanaest osnovnih identiteta?

Odgovor je negativan. U radu smo naveli identit koji nije posle-
dica osnovnih identiteta aritmetike. Njega je pronasao engleski mate-
maticar Wilkie osamdesetih godina proslog veka. Mi smo u radu po-
kazali tacnost Wilkijevog identiteta. Postavilo se pitanje da li mozda
postoje neki drugi kona¢ni skupovi identiteta u Nt ¢ija posledica su
svi zakoni aritmetike. Kao $to smo naveli, odgovor je negativan. Ovo
je pokazao Ruben Gurevic 1990. godine.

Rezultat i nije tako iznenadujuéi obzirom na Teoremu nekomplet-
nosti aritmetike koja je uzdrmala svet nauke uopste. Ovo je 1931. go-
dine dokazao austrijski matematicar Kurt Godel. U radu se pominju
Godelovi rezultati iz Teorije relativnosti kojima je Godel pokazao da iz
jednacina Einsteinove teorije mozemo pokazati da u nasem univerzumu
vreme ne postoji.

U radu je data skica dokaza Teoreme nekompletnosti. Namera nam
je bila da ovim radom pokazemo da se i najozbiljnije teoreme matema-
tikcke logike mogu predavati na akademskim studijama.

U decenijama koje su dolazile, posle Gédelovih rezultata, primeé¢eno
je da oni ne uti¢u mnogo na razvoj matematike kojom se svakodnevno
bave istrazivac¢i. Naime, retko se dolazilo do neceg Sto li¢i na nedoka-
21008t.

Circulus victosus nastaje kad se u prakticnim istrazivanima pojavi
mogucénost primene samoreferentnih tvrdenja. Onda u Russellovom
stilu ubacimo pojam dokaza kao promenljivu. Tako dobijamo da je
nesto dokaz da to isto ne moze biti dokaz.

Kao sto smo naveli u radu, Godelova teorema je direktno dovela do
pojave racunara, Sto se tesko moze rec¢i za druge matematicke rezultate.

67
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Na prvi pogled navedeni rezultati u radu ne ukazuju na neku prak-
ticnu primenu. Ovo je samo delimi¢no tacno. Pomenimo Coq softver
koji zajedno sa Isabelle generickim pomo¢nim dokazivacem spada u
interaktivne dokazivace. Izmedu ostalog, navedeni softveri se razvijaju
u centru za matematiku i statistiku Fakulteta tehnickih nauka u Novom
Sadu.

Kad je u pitanju problem Tarskog, istaknimo da aktuelnost i pri-
menljivost ovih rezultata potvrduje njihova implementacija i verifika-
cija u interaktivnom dokazivacu, koji je u Coq uradio Joseph Tassarotti
2015. godine, [41].
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