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Sadrzaj predmeta

@ Funkcije vise promenljivih
© Visestruki i krivolinijski integrali
© Obicne diferencijalne jednacine
© Laplasove transformacije



Funkcije vise promenljivih

Tema 1

Funkcije vise promenljivih




Ponavljanje - binarne relacije i funkcije

Binarna relacija p izmedu skupova A i B je proizvoljan podskup
Dekartovog proizvoda A x B,

pCAXB

Funkcija skupa A u skup B, u oznaci f : A — B, je binarna relacija
izmedu skupova A i B sa osobinom da se svaki element skupa A
pojavljuje tacno jednom kao prva komponenta u p.



Funkcije vise promenljivih

Ponavljanje - binarne relacije i funkcije

Neka je A = {a,b,c} i B = {u,v,w}.

AXxXB
{a,b,c} x {u,v,w}
{(a,w), (a,v), (a,w), (b,u), (b,v), (b, w), (¢,u), (¢, v), (c,w)}

Pi

1N

I
——
—
8

N
SN—
—

P2
f3 = {(a’ ’LL), (b7 u)a (C,U)}
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Funkcije vise promenljivih

Ponavljanje - binarne relacije i funkcije

fs ={(a,u), (b,w), (¢, v)}



Funkcije vise promenljivih

Ponavljanje - binarne relacije i funkcije

fr={(z,y) e R?: y = —27} p2 = {(z,y) € R%: 22 = %}

fs=A{(y,z) €eR? : 2z =y}



Funkcije vise promenljivih

Skalarne i vektorske funkcije n realnih promenljivih

skalarne funkcije vektorske funkcije

f:D—R,DCR"
n>1

f:D—=R"™ DCR"
n>1,m?>2

skalarne veli¢ine | vektorske veli¢ine
masa sila
duzina brzina
vreme ubrzanije
rad impuls
energija ugaona brzina




Realne (skalarne) funkcije vie realnih promenljvih

Tema 2

Realne (skalarne) funkcije vise realnih
promenljvih




Realne (skalarne) funkcije vie realnih promenljvih

Realne funkcije viSe realnih promenljvih

Definicija
Realna funkcija n realnih promenljivih f je preslikavanje

f:D—R, DCR"'n>1.

@ U ovom kursu razmatramo slucajeve n > 2.

@ Skup D se naziva domen funkcije.

@ Skupslikaod fje f(D) ={f(z1,...,2n) : (x1,...,25) € D}
@ Vrednost funkcije f u tacki (z1,...,z,) € D se zapisuje

f(:L‘l, e ,:L'n).



Realne (skalarne) funkcije vie realnih promenljvih

Primer - realna funkcija tri realni promenljive

Primer
Data je funkcija f(x1,x2,x3) = 2x1 + 3z2 + 4x3.
@ Odrediti domen funkcije f.
@ Odrediti skup slika funkcije f.
@ [zracunati vrednost funkcije f u tacki f(1,2,—3).

Resenje.
@ D=R3=RxRxR
@ f(D)=R
@ f(1,2,-3)=2-1+3-2+4-(-3)=—4



Realne (skalarne) funkcije vise realnih promenljvih

Primer

Primer

Data je funkcija f(x1,z2) = \/x% + 23 — 81.
(1) Odrediti domen funkcije f.
(2) Odrediti skup tacka domena u kojima je f(x1,x9) = 10.

Resenje.

(1) Funkcija je definisana u
tatkama u kojima je potkorena
vrednost nenegativna:

x%+x%—8120<:>33%+x%281. 9

Yy
Znadi, \J
D = {(x1,72) € R? : 22 + 23 > 81}.




Realne (skalarne) funkcije vie realnih promenljvih

Primer

Primer

Data je funkcija f(x1,x2) = /23 + 23 — 81.
(1) Odrediti domen funkcije f.

(2) Odrediti skup tacka domena u kojima je f(x1,x2) = 10.

Resenje.

@) flz1,22) =10 & (/a2 +22—81=10 /\
& 422 —81=100 /\
& af4a5 =181 kﬂmx




Realne (skalarne) funkcije vie realnih promenljvih

Ponavljanje - krug i kruznica

AN W 4h
NI A W

{(z,v) eR?:a? + 32 =81} {(z,y) €R?:2® +4? <81} {(z,y) € R?: 2 + ¢ > 81}
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Realne funkcije dve realne promenljive

Tema 3

Realne funkcije dve realne promenljive




Realne funkcije dve realne promenljive

Realne funkcije dve realne promenljive

2= f(z,y), (z,y) € DCR?



Realne funkcije dve realne promenljive

Grafik funkcije i nivo krive

Grafik funkcije f : D — R, D C R? zadate sa z = f(z,y):

Gy ={(z,y, f(z,y)) : (2,y) € D}

Definicija
Trag je presek povrsi z = f(x,y) i ravni paralelne sa xy-ravni.

Nivo kriva je projekcija traga na xy-ravan. Znaci, za c € f(D), kriva
koja odgovara nivou c je skup tadka sledeceg oblika

{(z,y) € D CR*: f(z,y) = c}.




Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - izolinije (geografske karte)

gré. isos = jednak
- izohipse: gr¢. hypsos = visina
- izobate: gr¢. batos=dubina

- izobare: gr¢. baros = tezina
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Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - ravan

Primer
Skicirati nivo krive funkcije z = x + y. J

z=0 = z+y=0&y=—-2x
z=—-1 = z2+y=-1ly=-1-2
z=1 = z4+y=1ley=1—=2

NS



Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - kruzni paraboloid

Primer
Skicirati nivo krive funkcije z = (x — 1) + (y + 1)2. }

Grafik je transliran sledeci kruzni paraboloid za vektor (1, —1,0).
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Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - kruzni paraboloid

Primer
Skicirati nivo krive funkcije z = (x — 1)* + (y + 1)2. J
Yy
z=1 = (z-172+@y+1)?2=1 -
2=2 = (z—-124+(y+1)2=2 <N %
z2=3 = (z—-1+(y+1)?2=3 \ J1)2jga
4 = (x—12+(y+1)2=4




Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - hiperboli¢ni paraboloid (sedlo)

Primer
Skicirati nivo krive funkcije z = x> — y2. J

Grafik je sedlo:




Realne funkcije dve realne promenljive

Nivo krive - hiperboli¢ni paraboloid

Primer
Skicirati nivo krive funkcije = = x* — 2.

z2=0 = 22—9y*>=0 y
z=1 = 22—y2=1 \\% //
2=2 = z2-y2=2 /
2 2 \ f

& F-%=1 1/ W2z
z=-1 = y?—2°=1 / \
z=-2 = z?2—y>=-2 7 -1

e L_£_
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Grani¢na vrednost i neprekidnost

Tema 4

Granicna vrednost i neprekidnost




Grani¢na vrednost i neprekidnost

Granicna vrednost

Definicija
KaZemo da je A € R granicna vrednost funkcije f kad M teZi M, ako
(Ve > 0)(Fr =r(e) > 0)(YM € D\ {M1})
d(M, M) <r=d(f(z,y),A) <e

i piSemo

Z:f(xay)v (:L’,y)GDgRZ

M, - taCka nagomilavanja skupa D



Grani¢na vrednost i neprekidnost

Granicna vrednost

Primer
Neka je
[ x4y , akoje (z,y) # (2,5)

flz,y) = { 1 , ako je (xz,y) = (2,5)

Izradunati lim f(M). .
M—(2,5)
Resenje.
M11_>1r1\141f(M) =T.



Neprekidnost

Definicija
KaZemo da je funkcija f neprekidna u tacki M, ako vaZzi

(Ve > 0)(3r = r(e) > 0)(YM € D)

d(M, M) <r=d(f(M), f(M)) <e

Z:f(xay)v (l‘,y)GDng

M; - unutrasnja taCka skupa D



Neprekidnost

TRI uslova moraju biti zadovoljena:

i f(M) = A

My e D

A= f(My)



Neprekidnost

Primer (nije neprekidna)

[ x4y , akoje (z,y) # (2,5)
f(m,y)—{ 1, akoje (z,y) = (2,5)

Primer (neprekidna)

[ x4y , akoje (z,y) # (2,5)
gla,y) = { 7, akoje (z,y) = (2,5)
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