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Diferencijalne jednacine viSeg reda

Diferencijalne jednacine viSeg reda

F(xayayla"~7y(n)) =0

y™ =G (z,y.9/,...,y" )

Pocetni problem:
F ("r7y7y,?"‘7y(n)) = 07

y(20) = yo, ¥ (z0) = 1, -,y (w0) = yn_1.



Diferencijalne jednacine viSeg reda

Snizavanje reda

(1) Jednacina oblika:
y™ = f(a).
Direktnom integracijom: y(*~1D = [ f(z)dz + C1, y*~2 = [y~ Ddz + Cs,...
(2) Jednacina koja ne sadrzi funkciju y:
F(x,y““),‘.. ,y(")) =0, gdeje 1<k<n.

Smenom y(¥) (z) = z(x), y*+tD () = 2/ (z), ...,y (z) = 2("~F)(z), dobijamo
diferencijalnu jednadinu n — k-tog reda.

(3) Jednacina koja ne sadrzi promenljivu z:
Fly,y,...,y™™) =0.

’
Red snizavamo pomoéu smene y/ (z) = 2(y), y’ = 4L = 92 — dz2dy _ 7, g —

de ~— dz dy dz
dy” _ dyllﬂ o d(z/z)
dr ~— dy dz dy

2 =2"22 4 ()22, ...



Diferencijalne jednacine viSeg reda

Linearne diferencijalne jednacine reda n

Opsti oblik linearne diferencijalne jednacine reda n je

y™(2) + ar(@)y™ V() + ...+ an(2)y(z) = f(2), (1)

gde su fias,...,a, neprekidne funkcije na intervalu I C R.

Teorema

Neka su aq,...,ay, i f neprekidne funkcije nad I, xog € I i

Yo, Y1, ---,Yn—1 € R. Tada postoji jedinstveno resenje y, definisano nad
I, diferencijalne jednacine (1), koje zadovoljava pocCetne uslove

y(z0) = v0, ¥ (x0) = y1,- -,y (x0) = Yn_1.




Diferencijalne jednacine viSeg reda

Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Opsti oblik homogene linearne diferencijalne jednacine reda n je

Yy (2) + ar(@)y™ D () + ...+ an(z)y(z) =0 (2)

gde su ay, ..., a, neprekidne funkcije na intervalu I C R.

Ako uvedemo operator
Lufy(2)] = y™ (@) + a1 (2)y™ V(@) + ... + an(2)y(x)

onda je prethodna diferencijalna jednacina oblika

Lyly(x)] = 0.



Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Na osnovu osobina izvoda mozemo zakljuciti da je operator L,
linearan, sto je formulisano slede¢om lemom.
Lema

Neka su vy, i y2 n puta neprekidno diferencijalbilne funkcije na nekom
intervalu I C R. Tada vaZzi

Ly, [Ciy1 + Caya] = C1Ly, [y1] + Co2Ly, [y2] -

Ly [C1y1 (%) + Caya2 ()]
= (Cuyi(x) + Caya (@)™ + a1 (2) (Cry () + Caya (@) "~V + ..
+an(z)(Cry1 (z) + Cay2(z))

= (1@ +a@y @+ @ @) +
Co (35" (@) + ar (@) (@) + o+ an(@)e()
= Ciln [y1(2)] + CoLn [y2(z)] -



Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Teorema
Neka su y1, 2, . . ., yr resenja diferencijalne jednacine (2) na nekom
intervalu 1. Tada je je za sve C1,Cs, ..., C) € R funkcija

y(x) = Cry1(x) + Caya(x) + ... + Cryr()

resenje jednacine (2) na I.

Ako su y; i y2 re$enja jednacine (2), onda je
Lpfy1] =0 i Lypfy2] =0... i Ly[yx] = 0.
Sada za funkciju y(z) = Ciy1(z) + Cay2(z) + .. . + Cryi vazi slededi niz jednakosti:

Luly(x)] = La[Ciyi(z) + Coy2(2) + ... + Cryr(x)]
= Ciln[y1(@)] + CoLnly2(z)] + ... + CxLnlyr(x)] = 0.




Diferencijalne jednacine viSeg reda

Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Definicija
Funkcije vy, . .., y, su linearno nezavisne na intervalu I, ako za sve
reliz

Ciyr(z) + Coya(z) + ... + Cryn(x) =0

slediCi =Cy=...=C, =0. )
Definicija
Neka jen > 2 i neka su y, ..., y, resenja jednacine (2).

Determinanta Wronskog (ili Wronskijeva determinanta) resenja
Y1, .-, Yyn Utackix je

y}(fﬂ) 9/2(33) y7(x)
W(yh---,yn)(x) _ yl(m) yZ(CU) yn(x)
W) V@) ()



Diferencijalne jednacine viSeg reda

Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Teorema

Resenja jednacine (2) y1, . . ., yn SuU linearno nezavisna ako i samo ako
za svako x € I vaZi

W(yla v 7yn)($) 7é 0

(<) Neka je W (x) # 0 za svako z € I. Pretpostavimo da su y1, .. ., y» linearno zavisna. Tada
postoje konstante C4, ..., Cy, za koje vazi (C1,...,Crn) # (0,...,0) i za svako = € I vazi
yi(z)C1 + y2(z)C2 + ... + yn(#)Cn = 0
yi ()01 + yp(x)C2  + ...+ yp(@)Cn = 0
yWH@or + Y@ + o+ Yo = o

Medutim, za svako x € I prethodni sistem linearnih jednacina ima determinantu W (z) # 0, $to
znadi da sistem ima jedinstveno re$enje (C1,...,Cr) = (0,...,0), §to dovodi do kontradikcije.
Dakle, nasa pretpostavka da su resenja linearno zavisna nije tacna.



Diferencijalne jednacine viSeg reda

Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Definicija
Fundamentalni skup reSenja je linearno nezavisan skup od n resenja
jednacine (2), tj. baza vektorskog prostora resenja jednacine (2).




Diferencijalne jednacine viSeg reda

Teorema

Neka je {y1, . ..,yn} fundamentalni skup resenja jednacine (2). Tada je
opSte resenje y jednacine (2) dato sa

‘ y(z) = Criyi(z) + Coya(z) + ... + Coyn(x), C1,Co,...,Cp €R. \

Pretpostavimo je y(x) reSenje diferencijalne jednacine (2) koje zadovoljava pocetni problem

y(wo) = Yo, yl(xo) =Y1,-.- 7y("_1)($0) =Yn—1-

Posmatrajmo sada sistem

Cry1(zo) + Cay2(xo) + ...+ Cryn(xo) = Yo
Ciyi(xo)  +  Coyp(zo) + ... + Cnyp(zo) = Y1
O™ Dwo) + Capd" D(@o) + .. 4+ Cay V(@) = e
Determinanta prethodnog sistema je W (y1, ..., yn)(z0). Kako su y1, ..., yn linearno nezavisni,
vazi W(yi,...,yn)(zo) # 0. U tom slu€aju je posmatrani sistem odreden i za tako dobijene

konstante funkcija g(z) = Ciy1(z) + Cay2(x) + ..., Cryn(z) zadovoljava zadate poCetne
uslove. Zbog jedinstvenosti reSenja zaklju¢ujemo da je y = g.
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Subsection 1

Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n sa
konstantnim koeficijentima




) e e L onsianinim koeficientima
Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Opsti oblik homogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim
koeficijentima je

y " (z) + ary™ V(@) + ... Fany(z) =0, a,...,a, €R. (3)

Smena: y = ek =y = kek® o = k2ebr | y(0)(g) = knek®
k"ek® 4 ai k™ ek 4 faneft =0

K+ a1 k" 4. 4 an_1k+an =0. (4)
Kazemo da je

K" +ark™ '+ . 4an_1k+an=0

karakteristicna jednacina diferencijalne jednacine (3).
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Homogene linearne diferencijalne jednacine reda n

Neka su k1, ..., kn reSenja karakteristiCne jednacine. Fundamentalni skup reSenja {y1, ..., yn}
formiramo na sledeéi nacin:

(1) Ako je k; realan koren karakteristiCne jednacine viSestrukosti m, m > 1, onda su funkcije

Yiys - -+ Yim» definisane sa
Yiq = ekim,
Yig = $ekix,
Yipy, = xmflekiz,

re$enja jednacine (3).
(2) Ako je k; = a + ib kompleksni koren karakteristicne jednacine viSestrukosti m, m > 1,
onda su funkcije yiy s - - - Yipy s Yipypys - - - » Y2m, definisane sa

. Pp— ar . Pp— alT o3
Yiq = e%Tcosbx Yipyr1 = €*sinbz
Yio = ze® cosbx =  ze*®sinbx

Yipt2
Yi,, = x™ e cosbr Yiom = z™ e ginbx

reSenja jednacine (3).
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Linearna nezavisnost reSenja (za n = 2)

(1) Ako su k1 i k2 realni i razliciti koreni karakteristiCne jednacine, njima odgovaraju reSenja
y1 = eF1% i yo = k2%, Kako je Vronskijeva determinanta

eklz ekzz

W(y17y2)(x) = ' kleklz kQszz = (k2 — kl)e(k1+k2)z ?é 07

jerje k1 # ko i eF1k2% > 0, sledi da su y1 i y2 linearno nezavisne.

(2) Ako je k1 = ko dvostruki realni koren karakteristiéne jednacine, redenja y; = e i
y2 = ze®* su linearno nezavisna jer je

ekz xekz

W(y1,y2)(z) = ’ keke 1+ kl‘)ekm = # 0.

(8) Akosu ki =a+ibiks = a — ib kompleksni koreni karakteristiCne jednacine, reSenja
y1 = e*® cosbx i y2 = e®® sin bz su linearno nezavisna jer je

e cos bx e gin bx

W(y1,y2)(z) = acosbr —bsinbz) e (asinbz + bcosbzx)

‘ = be?2 £ 0.

eaz(
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Primer
Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine y" — y' = 0. J

Karakteristi¢na jednacina:

B—k=02kk-1)=0k =0,k =1.

Opéste reSenje:
y(z) = C1 + Cae”.
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Primer

Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine iy + y = 0. J

Karakteristina jednacina:

1. V3
k3+1:0@(k+1)(k27k+1):Ocykl:71,k273:§i§i

Opste reSenje:

3 3
y(z) = Cre™ % + Cge%w cos %x + Cge%w sin g:c
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Primer

Primer
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine ¥ + 8y + 16y = 0. J

Karakteristi¢na jednacina:
E* 482 416=0c (k2 +4)2 =0 ki2 = 2i,ks 4 = —2i.

Opéste reSenje:
y(z) = C1 cos 2z + O sin 2z + C3x cos 2z + Cyx sin 2z.



i e 2
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Subsection 2

Linearne diferencijalne jednacine reda n sa konstantnim
koeficijanetima
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Diferencijalne jednacine viSeg reda XJSilJERIElES

Linearne diferencijalne jednacine reda n sa
konstantnim koeficijanetima

Opéti oblik linearne diferencijalne jednacine sa kostantnim
koeficijentima je

y™ +ay™ Y+ +ay = f2), a1,...,an €R. (5)

Odgovaraju¢a homogena diferencijalna jednacina:

y™ +ay™ Y 4 ay=0.
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ResSenje

Teorema

Neka je y,(x) jedno (partikularno) resenje jednacine (5). Ako je y(x)
redenje jednacine (5), tada je y(z) — y,(x) reSenje odgovarajuce
homogene tj. postoji resenje y(x) odgovarajuce homogene
diferencijalne jednacine sa osobinom

y(x) = yn(z) + yp().

Ako su yp(z) i y(x) reSenja jednadine (5), onda za njih vazi

y(n) + a1y<n71) + . + any = f(ét)
w” ey 4 ayy = @)

Ako od prve jednacéine oduzmemo drugu,

(y— yp)(n) + ai(y— yp)(nil) + ... 4+ an(y—yp) = 0
odakle je y(z) — yp(x) reSenje odgovarajuce homogene diferencijalne jednacine i

yn(z) = y(x) — yp(z) & y(x) = yn(z) + yp(z).
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Diferencijalne jednacine viSeg reda XJSilJERIElES

Metod varijacije konstanti

Neka je {y1, ..., yn} fundamentalni skup reSenja odgovarajuce
homogene diferencijalne jednacine. Tada je

y(x) = Cr(x)y(z) + Co(x)ya(x) + ... + Cu()yn(z)

opste reSenje jednacine (5), gde je (Cy(z),...,Cy(x)) reSenje sistema
jednacina

vi(@)Cl(x) + y()Chx) + ...+ yn(@)Clh(z) = 0
Vi (2)Cl(z) + v(2)Ch(z) + ... + vh(@)Ch(z) = 0
Y@@ + V@@ + .+ V@0 e = f@)



Primer

Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine
1
"o, -
4 Y 14+e2

Odgovaraju¢a homogena diferencijalna jednacina: y”’ —y =0

Karakteristicna jednacina: k2 —1 =0 (k+ 1) (k—1) =0 ky = 1,kg = —1

ReSenje homogene: y, (z) = Ci1e® + Cae™*.



Primer

iferencijalne jednacine viSeg reda koefl anet|ma

Metod varijacije konstanti:

e*C]
e*C

e*Cy  +
C1

Opste reSenje zadate diferencijalne jednacine je

y(z)

+ e =(C}
- e *C)

-z
e vC;, =

0

—x

€
2(1+e o)

=

G f 2(1+e;w)dz =

Co(z

Ci(z)e” + Ca(z)e™™

— [ saFemyda

e®

—x

_€ @
2(1te7)

Ch

+

e~ *C}

e *C}

7%ln\1+e_l|+01
e +1)+

|
o

1+e™ 7T

J mdaﬁ

%ln|ez+1|+6’2.

(—%ln\l—&—e*ﬂ—i-Cl)ez—i—(—f(e + 1)+ = 1n|e +1|+Cz)

1 1 1
Cie® + Cae™ ™ — Eez Injl+e | — 5(671 +1)+ 5671 In|e® 4+ 1].
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Diferencijalne jednacine viSeg reda XJSilJERIElES

Subsubsection 1

Metod jednakih koeficijenata
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Diferencijalne jednacine viSeg reda XJSilJERIElES

Metod jednakih koeficijenata

f(z) = ™ (P(z) cosbx + Q(z) sin bx)
Tada je partikularno reSenje je oblika
yp(z) = 2'e® (T (x) cos be + R(z)sin ba),

gde su
@ T'i R polinomi stepena max{m, k} sa neodredenim koeficijentima,

@ [ je viSestrukost korena a + bi karakteristiCne jednacine (ako a + bi
nije koren karakteristi¢ne jednacine, uzimamo [ = 0).



Primer

Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine y"' + 3y" + 3y’ + y = 8¢Z. J

Odgovaraju¢a homogena diferencijalna jednacina: ¥’ + 3y” + 3y’ +y =0

Karakteristicna jednatina: k3 + 3k2 +3k +1 =0« (k+1)> =0 k1 23 = —1

Resenje odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine:

yp(x) = Cre” % 4+ Coze™ * + Cazle™ 7.

Partikularno resenje:

yp(x) = Ae® =y, (x) =y, (z) = y)'(z) = Ae” = 8Ae” =8e” & A=1.

Resenje zadate diferencijalne jednacine:

y(z) = yn(x) +yp(x) = Cre™* + Coze™* + C3z?e™™ 4 €®.
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Dve funkcije kao slobodni ¢lanovi

Teorema
Neka je Ly[y1] = fi(z) i Ln[yz] = fo(z). Tada je

y(x) = y1(w) + y2(z)

partikularno resenje jednacine

Lnlyl = f1(x) + fo(2).

y
Ako je Lnly1] = fi(z) i Lnly2] = f2(x), onda vazi
y @ +a @ @) 4t @) = A)
v (@) + ar(@)yd V(@) + .+ an(@)y2(z) = fa(2)
Sabiranjem prethodnih jednacina (u skraéenom zapisu),
W ) +ar @Y 08T+t an(un tu2) = At o
(1 +92)™ +a1(yr +y2) D+ A an(yr Fy2) = f1 + f2
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Primer

Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine
y/// 4 2y// 4 y/ = ze® + x2 + 9.

Odgovaraju¢e homogena diferencijalne jednacina: '/ + 2y” +y' =0

Karakteristina jednacina:
B+2k2+k=0k(k?>+2k+1)=0k(k+1)2=0%& k1 =0,ko3=—1
Resenje odgovarajuée homogene diferencijalne jednacine: y;, (z) = C1 + Coe™* + C3ze™*.

Partikularno reSenje: y, (z) = yp, (z) + yp, (x), gde su yp, i yp, kao u nastavku. Ako

Yp: (z) = (Az + B)e” Yy, (z) = (Az + A+ B)e®
v (z) = (Az + 2A 4+ B)e®  y! (z) = (Az + 3A + B)e®
uvrstimo u jednadinu y'”’ + 2y" + 3’ = ze®
1 1
(Az+3A+B+2Az+4A+2B+ Az + A+ B)e® =ze* & A= Z,B: -3

@ = (3o 3) e



Primer

Za drugo partikularno reSenje dobijamo

Up2 (x) = (A2z? + Bz + C)z  y,,(z) = 3Az? + 2Bz + C
Yp, () = 6Az + 2B Ypa (T) = 6A
i uvrstavanjem u jednacinu
Yy 2y +y = =z2+2

dobijamo
1
6A + 12Az + 4B3Az? + 2Bz + C = 22 +2<:>A—§ =——,C=2
Znadi, )
Ypo = 35(5372 +2).
Resenje zadate diferencijalne jednacine je
e e (11 . 14
y(z) = yn(x) + yp(x) = C1 + Cae™* 4+ Caze™  + 7 35)¢ +§a: + 2z.



Diferencijalne jednacine viSeg reda Ojlerova diferencijalna jednacina

Subsection 3

Ojlerova diferencijalna jednacina J




Ojlerova diferencijalna jednacina
Ojlerova diferencijalna jednacina

(az 4 b)"y™ + Ay (az + b)" Ly D 4+ Ay = f(2), (6)
gdesua,b, Ay,..., A, €Ria#0.

(1) Uvodimo smenu az + b = e*, odakle je t = In(az + b) | 4 = ae*.

(2) Nekaje y(z) = h(t(z)) i nekaje h(t) = L h(t) = Lh

ar ...
(8) Dalje imamo:
y () = %j—; = aeth
(@) = WA = 2e2(h—h)
y"'(z) dgt” 4 = gBe 3 (h — 3h+ 2h)

Kada u jednacinu (6) uvedemo ovu smenu, dobijamo linearnu diferencijalnu jednacinu sa
konstantnim koeficijentima (gde je nepoznata funkcija h(t)).
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