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Nesvojstveni integral

Tema 1

Nesvojstveni integral

e January 21,2022 2/37



Nesvojstveni integral

Intuicija

b
Kazemo da je [ f(z)dz nesvojstveni ako je

@ a = —o0ili b = oo (ili vaze oba uslova) prve vrste
@ f nije definisana u jednoj ili viSe tacaka x € [a, b] druge vrste
@ treCe vrste = prve vrste + druge vrste
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Nesvojstveni integral

Primer

Q@ [ e sdt - prve vrste
0
2
@ | ldx-druge vrste
-2

o8}
© [ Sdx - tree vrste
0
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Definicija - prve vrste
Definicija
Ako je f integrabilna funkcija na |a, x] za svako x > a, onda je

T

/f = Jiy, | 0

Definicija
Ako je f integrabilna funkcija na |z, a| za svako x < a, onda je

Kazemo da nesvojstveni integral konvergira ako data grani¢na
vrednost postoji. U suprotnom, integral divergira.
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Nesvojstveni integral

Definicija - prve vrste

Definicija
Ako je f integrabilna funkcija na R, onda je

/ fayde = tim_ [ f(0dt+ lim / F(t)dt

Kazemo da nesvojstveni integral konvergira ako date grani¢ne
vrednosti postoje. U suprotnom, integral divergira.



Nesvojstveni integral

Test za konvergenciju i divergenciju

Neka je 0 < f(x) < g(x) za svako = > a.

Q /7 g(x)dx konvergira = [ f(z)dx konvergira

Q [ f(z)dx divergira = [ g(z)dx divergira
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Test za konvergenciju (2)

Teorema

Ako nesvojstveni integral [ |f(x)|dz konvergira, onda nesvojstveni

integral [ f(x)dxz konvergira.
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Nesvojstveni integral

Druge vrste - definicija

Definicija
Neka je f funkcija koja je definisana za x € [a,c) U (c, b].

b c—¢ b
/f(a:)da::;i_)né/f(ac)da:—kii_l}l{l)/f(x)dx

cte

Kazemo da nesvojstveni integral konvergira ako date grani¢ne
vrednosti postoje. U suprotnom, integral divergira.



Laplasove transformacije

Tema 2

Laplasove transformacije




Laplasove transformacije

Definicija

Definicija

Neka je s € C ineka je f : [0,00) — C. Laplasova transformacija
funkcije f jeste funkcija (kompleksne promenljive) F' definisana na

sledeci nacin:

Pisemo,

F(s) =

T
st = i —Stf(t)dt
e~ f(t)dt ngo()fe ft)dt,

LAf@)} = F(s).

Kazemo da Laplasova transformacija postoji ako postoji s € C za koji

integral (1) konvergira.
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Tabliéne Laplasove transformacije

Tema 3

Tablicne Laplasove transformacije J




Tabliéne Laplasove transformacije
f(t)=c,ceC

8’
T t T t co—st) =T
— —S — 3 —S — 3 —S
L{c} = Ofc~e dthlgnoog"c‘e dthlgnoo (=% |,_,
_ ; —sT _
= = (—Tlgnooe s +1) =
Zas=a+16,a,p € R,vazi
lim e 7 = lim e (@HAT = Jim e 0T T
T—o0 T—o0 T—o00
= lim e “T(cos BT — isin BT)

T— o0
= lim e *TcosBT —i lim e~ T sinAT.
T— o0 T— o0

Graniéne vrednosti lim e~ 2T cos 8T i lim e~ 7 sin 8T postoje za « > 0 i tada vaZi
T— o0 T—o0

lim e ®TcosfT =0 i lim e *TsinBT =0.
T— o0 T— o0



Tabliéne Laplasove transformacije

Zasto je lim e °Tsin BT = 0?
T—o0

— KU

= < o bt < /.Q o O

VO .
‘Q)\W\Q )\!“\I\(BT:Q

T %®
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f(t) =t",n > 1 (indukcijom po n)

F(s)= 25, Re(s) > 0.

n =1 : Pokazatemo da je F(s) = 2.

oo T
c{t} = gte*StdtijgIlooofte*Stdt.

L£{t} = lim (—lte_st — %e‘st) \tiT = %2 — lim (iTe_ST + S%e_ST) = %2




Tabliéne Laplasove transformacije

f(t) =t",n > 1 (indukcijom po n)

@Pretpostawmo daJeL{t" 1] = (oot
L{t"}y = ft”e’“dt i ft" —stdt
0 T—o0 [

ﬁ{tn} _ li _ltn 7st‘t:T 4 n ftn71 7stdt
- Tgnoo st € t=0 s o €
T 1 t ¥ 1 t 1

— n o1 —1_,—s _n —1,—s _n —

= ;Tlgnoogt" e“’dtfgoft" e stdt = 2L {tn~ 1},
Prema induktivnoj pretpostavci,

n (n—1)! n!
F(S) = g sn = Sn+1



_ pat
f(t)=€e" aecC

E{eat} =

o3

e Stedtdt = fe (s—a)tg — 7# hm e <S’“>t\tiT
—a =

L (17 lim e_<5_“)T) =1
sS—a T—00 sS—a

Ako je Re(s —a) > 0,ondaje lim e~ (s—9)T =,
T — o0



Tabliéne Laplasove transformacije

Egzistencija

Definicija
Neka je a € R. KaZemo da je funkcija f eksponencijalnog reda v kada
t — oo ako postoje realni brojevi M > 0 i~ takvi da za svako t > a vaZi
nejednakost

[f(t)] < Me

Teorema

Ako je funkcija f po delovima neprekidna na svakom zatvorenom
intervalu [0, T] i eksponencijalnog reda ~ zat — oo, onda postoji
Laplasova transformacija funkcije f.




Dokaz za egzistenciju

Primetimo prvo da vazi

a

O/e_“f(t)dt— /e_Stf(t)dt+a/e_3tf(t)dt

0

Kako je po pretpostavci funkcija f po delovima neprekidna na intervalu [0, T, prvi integral sa
desne strane jednakosti postoji. Za drugi integral sa desne strane jednakosti vazi:

oo [e o)
[reswia = [
a a
oo T
< /efstMert =M lim /e<W*S)fdt
T— o0
a a
= M lim e('y_sﬂ\:ioT _ M
¥ — 8 T—oo = s—7

Odatle direktno sledi da za svako Re(s) > ~ dati integral konvergira, ¢ime smo dokazali da

postoji Laplasova transformacija funkcije f.



Osobine - linearnost

Teorema

Nekaje L{f(t)} = F(s) i L{g(t)} = G(s). Za sve kompleksne brojeve
a ibvazi

(L{af(t) +bg(t)} = aL {f(t)} + bL{g(t)} ]

Dokaz.
C{af(t) +bo(t)} = / =St (af(t) + by (1))t
a [ e STf(t)dt+b [ e
-/ Je
= aL{f()} +bL{g()}
e
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Tabliéne Laplasove transformacije

Primer

Primer
Izracunati £ {chat} i L{shat}. J

. . . at —at —at - L,
Koriste¢i Ojlerove formule ch at = “—+¢— ishat = c dobijamo sledece:

2 2
eat _ g—at at —at
LA{shat} = { } £lenty - E{e }
i} 1( Ly
T 2\s—-a s+a) s2-—a?
at —at at —at
L{chat} = { +e } }+£{e }
- )_ ;
T2 s—a s+a) s2—a%



Tabliéne Laplasove transformacije

Primer

Primer
Izracunati £ {cost} i L {sint}. J

Koristeéi Ojlerovu formulu

et’ = cost + isint.

na osnovu osobine linearnosti, sledi
L {e”} = L{cost} 4+ iL{sint}.

Imajuéi u vidu da smo po definiciji izveli da je £ {e**} = -1, dobijamo

s—1”

. 1 s+ s+1 s 1
L{ett) = = = i .
{ } s—is+i s2-1 s2+1+s2+1

odakle je
S 1

+ .
s2+1 s24+1
Izjednac¢avanjem realnih i imaginarnih delova, dobijamo

s 1
i L{sint} = .
s2+1 {sint} s24+1

L{cost} +iL {sint} =

LA{cost} =




Osobine - slicnost

Teorema
Neka je L{f(t)} = F(s) ia € R". Tada je

L{f(at)} =1F(2).

Smena: u = at = du = adt

L{f(at)}

a

[ersana= Femiegom=1r (2)
0 0
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Primer

Primer
Naci Laplasovu transformaciju funkcije £ {sin(at)} . J

Neka je F(s) = L {sint},1j. F(s) = 1-&-% Tada je

£ {sin(at)} = éF (%)= ___




Osobine - translacija

Teorema

_ t—a) ,t>
Neka je h(t) = f(o ) 0<i<a.

L{f(t)} = F(s). Tada je

gde je f funkcija sa osobinom

L{h(t)} = e % F(s).

Uvodjenjem smene v = t — a, dobijamo

/eSth(t)dt_o/e“h(t)dtJra/eSth(t)dt

/e_s(“+a)f(u)du
0

L{n®)} =
0
= /e_“f(t—a)dt:
= e % /efsuf(u)du =e %UF(s).
0
e
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Tabliéne Laplasove transformacije

Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije

[ (t-3)?% ,t>3
Mﬂ_{ 0 ,0<t<3.

H(s) = £{(t73)2} —e 35y {t2} _ 6735533



Tabliéne Laplasove transformacije

Osobine - prigusenje

Teorema

Neka je L{f(t)} = F(s). Tada je

L{e"f(t)} =F(s—a), aeC

c{e®tf)} = /e"“'te“tf(t)dt = /e’(s’“)tf(t)dt =F(s—a)
0 0



Tabliéne Laplasove transformacije

Primer
Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = e~2 sin 3t. J
Kako za f(t) = sin 3t vazi
F(s) = £ {sin3t} = %

dobijamo

3 3
L{e 2sin3t} = F(s42) = =
{e st } (s+2) (s+2)2+9 s2+4s+13



Tabliéne Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje originala (a)

Teorema
Nekaje L{f(t)} = F(s).

[L{f' ()} = sF(s) - £(0)]

Koristeéi parcijalnu integraciju, sa u = e~%t, dv = f/(¢)dt, dobijamo

[} T
L{f'®} = /e*“f’(t)dt: Tliﬁmoo/efstf'(t)dt
0 0
T
= lim (e*Stf(t)|:;T +s/e’5tf(t)dt)
0

T
= Jim e *Tf(T) — £(0) +5Tlgnoo/e*“f(t)dt
0

= sF(s) - £(0).



Tabliéne Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje originala

Teorema
Nekaje L{f(t)} = F(s).

L{f"(t)} = s*F(s) — s£(0) — f'(0)

L{f' O} = sC{f®}-F0
s(sL{F (D)} — £(0)) - £(0)
SF(s) - s£(0) - 1(0).



Osobine - diferenciranje originala

Teorema
Nekaje L{f(t)} = F(s).

L{fM} = s"F(s) — "L f(0) — " 2f/(0) — ... — ™D (0),n > 1.

Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom po n. Baza indukcije je uradena pod (a).

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1. Koriste€i rezultat pod (a) i induktivnu pretpostavku,
dobijamo

c{rmwy = se{smVw} -1 0)

= s (s”le(s) — S”fzf(O) - .= f”*Q([))) _ f(nfl)(o)
= STLF(S) _ sn*lf(o) — = an72(0) _ f<n71)(0)




Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = cos at. J

F(s) = L{cosat} = ,C{(fsmat)} 7£{(smat}

_ 1( a 0)_ s
T oa\Us2+4a2 T s24a?’




Tabli¢ne Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje slike (a)

Teorema

Neka je L{f(t)} = F(s). Tada je

(L{tf()} = —F(s),]

(a) Ako posmatramo izvod slike

gfﬁmt Zssq
= O/—te_Stf(t)dt =

—/e—sftf(t)dt: _L{tf(®)}.

0
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Tabliéne Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje slike (b)

Teorema

Neka je L{f(t)} = F(s). Tada je

L f(t)} = (—1)"F™(s),n > 1.

(b) Dokaz ¢emo izvesti primenom matemati¢ke indukcije po n. Baza indukcije je rezultat pod
(a). Pretpostavimo da je £ {t*~1f(t)} = (=1)"~ 1 F(»=1)(s). Koriste¢i rezultat pod (a) i
induktivnu pretpostavku, dobijamo

9 n—1
-2 (e )

= D ()R ) = (1)),

LA"f(0)}



Tabliéne Laplasove transformacije

Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = tet. J

P = et} =~y == (5) = 5o



Tabliéne Laplasove transformacije

Osobine - integracija originala

Teorema
Nekaje L{f(t)} = F(s).

s {bff(x)dx} — 1F(s)

t
Neka je h(t) = [ f(z)dz. Tadaje h/(t) = f(t) i h(0) = 0. Primenjuju¢i Laplasovu transformaciju,
0

dobijamo
LW (&)} = sL{h(t)} — h(0) = sL{h(t)} = F(s).
Odatle je
oy =",
odnosno

t
F(s)
L f(:c)da:} = .
e



Tabliéne Laplasove transformacije

Primer

Primer

t
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = [ sinudu.
0

t
F(s)=L {/sinudu} = éﬁ{sint} = ﬁ
0
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