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Nesvojstveni integral

Tema 1

Nesvojstveni integral
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Nesvojstveni integral

Intuicija

Kazemo da je
b∫
a
f(x)dx nesvojstveni ako je

a = −∞ ili b =∞ (ili važe oba uslova) prve vrste
f nije definisana u jednoj ili više tačaka x ∈ [a, b] druge vrste
treće vrste = prve vrste + druge vrste
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Nesvojstveni integral

Primer

1
∞∫
0

e−stdt - prve vrste

2
2∫
−2

1
xdx - druge vrste

3
∞∫
0

ex

x dx - treće vrste
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Nesvojstveni integral

Definicija - prve vrste

Definicija

Ako je f integrabilna funkcija na [a, x] za svako x > a, onda je

∞∫
a

f(x)dx = lim
x→∞

x∫
a

f(t)dt

Definicija

Ako je f integrabilna funkcija na [x, a] za svako x < a, onda je

a∫
−∞

f(x)dx = lim
x→−∞

a∫
x

f(t)dt

Kažemo da nesvojstveni integral konvergira ako data granična
vrednost postoji. U suprotnom, integral divergira.
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Nesvojstveni integral

Definicija - prve vrste

Definicija
Ako je f integrabilna funkcija na R, onda je

∞∫
−∞

f(x)dx = lim
x→−∞

a∫
x

f(t)dt+ lim
x→∞

x∫
a

f(t)dt

Kažemo da nesvojstveni integral konvergira ako date granične
vrednosti postoje. U suprotnom, integral divergira.
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Nesvojstveni integral

Test za konvergenciju i divergenciju

Neka je 0 ≤ f(x) ≤ g(x) za svako x ≥ a.

1
∫∞
a g(x)dx konvergira⇒

∫∞
a f(x)dx konvergira

2
∫∞
a f(x)dx divergira⇒

∫∞
a g(x)dx divergira
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Nesvojstveni integral

Test za konvergenciju (2)

Teorema

Ako nesvojstveni integral
∞∫
a
|f(x)|dx konvergira, onda nesvojstveni

integral
∞∫
a
f(x)dx konvergira.
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Nesvojstveni integral

Druge vrste - definicija

Definicija

Neka je f funkcija koja je definisana za x ∈ [a, c) ∪ (c, b].

b∫
a

f(x)dx = lim
ε→0

c−ε∫
a

f(x)dx+ lim
ε→0

b∫
c+ε

f(x)dx

Kažemo da nesvojstveni integral konvergira ako date granične
vrednosti postoje. U suprotnom, integral divergira.
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Laplasove transformacije

Tema 2

Laplasove transformacije
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Laplasove transformacije

Definicija

Definicija

Neka je s ∈ C i neka je f : [0,∞)→ C. Laplasova transformacija
funkcije f jeste funkcija (kompleksne promenljive) F definisana na
sledeći način:

F (s) =
∞∫
0

e−stf(t)dt = lim
T→∞

T∫
0

e−stf(t)dt, (1)

Pišemo,
L{f(t)} = F (s).

Kažemo da Laplasova transformacija postoji ako postoji s ∈ C za koji
integral (1) konvergira.
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Tablične Laplasove transformacije

Tema 3

Tablične Laplasove transformacije
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Tablične Laplasove transformacije

f(t) = c, c ∈ C

F (s) = c
s , Re(s) > 0

L{c} =
∞∫
0

c · e−stdt = lim
T→∞

T∫
0

c · e−stdt = lim
T→∞

(
− c
s
e−st

)
|t=T

t=0

= c
s

(
− lim
T→∞

e−sT + 1

)
= c

s

Za s = α+ iβ, α, β ∈ R, važi

lim
T→∞

e−sT = lim
T→∞

e−(α+iβ)T = lim
T→∞

e−αT e−iβT

= lim
T→∞

e−αT (cosβT − i sinβT )

= lim
T→∞

e−αT cosβT − i lim
T→∞

e−αT sinβT.

Granične vrednosti lim
T→∞

e−αT cosβT i lim
T→∞

e−αT sinβT postoje za α > 0 i tada važi

lim
T→∞

e−αT cosβT = 0 i lim
T→∞

e−αT sinβT = 0.
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Tablične Laplasove transformacije

Zašto je lim
T→∞

e−αT sin βT = 0?
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Tablične Laplasove transformacije

f(t) = tn, n ≥ 1 (indukcijom po n)

F (s) = n!
sn+1 , Re(s) > 0.

n = 1 : Pokazaćemo da je F (s) = 1
s2
.

L{t} =
∞∫
0

te−stdt = lim
T→∞

T∫
0

te−stdt.

L{t} = lim
T→∞

(
− 1
s
te−st − 1

s2
e−st

)
|t=T

t=0
= 1

s2
− lim
T→∞

( 1
s
Te−sT + 1

s2
e−sT ) = 1

s2
.
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Tablične Laplasove transformacije

f(t) = tn, n ≥ 1 (indukcijom po n)

Tn−1 ⇒ Tn : Pretpostavimo da je L
{
tn−1

}
=

(n−1)!
sn

.

L{tn} =
∞∫
0

tne−stdt = lim
T→∞

T∫
0

tne−stdt

L{tn} = lim
T→∞

(
− 1
s
tne−st|t=T

t=0
+ n

s

T∫
0

tn−1e−stdt

)
= n

s
lim
T→∞

T∫
0

tn−1e−stdt = n
s

∞∫
0

tn−1e−stdt = n
s
L
{
tn−1

}
.

Prema induktivnoj pretpostavci,

F (s) =
n

s
·
(n− 1)!

sn
=

n!

sn+1
.
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Tablične Laplasove transformacije

f(t) = eat, a ∈ C

F (s) = 1
s−a , Re(s) > Re(a)

L
{
eat
}

=
∞∫
0

e−steatdt =
∞∫
0

e−(s−a)tdt = − 1
s−a lim

T→∞
e−(s−a)t|t=T

t=0

= 1
s−a

(
1− lim

T→∞
e−(s−a)T

)
= 1

s−a .

Ako je Re(s− a) > 0, onda je lim
T→∞

e−(s−a)T = 0.
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Tablične Laplasove transformacije

Egzistencija

Definicija
Neka je a ∈ R. Kažemo da je funkcija f eksponencijalnog reda γ kada
t→∞ ako postoje realni brojevi M > 0 i γ takvi da za svako t > a važi
nejednakost

|f(t)| < Meγt

Teorema
Ako je funkcija f po delovima neprekidna na svakom zatvorenom
intervalu [0, T ] i eksponencijalnog reda γ za t→∞, onda postoji
Laplasova transformacija funkcije f.
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Tablične Laplasove transformacije

Dokaz za egzistenciju
Primetimo prvo da važi

∞∫
0

e−stf(t)dt =

a∫
0

e−stf(t)dt+

∞∫
a

e−stf(t)dt

Kako je po pretpostavci funkcija f po delovima neprekidna na intervalu [0, T ], prvi integral sa
desne strane jednakosti postoji. Za drugi integral sa desne strane jednakosti važi:

∞∫
a

|e−stf(t)|dt =

∞∫
a

e−st|f(t)|dt

≤
∞∫
a

e−stMeγtdt =M lim
T→∞

T∫
a

e(γ−s)tdt

=
M

γ − s
lim
T→∞

e(γ−s)t|
t=T

t=0
=

M

s− γ

Odatle direktno sledi da za svako Re(s) > γ dati integral konvergira, čime smo dokazali da

postoji Laplasova transformacija funkcije f.
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - linearnost

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s) i L{g(t)} = G(s). Za sve kompleksne brojeve
a i b važi

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)} .

Dokaz.

L{af(t) + bg(t)} =

∞∫
0

e−st(af(t) + bg(t))dt

= a

∞∫
0

e−stf(t)dt+ b

∞∫
0

e−stg(t)dt

= aL{f(t)}+ bL{g(t)}
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Izračunati L{ch at} i L{sh at} .

Koristeći Ojlerove formule ch at = eat+e−at

2
i sh at = eat−e−at

2
, dobijamo sledeće:

L{sh at} = L
{
eat − e−at

2

}
=
L
{
eat
}
− L

{
e−at

}
2

=
1

2

(
1

s− a
−

1

s+ a

)
=

a

s2 − a2
.

L{ch at} = L
{
eat + e−at

2

}
=
L
{
eat
}
+ L

{
e−at

}
2

=
1

2

(
1

s− a
+

1

s+ a

)
=

s

s2 − a2
.
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Izračunati L{cos t} i L{sin t} .

Koristeći Ojlerovu formulu
eti = cos t+ i sin t.

na osnovu osobine linearnosti, sledi

L
{
eti
}
= L{cos t}+ iL{sin t} .

Imajući u vidu da smo po definiciji izveli da je L
{
eti
}
= 1

s−i , dobijamo

L
{
eti
}
=

1

s− i
s+ i

s+ i
=

s+ i

s2 − 1
=

s

s2 + 1
+ i

1

s2 + 1
.

odakle je

L{cos t}+ iL{sin t} =
s

s2 + 1
+ i

1

s2 + 1
.

Izjednačavanjem realnih i imaginarnih delova, dobijamo

L{cos t} =
s

s2 + 1
i L{sin t} =

1

s2 + 1
.
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - sličnost

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s) i a ∈ R+. Tada je

L{f(at)} = 1
aF
(
s
a

)
.

Smena: u = at⇒ du = adt

L{f(at)} =

∞∫
0

e−stf(at)dt =
1

a

∞∫
0

e−
s
a
uf(u)du =

1

a
F
( s
a

)
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Naći Laplasovu transformaciju funkcije L{sin(at)} .

Neka je F (s) = L{sin t} , tj. F (s) = 1
1+s2

. Tada je

L{sin(at)} =
1

a
F
( s
a

)
=

1

a

1

1 + ( s
a
)2

=
a

s2 + a2
.
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - translacija

Teorema

Neka je h(t) =
{
f(t− a) , t ≥ a

0 , 0 ≤ t < a.
gde je f funkcija sa osobinom

L{f(t)} = F (s). Tada je

L{h(t)} = e−asF (s).

Uvodjenjem smene u = t− a, dobijamo

L{h(t)} =

∞∫
0

e−sth(t)dt =

a∫
0

e−sth(t)dt+

∞∫
a

e−sth(t)dt

=

∞∫
a

e−stf(t− a)dt =
∞∫
0

e−s(u+a)f(u)du

= e−sa
∞∫
0

e−suf(u)du = e−saF (s).
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije

h(t) =

{
(t− 3)2 , t ≥ 3

0 , 0 ≤ t < 3.

H(s) = L
{
(t− 3)2

}
= e−3sL

{
t2
}
= e−3s 2

s3
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - prigušenje

Teorema

Neka je L{f(t)} = F (s). Tada je

L
{
eatf(t)

}
= F (s− a), a ∈ C

L
{
eatf(t)

}
=

∞∫
0

e−steatf(t)dt =

∞∫
0

e−(s−a)tf(t)dt = F (s− a)
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer

Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = e−2t sin 3t.

Kako za f(t) = sin 3t važi

F (s) = L{sin 3t} =
3

s2 + 9
,

dobijamo

L
{
e−2t sin 3t

}
= F (s+ 2) =

3

(s+ 2)2 + 9
=

3

s2 + 4s+ 13
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje originala (a)

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s).

L{f ′(t)} = sF (s)− f(0)

Koristeći parcijalnu integraciju, sa u = e−st, dv = f ′(t)dt, dobijamo

L
{
f ′(t)

}
=

∞∫
0

e−stf ′(t)dt = lim
T→∞

T∫
0

e−stf ′(t)dt

= lim
T→∞

(
e−stf(t)|

t=T

t=0
+ s

T∫
0

e−stf(t)dt
)

= lim
T→∞

e−sT f(T )− f(0) + s lim
T→∞

T∫
0

e−stf(t)dt

= sF (s)− f(0).
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje originala

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s).

L{f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

L
{
f ′′(t)

}
= sL

{
f ′(t)

}
− f ′(0)

= s(sL{f(t)} − f(0))− f ′(0)
= s2F (s)− sf(0)− f ′(0).
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje originala

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s).

L
{
f (n)

}
= snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0), n ≥ 1.

Dokaz ćemo izvesti matematičkom indukcijom po n. Baza indukcije je urad̄ena pod (a).
Pretpostavimo da tvrd̄enje važi za n− 1. Koristeći rezultat pod (a) i induktivnu pretpostavku,
dobijamo

L
{
f (n)(t)

}
= sL

{
f (n−1)(t)

}
− f (n−1)(0)

= s
(
sn−1F (s)− sn−2f(0)− . . .− fn−2(0)

)
− f (n−1)(0)

= snF (s)− sn−1f(0)− . . .− sfn−2(0)− f (n−1)(0).
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = cos at.

F (s) = L{cos at} = L
{(

1

a
sin at

)′}
=

1

a
L
{
(sin at)′

}
=

1

a

(
s

a

s2 + a2
− 0

)
=

s

s2 + a2
.
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje slike (a)

Teorema

Neka je L{f(t)} = F (s). Tada je

L{tf(t)} = −F ′(s),

(a) Ako posmatramo izvod slike,

F ′(s) =
∂

∂s

∞∫
0

e−stf(t)dt =

∞∫
0

∂

∂s
e−stf(t)dt

=

∞∫
0

−te−stf(t)dt = −
∞∫
0

e−sttf(t)dt = −L{tf(t)} .
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - diferenciranje slike (b)

Teorema

Neka je L{f(t)} = F (s). Tada je

L{tnf(t)} = (−1)nF (n)(s), n ≥ 1.

(b) Dokaz ćemo izvesti primenom matematičke indukcije po n. Baza indukcije je rezultat pod
(a). Pretpostavimo da je L

{
tn−1f(t)

}
= (−1)n−1F (n−1)(s). Koristeći rezultat pod (a) i

induktivnu pretpostavku, dobijamo

L{tnf(t)} = −
∂

∂s

(
L
{
tn−1f(t)

})
= −

∂

∂s

(
(−1)n−1F (n−1)(s)

)
= (−1)nF (n)(s).
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = tet.

F (s) = L
{
tet
}
= −(L

{
et
}
)′ = −

(
1

s− 1

)
=

1

(s− 1)2
.
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Tablične Laplasove transformacije

Osobine - integracija originala

Teorema
Neka je L{f(t)} = F (s).

L
{

t∫
0

f(x)dx

}
= 1

sF (s)

Neka je h(t) =
t∫
0

f(x)dx. Tada je h′(t) = f(t) i h(0) = 0. Primenjujući Laplasovu transformaciju,

dobijamo
L
{
h′(t)

}
= sL{h(t)} − h(0) = sL{h(t)} = F (s).

Odatle je

L{h(t)} =
F (s)

s
,

odnosno

L


t∫

0

f(x)dx

 =
F (s)

s
.
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Tablične Laplasove transformacije

Primer

Primer

Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) =
t∫
0

sinudu.

F (s) = L


t∫

0

sinudu

 =
1

s
L{sin t} =

1

s(s2 + 1)
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