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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Tema 1

Diferencijalni racun funkcije dve promenljive
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Realne funkcije dve realne promenljive

2= f(z,y), (z,y) € DCR?
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Realne funkcije dve realne promenljive
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Parcijalni izvodi prvog reda

Neka je (z1,y1) unutradnja tacka skupa D.
Definicija
Ako postoji grani¢na vrednost

. flxr + Az, y1) — f(z1, 1)
11m
Az—0 Az

onda tu granic¢nu vrednost nazivamo parcijalni izvod prvog reda
funkcije f po promenljivoj x u tacki (x1,y1) i 0znacavamo je sa

0 .
T i o).




Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi prvog reda - primer

Primer
Neka je = = x*> — 3y3. Odrediti, po definiciji, parcijalne izvode prvog
reda funkcije = u tacki (1,1).

Resenje. Primenom definicije dobijamo sledece:

) 1+Az)2—-3—-1+3
(1) = Alyzo( )M =

2
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Realne funkcije dve realne promenljive
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi 1. reda - geometrijska interpretacija

(x1,91) € D
Cx: {(55,?/72) :y:ylaz:f(x)y)v('xay) ED}
z
Y C B
A%

FE

:51 mlJ;AxfE

tg(LEAB) = %(331,3/1)

BE
%(9317?/1) = Az

BE = g—;(azl,yl) - Ax
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi prvog reda

Neka je (z1,y1) unutradnja tacka skupa D.

Definicija
Ako postoji

lim
Ay—0

f(x1,y1 + Ay) — f(z1,11)

Ay

onda tu grani¢nu vrednost nazivamo parcijalni izvod prvog reda
funkcije f po promenljivojy u tacki (x1,y,) i 0znacavamo je sa

Of(x1,y1)

G o).

October 22, 2021
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi prvog reda - primer

Primer
Neka je » = 2% — 3y3. Odrediti, po definiciji, parcijalne izvode prvog
reda funkcije z u tacki (1,1).

Resenje. Primenom definicije dobijamo sledece:

1-3(14+Ay)? -1
2(1,1) = lim SU+ Ay —1+3

Ay—0 Az -9
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi 1. reda - geometrijska interpretacija
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Parcijalni izvodi 1. reda - geometrijska interpretacija

(x1,91) € D
Cy={(z,y,2) :x =21,z = f(z,y), (x,y) € D}.
z Cy o
G
AZ/
111 X

tg(LGAC) = %(1‘17%)
GC = %Z(M,?ﬂ) Ay
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

lzvod u pravcu

Definicija
Neka je z = f(x,y) i neka je 5o = (s1, s2) jedinicni vektor.
Izvod funkcije =z u pravcu vektora sy u tacki (x1,11) je

of T flaxy +ts1,y1 +ts2) — f(x1,11)
875»0(1’173/1) —%g% n

Specijalni slu¢ajevi:

@ Akoje 5 = (1,0), onda je L (z1,41) = &L (w1, ).
@ Akoje 5 = (0,1), onda je F&-(z1,41) = %($1’y1)'



Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Izvod u pravcu - geometrijska interpretacija
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Totalni diferencijal prvog reda
Ako je (dz,dy) # (0,0), onda su ﬁ,ﬁ i AD koplanarni.

AB = (AE,0,EB) = (dz,0, z.dz)
AC = (0,AG,GC) = (0,dy, z,dy)
AD = (AE,EF,FD) = (dz,dy, FD)

Tada vazi:

dr 0 zpdx
0 dy zdy
dex dy FD

[ﬁ,@,ﬁ] =0 <

=0

& FD = zpdr + zydy
& FD=dz



Totalni diferencijal prvog reda

z
B o A (z1 + Az, y1 + Ay)
A/(‘Tlvyl) ®
T
DF = dz=zz(A)dz + zy(A)dy (dz = Az, dy = Ay)
MF = As(A') = 2(A") - 2(A) = 2(o1 + Az, g1 + Ay) — 2(z1,91)
EB = 2z,(A)dx
GC = zy(A)dy
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Totalni diferencijal prvog reda

Teorema

Neka su P = P(x,y) i Q = Q(x,y) funkcije dve promenljive Ciji
parcijalni izvodi prvog reda P,(x,y) i Q(x,y) su neprekidne funkcije
na D. Tada postoji funkcija z = f(x,y) Ciji totalni diferencijal je

dz(z,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy

ako i samo ako vazi
Py(xvy) = QCIZ(‘T7y)
za sve (z,y) € D.

(=) Ako je fu(x,y) = P(z,y) i fy(z,y) = Q(z,y), tada je

Py(x,y) = fﬂﬂy(x’y) = fyflf(x7y) = Qx(x>y)




Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Totalni diferencijal prvog reda

Primer

Odrediti funkciju z = f(x,y) Ciji totalni diferencijal je oblika
dz(z,y) = (6zy® + 5) da + (92%y* + 6) dy.

Neka je P(z,y) = 6zy® +5i Q(x,y) = 922y> + 6.
Py(z,y) = 18zy* = Q.(z,y) = postoji takva funkcija z

fe(z,y) =62y +5 fy(z,y) = 92%y% + 6
flx,y) = 32%y® 4+ 52 + ¢(y)
fy(2,y) = 922y + ¢/ (y)
92°y* + ¢'(y) = 92%y> + 6
¢'(y) =6
p(y) =6y +C
‘ f(z,y) = 32%y% + 52 + 6y + C.
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Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Totalni diferencijal prvog reda

Primer
Pod pretpostavkom da je dz ~ Az, priblizno izracunati vrednost

V1.9 + 25.02.
Posmatra¢emo: z = /= +y, A(2,25), Az = —0.1, Ay = 0.02.

dz(2,25) ~ Az(2,25) =
dz(2,25) ~ 2(2+ (=0.1),25 + 0.02) — 2(2,25) =
2(1.9,25.02) ~ 2(2,25) + dz(2, 25)

‘Az:z(x—i—Ax,y-i-Ay)—Z(%y)‘




Diferencijalni ra¢un funkcije dve promenljive

Totalni diferencijal prvog reda

Primer
Pod pretpostavkom da je dz ~ Az, priblizno izraCunati vrednost

V1.9 + 25.02.
z=Jxr+y, Az =—-0.1,Ay = 0.02

1 1
y Ry =
3/ (x+y)? 3/ (x +y)?

Zy —

1 1 ,

dz(2,25) = z(2,25)dx + z,(2,25)dy = - (=0.1) + - (0.02

(2.25) (2,28)da + 2,(2,25)dy = s (<0.0) # s (0.02
10 2 8

= (04 o (002 = -

27 9700 T 2700 — 2700

2(1.9,25.2) = 2(2,25) + dz(2,25) = /2 4+ 25 — 2700 =3- 2700 ~ 2.997
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Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Tema 2

Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda
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Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Parcijalni izvodi viSeg reda

Definicija
Ako postoje parcijalni izvodi prvog reda funkcija 3 9f af na otvorenom
skupu D, onda te /zvode nazivamo drug/ parcualn/ /zvod/ i oznacavamo

okl o), s (Fuo) 5 (1 Fyy) T 0k (il o). Vi

2f _ o(of 2f _ o(of
Ox2 - 9z \ oz Oy? — Oy \ 0y
s o (of 0 _ o (of
Oxdy oz \ dy dydx Oy \ Oz




Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Mesoviti parcijalni izvodi

Teorema

Parcijalni izvodi viseg reda Ako postoje drugi mesoviti parcijalni izvodi
92f ; O*f

ayoz | azay U nekoj okolini tacke (x1,y1) I neprekidni su u tacki (x1,y1),
onda su oni i jednaki u toj tacki, tj. vaZi

2f f
8.’1}61} (l‘l,yl) - ayax ($17y1)‘
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Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Parcijalni izvodi drugog reda - primer

Primer
Neka je z = 2%y? — 3x + xy*. Odrediti
22z (1, 1), 2y (1, 1), 2y (1, 1) 1 2 (1, 1).

2y = 322y? — 3+ ¢4 Zy = 223y + dxy3
2x(1,1) =1 2y(1,1) =6

Zgw = 621> Zgy = 622y + 41° Zyp = 622y + 413 Zyy = 223 + 12212
Zz2(1,1) =6 24y(1,1) = 10 2yz(1,1) = 10 Zyy = 14

Heseova matrica:
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Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Totalni diferencijal drugog reda

Uvedimo oznake:

dz’ = (do)® = (da)(dx)  dy® = (dy)* = (dy)(dy).
Ako su parcijalni izvodi drugog reda neprekidni u okolini (z,y), tada je

Pf(z,y) = d(df) =d(fe(z,y)de+ fy(z,y)dy)
(frz(2,y)dx + fye(x,y)dy)dx

(fzy xz, y)dx + fyy(xa y)dy)dy

foa(@,y)da? + 2 foy (2, y)dady + fyy(z, y)dy?

=+

Simbolicki,

2f = (aaxdx + aaydy)Qf.



Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Totalni diferencijal visSeg reda

Sli¢no se dobija i totalni diferencijal reda n (n > 2):

& f = (%dw + (,idy)nf.

Primer
Koristimo: (a + b)? = a3 + 3a%b + 3ab? + b3

d a3
aBf = (adera—ydy)f
0 0 o 0 3
= (5 (dn)®+3 dx)® —dy +3_—dx dy)? d 3)
(s 0® + 3oy e)? 2ty 3 2o D + () 1
Of 5 3 0 (Of o (0%f o*f
= gl +3 (7) 2dy + 35— (872) dzdy2+a—y3dy3

= frowdz® + 3fyradrdy + 3fyyadrdy® + fyyydy

V.

= = = = oyt
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Parcijalni izvodi i totalni diferencijali viSeg reda

Totalni diferencijali viseg reda - primer

Primer
Neka je z = z%y? — 3z + xy*. Odrediti dz(1,1) i d*z(1,1). J

2 = 32%y? — 3+ ¢y 2y = 223y + day?
2:(1,1) =1 2y(1,1) =6

dz(1,1) = z,(1,1)dz + 2,(1,1)dy = dz + 6dy.

Zew = 61> Zgpy = 622y + 49 Zyy = 223 + 127>
Zz2(1,1) =6 24y(1,1) = 10 Zyy = 14

d?2(1,1) = 250(1,1)da? + 2245 (1, 1)dzdy + 2,y(1, 1)dy?
= 6dx? + 20dzdy + 14dy>.
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