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Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Tema 1

Realne funkcije vise realnih promenljivih
- neka uopstenja -
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Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Realne funkcije viSe realne promenljive

z=f(x1,...,2p)

(x1,...,2p) €E DCR" n>2
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Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Realne funkcije viSe realnih promenljivih - parcijalni
izvodi

Neka je z = f(z1,...,zy). Parcijali izvod prvog reda po z;, 1 <i <n,
definisan je sa

of lim flay, oo+ Axyy oo xp) — for, ooy Ty ooy )

({9:6,‘ o Ax;—0 sz
Tako dobijamo
of of
fg;l,...,fxn aixl,...,aixn.



Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Realne funkcije viSe realnih promenljivih - totalni
diferencijal

Neka je z = f(z1,...,z,) diferencijabilna na D. Tada je totalni
diferencijal prvog reda funkcije z

dz = fydx1 + fodva + ...+ fo,dzy.

e October 29, 2021
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Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Realne funkcije visSe realnih promenljivih

Primer

Odrediti parcijalne izvode i totalni diferencijal prvog reda funkcije
u = 4x°y%2 + 4o — 5y%2 + w2

Uy = 20m4y22 +44z
Uy = 8x5yz — 10yz
u, = 4%y -5+
du = (20zty?z + 4+ 2)dx + (82°yz — 10y2)dy + (42y? — 5y* + x)dz
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Realne funkcije vise realnih promenljivih , - neka uopstenja -

Realne funkcije visSe realnih promenljivih

Nekaje Z = (z1,...,x,) 1 dZ = (dzq, ..., dx,).
Uvedimo simbolicku oznaku

_ 0 0
V= (%)

Tada je gradijent od u, u iznaci gradu ili Vu,

cul (D O\, _(0n 0w
\ 9z Oz, \ 9z Oz,

i dalje je
du = Uy dry + Uz, dra + ...+ Uy, dTy,
(Ugys gy - -+, Ug, ) - (dx1,dxo, . .. dry)
= Vu-dZ



Izvod sloZene funkcije

Tema 2

Izvod slozene funkcije
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Izvod sloZene funkcije

Izvod sloZzene funkcije

Teorema
Neka je funkcija z = f(x,y) (tj. f: D1 C R? — R) diferencijabilna i

r=ua(t),y=y(t), teDCR, (x,9):D— Dr.
Tada vaZi lan¢ano pravilo

dz _ 0fdr  0fdy
dt Oz dt Oydt
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Izvod sloZene funkcije

Izvod sloZzene funkcije

Primer
Odrediti prvi izvod funkcije z(t) = Ve + sint + ! + 2sint J

Uvedimo smenu z(t) = €' i y(t) = sint. Tada je

=V (@(t)? + y(t) + z(t) + 2y(t).

Primenom lan€anog pravila, dobijamo

0z _ o zl) 4,y 0z _ 1
Ox GOrLm 2¢/(())2+y (1)
‘é—f = ¢ % = cost
dz  _ z(t) et 1 .
at ( (z(t))%y(t)“) c +(2 (w(t>>2+y<t>+2> cost



Izvod sloZene funkcije

Izvod sloZzene funkcije

Teorema
Neka je funkcija z = f(u,v), (u,v) € D; CR? |

(u,v) : D — Dy, D C R?
u=u(z,y), v=uv(z,vy)

Ako f ima neprekidne parcijalne izvode prvog reda po u iv, au iv
imaju parcijalne izvode prvog reda po x iy, tada vazi

0= 9fdu  Of dv

9z~ Oudz  dvos
0: _ ofou  ofov
dy  Oudy Ovy
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Izvod sloZzene funkcije

Primer
Neka je data funkcija z = 22 + 1?2, gde je

’LL2 —’U2

r(u,v) = “—= y(u,v) = uv.
Odrediti z, i z,.
2 g, O92_, Ox_  0x_ 0y _ % _
or 8y_y ou ov ou ov
0z u? — v?
— = 9 . . =92. X 2: 3
50 z(u,v) - u+y(u,v) - v 5 u+uv” =u
2 _ .2
% = 2$(u,v)-(fv)+y(u,v)-u:2~u 211 (—v) +u?v =23
v

e October 29,2021 12/19



Izvod sloZene funkcije

Izvod sloZzene funkcije

Primer
Neka je data funkcija = = 2% + 142, gde je

z(u,v) = # y(u,v) = uv.

Odrediti z,, i zy.

Ako zamenimo izraze koji definiSu funkcije x i y u izraz za z, dobijamo

2 ,2)2 1 1
(u” —v?) 4+ —u2e? = 7(u4+v4).

uv) == 2 4

Sada je

3

350 zy(u,v) =05

zu(u,v) = u
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Izvod implicitno zadate funkcije

Tema 3

|zvod implicitno zadate funkcije




Izvod implicitno zadate funkcije

lzvod implicitno zadate funkcije

Neka je F : D — R, D C R3. Kazemo da je jednaginom
F(l’, Y, Z) =0

implicitno zadata funkcija z = f(z,y) ako je z jedinstvena funkcija sa
osobinom da za svaki element (z,y) nekog skupa () # D; C R? vazi

F(x,y,2(z,y)) =0i(z,y,2(z,y)) € D.



lzvod implicitno zadate funkcije

Teorema
Neka je funkcija = = f(x,y) data implicitno jednacinom

F(z,y,2z)=0

za koju postoje parcijalni izvodi F., F,, F, i vaZi
F.(z1,y1, f(71,1)) # 0 za svako (z1,y1) € Dy Tada je

of Fo(xzi,y1,21) . Of Fy(x1,y1, 21)
——(z1,p1) =" | ——(r1,1n)=-—L—"""<
555( 1) F.(x1,y1,21) 3y( by) F.(z1,y1, 21)

(21 = f(z1,91))
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lzvod implicitno zadate funkcije
Ako je F(z,y,z) = 0ondaje dF(x,y,z) = 0. U jednacinu
dF =0 . Fudz+ Fydy+ F.dz=0

uvrstimo
dz = fedx + fydy.
Tako dobijamo sledece:

Fpdx + Fydy + F.(fzdx + fydy) =0
& (Fp+ Fafy)de + (Fy + F.fy)dy =0
& Fo+F.fi=0ANF,+F.f,=0

Za Fz(xlvylv Z(xlyyl)) 7é 0)

Fy(x1,y1,21)
F.(x1,y1,21)

Fy(xla Y1, Zl)
F.(x1,91,21)

fe(z1,91) = — , fylz,m) = —
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Izvod implicitno zadate funkcije

lzvod implicitno zadate funkcije

Primer
Neka je funkcija = = f(x,y) data implicitno jednacinom

22y + 20%yz +sinz — 1= 0.

Izradunati z,(1,1) i z,(1,1).

Zar=y=1:2z24sinz=0&snz=-2z< 2=0.

u

/\ U = sin z
\\/2
u = —2z
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Izvod implicitno zadate funkcije

lzvod implicitno zadate funkcije

Primer
Neka je funkcija = = f(x,y) data implicitno jednacinom

22y + 22%yz +sinz — 1= 0.

Izradunati z,,(1,1) i z,(1,1).

Diferenciranjem zadate jednacine po x i po y,

Quy+Azyz+222yze+zpcosz2 =0 i x?+2222422%yz,+ 2, cos z = 0.
y T2y
_ 2zy+dayz i . 22 + 2222
222y + cos z Y 222y 4 cosz
2 . 1
ZCE(]-) ].) = —g | Zy(]., 1) = —g
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