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JednacCina tangente na krivu (podsetnik)
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=

7 i = (f'(x1), -1)

t:y—y1 = f'(z1)(x — 1)

y = f(=)
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cy=fllz)(@—21) + 0
f)(@—21)—(y—y1) =0
S(f(w1),-1) - (z—21,y—y1) =0

i (F—71)=0
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Vektor nomale tangetne ravni

z

B o A(z1 + Az, y + Ay)
A'(z1,y1) *
T
AD = (dx, 0, frdx) AC = (0, dy, fydy)
i ik
0 dy fydy

Odatle je vektor normale tangetne ravni i = (f,, fy, —1).



Jednacina tangentne ravni na povrs$ (eksplicitno)

ags ® v . v ﬁ:(.f;na.[1/5_1>
Odrediti jednacinu tangentne ravni povrsi &}Z

S={(z,y,2) € R3: 2= f(z,y), (z,y) € D} -
u tacki (z1,y1,21), gde je z1 = f(x1,41).
Jednacina ravni koja sadrZi tacku 71 = (x1,y1,21) je oblika

a:n L (F—7) a:f-(F=71)=0

&

Aad ai(fz,fyvl)'(fﬂwl,yyhzzl):()m
< a:tfa(z—z1)+ fy(y—y1) —(2—21)=0

&

a:z= fo(r—z)+ fyly—y1) + 21

a:z—z1 = folzi,y)(x —21) + fy(z, 1) (y — v1)




Primer

Primer
Odrediti jednacinu tangentne ravni povrsi date jednacinom
z=at + 2y +y* — 19 u tacki (-2, 3).

Vrednost z u (—2,3) :

z=at+ay+1y? —19= 2(—2,3) = (—2)* +(-2)-3+32-19=16-6+9-19=0

Parcijalni izvodi prvog reda:

of 3 of
] =L = 2
ox =ty dy T2y
Vektor normale:
= (fe(—2,3), fy(=2,3),—1) = (4- (—2)3+3,(-2)+2-3,—-1) = (—29,4,—1)

o: =29z —-2)+4(y+3)—(2—2)=0& —292+4y—2+70=0



Jednacina tangentne ravni - implicitno

Odrediti jednacinu tangentne ravni povrsi povrSi zadate implicitno

S = {(.CL‘,y,Z) ER’: F(x,y,z) = 0}
u tacki (zl,yl,zl), gde je 21 = f(xl,yl) i Fz(xl,yl,zl) 75 0.

z—z1 = fa(z1,y1)(z —21) + fy(z1,y1)(y — y1)
Fr(x1,y1,21) Fy(x1,y1,21)
_T2EL YL gy - SELYL A

& z—z1 =
Fz(21,91,21) F(21,91,21)

(y — 1)

’ (F(z1,91,21), Fy(®1,91, 21), Fz (21,91, 21)) - (x — 21,9y —y1,2 — 21) =0

/\ﬁ: (Fz(z1,91,21), Fy (1,91, 21), Fz(z1, 91, 21))



Jednacina tangentne ravni

Primer
Odrediti jednacinu tangentne ravni na povrs datu jednacinom
x? +y? + 22 = 30 u tacki (1, -2, z1) u kojoj je z > 0.

Ako uvrstimo (1, —2) u jednacinu povrsi, za z; > 0, dobijamo

z1 =v30—-1—-4=05.

= (F93(17 -2, 5)7 Fy(17 -2, 5)7 FZ(17 -2, 5)) = (27 —4, 10)

n-(F—7)=0 & 2xz—-1)—4(y+2)+10(z—5)=0
& 22 —4y+ 10z — 60 = 0.



|
Geometrijska interpretacija gradijenta Vf = (f., f,)

S: z=f(z,y) data povr$

a: z—z1 = fe(xr,y1)(x —21) + fy(z1,91)(y —y1) tangentna ravan
S1: z2=2

Ja(z1,y1)(@ —@1) + fy(z1,y1)(y —y1) =0

i=vf
< (fe(zi,y1), fy(z1,91)) (. — 21,y —31) =0

< (fa(z1,y1), fy(z1,91)) L (z — 21,9 —y1)

< V() l(@—z1,y—y). Fwy) = =
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Geometrijska interpretacija gradijenta VF

S: F(x,y,z) =0
a: (Fyp(zi,yi,21), Fy(z, v, 21), Fao(z,01,21)) L (v — 2,y — 1, 2 — 21)

VF(z1,y1,21) L (x — 21,y — y1,2 — 21).

/\ﬁ: VF(z1,y1,21)
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Relativne ekstremne vrednosti

Tema 1

Relativhe ekstremne vrednosti }




Relativne ekstremne vrednosti

Relativhe ekstremne vrednosti

Definicija
Funkcija f ima (strogi) relativni tj. lokalni maksimum u tacki

(a1,...,a,) € D° ako postojie > 0 takvo da za svei € {1,...,n} sa
osobinom 0 < |Ax;| < e, vaZi

flar,...;an) > flar + Az, ...;an + Azy) G Af(xq,...,2,) <O0.

y

/a—aaa-i—a\ x



Relativne ekstremne vrednosti

Relativhe ekstremne vrednosti

Definicija
Funkcija f ima (strogi) relativni tj. lokalni minimum u tacki

(a1,...,a,) € D° ako postojie > 0 takvo da za svei € {1,...,n} sa
osobinom 0 < |Ax;| < e, vaZi

flar,...;an) < flar + Axq,...,an + Azy) G Af(xq,...,2,) > 0.

\afz-:anrE/




Potrebni uslovi

Teorema
Ako u tacki A(aq, ..., a,) € D° postoje parcijalni izvodi prvog reda
funkcije f i f ima ekstremnu vrednost u tacki A, onda je
| fn(A)=0 . fo(A)=0. |
Vf(A)=0
df(A) =0

A je stacionarna tacka funkcije f.



Relativne ekstremne vrednosti

Dovoljni uslovi

Teorema
Neka je A(aq, ..., a,) € D° stacionarna tacka funkcije f.
(i) Akojed?f(A) <0, (dxy,...,dx,) # (0,...,0), funkcija f ima
relativni maksimum u tacki A.
(i) Akojed®f(A) >0, (dx,...,dx,) # (0,...,0), funkcija f ima
relativni minimum u tacki A.
(ili) Ako d?f(A) menja znak za razne vrednosti
(dr1,...,dx,) #(0,...,0), funkcija f nema ni relativni minimum ni
relativni maksimum u tacki A.

4




Dovoljni uslovi

Neka je dZ = (dxq, ..., dx,). Ako funkciju f u taCki A aproksimiramo
Tejlorovim polinomom drugog reda, onda je

1 1
F(A+dE) ~ f(A) + df(A) + 5d*(A) & AF(A) ~ df (4) + 3d*(4)
To znadi da u slu¢aju kada je A stacionarna tacka dobijamo

Af(A) ~ %dzz(A)



Relativne ekstremne vrednosti

Heseova matrica

Definicija

Neka je [ = f(x1,z2,...,20), (T1,22,...,

xn) € D CR"™, ineka su

neprekidni svi njeni parcijalni izvodi drugog reda na D. Tada je
Heseova matrica (ili Hesijan) funkcije f kvadratna matrica reda n

definisana sa
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Relativne ekstremne vrednosti

Heseova matrica i totalni diferencijal 2. reda

Mozemo primetiti da se totalni deferencijal drugog reda funkcije F
moze predstaviti uz pomoé Heseove matrice na sledeci nacin:

fxll‘l fx2501 s fxnm dry
Pf = [doy day .. dey) | S Jee o Joae | de2
fw1xn fxgzn . f:vn:vn dzy,

tji. utacki A je

d*f(A) = (dz)" - H(f(A)) - d&f

gde je sa (d7)T oznacen vektor [dz1 dzs . .. dz,).
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Relativne ekstremne vrednosti

Pozitivno i negativno definitne matrice

Definicija
Za simetri¢nu kvadratnu matricu A reda n kaZemo da je pozitivno

definitna ako je vrednost
()T Az

strogo pozitivha za sve vektore
(&) =[xy 29...2,) #1[00...0].

Ako je ta vrednost nenegativna onda kazemo da je A pozitivno
semi-definitna. Slicno se definiSu negativno definitna i negativno
semi-definitna matrica. )




Relativne ekstremne vrednosti

Neka funkcija f = f(z1,...,x,) ima neprekidne parcijalne izvode
drugog reda u stacionarnoj tacki A.
(i) Ako je H(f(A)) pozitivno definitna kada je d # 0, onda f u A ima
strogi lokalni minimum,
(i) Ako je H(f(A)) negativno definitna kada je dz # 0, , onda f u A
ima strogi lokalni maksimum.



Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Tema 2

Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive




Stacionarne tacke - potrebni uslovi

Neka je z = f(z,v), (z,y) € D C R? ineka u tacki A(zy1,y1) € D°
postoje parcijalni izvodi prvog reda funkcije z.

Definicija
Tacka A je stacionarna tacka funkcije f ako vaZe sledeca dva uslova:

fo(xi,91) =0 0 fy(x1,y1) =0. ‘




Stacionarne tacke - potrebni uslovi

Teorema

Ako postoje parcijalni izvodi prvog reda funkcije z = f(x,y) u tacki
(x1,y1) € D° iz ima ekstremnu vrednost u tacki (x1,y1), onda je
(x1,11) stacionarna tacka funkcije f.

z ima relativnu ekstremnu vrednost (x1,y1)

g1(z) = f(z,11) 92(y) = f(x1,y)
imaju relativne ekstremne vrednosti u x = 27 odnosno y = 11

gi(x1) =0 g(y) =0 = |falzr,y1) =0  fy(z1,51) =0
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Dovoljni uslovi

Teorema

Neka je A(x1,y1) stacionarna tacka funkcije = = f(x,y) koja ima
neprekidne parcijalne izvode drugog reda i neka je

zzz(A)  2yz(A)

Dy(A) = [H(2(4)] = = (2eazyy — 22y) (A)-

zoy(A)  2yy(A)
(i)
(ii)

(iii) D2(A) < 0: z nema ni maksimum ni minimum u tacki A
(sedlasta tacka)

Da(A) > 0, 240(A) < 0 (il 2, (A) < 0): z ima maksimum u tacki A;
Da(A) > 0, 2z (A) > 0 (ili 2, (A) > 0): 2 ima minimum u tacki A;

November 5, 2021
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Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Dovoljni uslovi - dokaz

dQZ = chdx2 + Qnyd$dy + Zyydy2 (dy 75 0)
2
= dy2 <Z:ca: (?Tz) + 2ny% —+ Zyy
f(t) = ZxxtQ + Qnyt + Zyy, t = %

(f(t) >0V f(t) <0) < zgy — ZpaZyy < 0

@ 2, > 0:d%z >0 (f imaminimumi £(¢) > 0)
@ 2., <0:d%*2 <0 (f imamaksimum i f(t) < 0)



Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Primer
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije = : R?> — R definisane sa

z=a% 49> — 3z — 12y + 20.

Stacionarne tacke:

|
@)
T
8
no
Il
—_
T
—
8
|
—_
<
S
|
|
N

Zy 322 —3 Zy
zy = 3y —12 zg = 0ey=4e(y=2Vy=-2)

A(1,2) B(1,-2) C(-1,2) D(-1,-2).

Totalni diferencijal drugog reda:

(22 = 62 A Zgy = 2ya = 0 A 2y = 6y) = d?z(z,y) = 6xdz® + 6ydy?



Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Primer
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije z : R? — R definisane sa

z=a2% 49> — 3z — 12y + 20.

d*z(z,y) = 6xda® + 6ydy?

Znak totalnog diferencijala drugog reda stacionarnim taCkama:

A) d*2(1,2) = 6dx? + 12dy? > 0 ((dx,dy) # (0,0)) : 2min(1,2) = —10
B

C
D

(A) d
(B) d?2(1,—2) = 6dx? — 12dy?® menja znak: z nema ekstr. vr. u B
(C) d?z(—1,2) = —6dx? + 12dy* menja znak: z nema ekstr. vr. u C
(D) dz(—

22(=1,-2) = —6da? — 6dy? < 0 ((dz,dy) # (0,0)) : Zmax(—1, —2) = 55.



Uslovne ekstremne vrednosti

Tema 3

Uslovne ekstremne vrednosti




Uslovne ekstremne vrednosti

Uslovne ekstremne vrednosti

Uslovne ekstremne vrednosti su tacke u kojima funkcija

f=flz1,...,xn), (x1,...,2,) € D CR",

ima lokalne ekstremne vrednosti, ali uz dodatne uslove da promenljive
(x1,...,z,) € D zadovoljavaju ograni¢enja data jednacinama

gl<1'1, ..
gg(l‘l, ..

.y Tp)
Tn)

gm(z1, ..., xy) =0

0
0

i
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Uslovne ekstremne vrednosti

Lagranzov metod mnozitelja

Definicija
Nekasu f,g1,...,9m : D = R, D C R" funkcije koje imaju neprekidne
pracijalne izvode prvog reda na D.

Lagranzova funkcija (ili LagranZian):

F(z1,...,2n) = f(z1,...,2n)
+ Algl(xl’ s 7xn)

+ )\mgm(mly cee 7xn)

A1, ..., Ay - LagranZovi mnoZitelji




Lagranzov metod mnozitelja

Teorema

Neka su f,g1,...,9m : D — R, D C R"™ funkcije koje imaju neprekidne pracijalne izvode prvog
reda na D. Ako funkcija f ima uslovnu ekstremnu vrednost u tacki A(a1, ..., an), onda je

For(A)=0 ... Fp(A)=0 gi(A)=0 ... gu(A)=0

Za stacionarnu tacku A vaZe sledece implikacije:
(i) d2F(A) <0, (dz1,...,dzs) # (0,...,0) : f ima maksimum u tacki A;
(i) d2F(A) >0, (dz1,...,dzs) # (0,...,0) : f ima minimum u tacki A;

(iiiy d?F(A) menja znak za razne vrednosti (dx1, . ..,dxy) # (0, ...,0), f nema ekstremum u
A.

y
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Uslovne ekstremne vrednosti

Primer

Primer

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije z = x> + y? ako je
x4+ 2y =4.

VIM)7/ V(M)
Neka za M (zm, ym) vazi:
@ f u M ima lokalni ekstremum
@z, +2yy, =4
Tada je:

Vi(@m,ym) || Vg(zm, ym)
Vf(l'm, ym) =—-A- VQ(‘T’"L: y’”)

(1N

(2zm,2ym) = =X(1,2) Azm + 2ym =4



Primer

Primer

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije u = xy*z> ako je
r+y+z=6zaz,y,z>0.

Lagranzova funkcija:

F(z,y,2) = 2y°2" + Az +y + 2 — 6)
Parcijalni izvodi prvog reda:

Fo(z,y,2) = 225 + AN Fy(z,y, 2) = 20y23 + A A Fy(x,y, 2) = 3zy222 + .
Stacionarne tacke: (z,y, z > 0)

Y222+ A=0 Y222 +A=0
2xyz3 + A =0 N yz3(2x —y) =0 /:y23 #0
3xy222 + A =0 y222(3x —2) =0 /: 4?22 #0
r+y+z2=26 r+y+z2=06
Y223 +A=0 A= —y2z3 A= —108
20 —y =0 y =2z y=2
< 3r—2=0 < z =3z < z=3
r+y+2==6 6x =6 =1



Uslovne ekstremne vrednosti

Primer

Parcijalni izvodi drugog reda:

F.Z':E(Ivyi Z) Fyz (x7y7 Z) sz(a:,y,z)
H(F(ﬂzy, 2)) = Fzy(xy Y, Z) F (x,y,z) Fzy(x,y,z)
F:cz(m’yzz) Fyz Z/:Z) Fzz(l‘:yv Z)
0 2yz3
= 2y23 2123 nyz
3y222  6xyz? 6xy3z
Diferenciranje uslova:
r+y+z2=6=>dz=—der—dy
Totalni diferencijal drugog reda:
sz(a;, Yy, z2) = 2x23dy? + 6xy?2dz? + dyzidedy + 6y%22dzdz + 12zy22dydz



Uslovne ekstremne vrednosti

Primer

Vrednost d2F u A(1,2,3):

d’F(1,2,3)

54dy? + 72dz? + 216dzdy + 216dydz + 216dxdz
= 54dy® + 72(dz + dy)? + 216dzdy + 216dy(—dx — dy) + 216dz(—dz — dy)

4
=  —90dy? — 72dzdy — 144dz?® = —90 (dy2 + gdmdy) — 144dz?
4 2
= —90 (dy + l—odx> — 108dz?

Odatle zaklju¢ujemo da je
d®F(1,2,3) < 0 (dz,dy,dz) # (0,0,0),

Sto znaci da funkcija  u tacki (1, 2, 3) ima uslovni lokalni maksimum «(1,2,3) = 108.
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