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Parametarske jednacine krivih u R? i R®

Tema 1

Parametarske jednacine krivih u R? i R?




Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Vektor polozaja tacke

Svakoj tacki u prostoru R? ili R* mozemo
pridruziti njen vektor polozaja . U pros-
toru R2: (,y)

=

7= (v,y) = 27+ yJ
U prostoru R?: 1)

Fz(:c,y,z)zxi’—i—yj’—i—z%.
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Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Izvod vektorske funkcije

Neka je 7 : [a,b] — R2ili 7 : [a, b] — R3 vektorska funkcija data sa:

() = (x(t),y(t)),t € [a,b] Y. 7(t) = (x(t), y(t), 2(1)), t € [a, b].

7t + At)
+ At) — 7(t)

()



Parametarske jednagine krivih u R? | R3

|zvod vektorske funkcije 7(t)

Neka je 7: [a,b] — R3 tj. ¥ =7(t) za t € [a, b].

A7) = T(t+ At) —7(t)
= @+ A Y+ AL, 204 AD) (20, 9(0), 2(0)
= (@l A0 — 2(0),y(t + A1) — y(t), 2(t+ A1) — =(0)

L AT (e A — a(t), y(t+ AL — y(8), 5(t+ A1) — 2(0)
At—0 At At—0 At

—  lim (a:(t + At) —x(t) y(t+ At) —y(t) z(t+ At) — z(t))
T A0 At ' At ’ At

@y = Jim S0 = ), 50, 20)

dF(t) = (F)dt = (&(6)dt, §(6)dt, 2(0)dt) = (da(t), dy(t), d=(t)).



Parametarske jednacine krivih u R? i R®

Brzina i ubrzanje

Geometrijski: (7(¢))’ je tangentni vektor na grafik vektorske funkcije
7= 7(t) u tacki ¢.

Brzina: Ako parametar ¢ interpretiramo kao vreme: (7(¢))'daje
promenu poloZaja tacke (predeni put) u vremenu:

o(t) = T8 = (i(t), 4(t), (1))

Ubrzanje: Ubrzanje u nekoj tacki predstavlja promenu brzine u
vremenu:

a(t) = B0 = CHY _ (4, §(t), £(1))-




Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Glatke krive

Neka je i € {2,3}.
Definicija
Za skup L C R* kaZemo da je prosta glatka kriva (ili gladak Zordanov luk) ako postoji interval
[a, b] i vektorska funkcija 7 : [a,b] — R za koje vaZi
(i) L={r(t):t€la,b]};

(i) 7 bijektivno preslikava skupa (a,b) na L \ {7(a), 7(b)};

(iii) 7 je neprekidno diferencijabilna funkcija na (a,b);

(iv) (7(t))" # 0 zasvakot € (a,b).
Ako je 7(a) = 7(b) kaZemo da je kriva L zatvorena.

V.
Kazemo da je tada sa
7F=7(t), teab]]
data glatka parametrizacija krive L.
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Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Primer

Primer

Da li je 7(t) = (cost, |sint|), t € [0, 7] glatka parametrizacija neke
krive?

L = {(z,y) €R?:z=cost,y = |sint|,t € [0,7]}
= {(z,y) €R?:2 =cost,y =sint,t € [0,n]}
{(@,y) eR?:a? + 42 = 1,4 > 0}

‘ T
Da, data parametrizacija jeste glatka. Treba primetiti da je
|sint| = sint, kada je t € [0, 7.



Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Primer

Primer

Da li je #(t) = (] cost|,sint), t € [0,n] glatka parametrizacija neke
krive?

L = {(=,y) €R?:z=|cost|,y =sint,t € [0,7]}
= {l@y) eR?:a® +y’* =12,y >0}

x
Medutim, preslikavanje 7 : [0, 7] — L koje je definisano sa 7(¢) = (| cost|, sint) nije injektivno.

Na primer
T V2 V2 (3w
()= <2’2) -7(°r).

Takvu parametrizaciju ne¢emo smatrati glatkom.



Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Primer

Primer
Da li je 7(t) = (t,]|t]), t € [-2, 2] glatka parametrizacija neke krive? J

Prvi izvod funkcije Yy

Yy = y(t) = |t|v te [_2’2]

nje definisan u tacki ¢t = 0.



Parametarske jednacine krivih u R? i R®

Primer

Primer

Da li je 7(t) = (cos® t,sin®t),t € [0, 27| glatka parametrizacija neke
krive?

(70))" = ((0),9(0)) = (0,0)

Y
i(t) = —3cos’tsint
y(t) =  3sin®tcost
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Parametarske jednagine krivih u R? | R3

Po delovima glatke krive

Definicija
Skup L C R3 je po delovima glatka kriva ako je

L=LiULyU... ULy,

gdesu Ly, Lo, ..., L, glatke krive i svaki par L;, L; za i # j moZe
imati najvise konacno mnogo zajednickih tacaka.

v

Putanja (ili prosta po delovima glatka kriva) je po delovima glatka kriva
koja ne preseca samu sebe, osim eventualno u pocetnoj i kranjoj tacki.



Parametarske jednacine krivih u R? i R®

Primer

Primer
Skup tacaka

L={(z,y) eR?®:z=t,y=t],t € [-2,2]}.

predstavija po delovima glatku krivu.

y
Skup L jednak je uniji skupova L; i L2 gde je Yy
Ly = {(z,y)eR?®:z=ty=tte[0,2]}
Ly = {(z,y) eR*:x=ty=—tte[-20]} Ly Ly
\ z




Parametarske jednacine krivih u R? i R®

Primer

Primer
Skup taCaka

L={(z,y) €ER?:x =cos®t,y = sin®t,t € [0, 27]}.

predstavija po delovima glatku krivu.

y
Zaskup Lvazi L = L1 ULy U L3 U Ly, gde je
Yy

L1 ={(z,y) eR?:z=cos®t,y=sin®t,t € [0, g]}

L
Ly ={(z,y) € R? x:cos3t,y:sin3t7t€[%,7r]} 2
L3 :{(m,y)€R2 x:cos3t,y:sin3t,t€[7r,37“]} T
Ly ={(z,y) eR?:z=cos®t,y=sindt,t € [37“,271']}. L3 Ly



Primeri glatkih krivih u R?

Tema 2

Primeri glatkih krivih u R?




Primeri glatkih krivih u R?

Jednacdine prave u R?

@ implicitni oblik: Az + By+C =0, A#0ili B#0
© eksplicitni oblik: y = ax + b

© segmentnioblik: £ + £ =1m,n#0

b
n

© normalni oblik: z-cosp +y-sinp =p, cosp =L sinp =

m’



Primeri glatkih krivih u R?

Jednacine prave u R? - primer

@ eksplicitni oblik:
‘ Y= cx+4 ‘

@ implicitni oblik:
20+1-y—4=0]

© segmentni oblik:
-1

@ normalni oblik:

2 4 _ 1
T YT

November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

Jednacine prave u R? - primer

@ eksplicitni oblik:
PEEEES)

@ implicitni oblik:
‘2-x+1-y—4=0‘ (%) . (%)
n=(21) = (Fy, Fy)

© segmentni oblik:

s+4=1

(% ] normalm obI|k

4
= i =VF(z,y)
F(z,y)=2z+y—4




Primeri glatkih krivih u R?

Jednacina prave kroz tacku u R?

Neka je data taCka A(xz4,y4) i vektor pravca prave p = (p1,p2).
Jednacina prave koja sadrzi A i paralelna je sa p'je sledeéeg oblika:

Y

N5’= (p1,p2)

A

Y—Ya T —TA
b1 P2




Primeri glatkih krivih u R?

Jednacina prave kroz dve tacke u R?

Neka su A(z4,y4) i B(zp,yp) taCke prave p. Jedan vektor pravca
prave p je:
p=AB = (xp —2A,YB — Ya)

Yy
Yy—ya T —TA B
- T — T
w i,—é AB = (5 — v4,yp — ya)
p2 p1 A
T




Primeri glatkih krivih u R?

Parametrizacija duzi i vektora u R?

Neka su date tacke A(xa,y4) i B(zp,yB)-

AB = {(=,y) €R?:

= {(z,y) €R?

AB = {(a,y) €RZ:

BA = {(z,y) ER? 1z =

Yy—ya _ T—Ta

YB —Ya
= {@yeR:z

=t,t€|0,1]}

TB —TA

=(xp—za) t+xa4,

y=(yB —ya) t+ya,t€[0,1]}

yg+(1—1)-
=t-zp+(1-1)-
=t-yg+(1—1)-
cxa+(1—1t)-
=t-ya+({1—-1)-

rx=t-zp+(1—1) x4,

ya,t € [0,1]} B

TA,
ya,t €[0,1]} x

B,
yg,t € [0,1]}

November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

Parametrizacija duzi i vektora u R?

U vektorskom obliku:

F=t-fp+(1—1)-7a,t€[0,1] |

November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

Krive drugog reda u R?

Nivo krive polinoma drugog stepena sa dve promenljive:

Az? + Bay+ Cy?>+ Dz + Ey+F =0

A£0ili B#0ili C#0

23/33



Primeri glatkih krivih u R?

Veza izmedu Dekartovih i polarnih koordinata

Y
cosp="A = xp=TCOSP
(xa,ya) sing =% = y4=rsing
.
ya v € [0,27)
ra z r>0




Primeri glatkih krivih u R?

Centralna kruznica u R2

Yy
Dekartove koordinate:
?+y =2 (e>0) z
Polarne koordinate:
T =TCOosp Z = ccos
y=rsme = (rcosg)? + (rsing)?’ = =>r=c= y=csing
@ € [0,2m) € [0,27)
r>0 ¥ )

L={(z,y) €R?: 2 =ccost,y = csint,t € [0,2m)}




Primeri glatkih krivih u R?

Deo centralne kruznice

Ly = {(z,y) eR*:a’ +y?>=c*y >0}
= {(z,y) €R?: 2 = ccost,y = csint,t € [0, 7]}
= {(z,y) eR?:x=t,y =2 —t2t € [—c ]}

Y
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Primeri glatkih krivih u R?

Deo centralne kruznice

Ly = {(zy) eR?:a”+y? =y <0}
= {(z,y) €R?:x =ccost,y = csint,t € [, 27]}
= {(z,y) eR?:z=t,y=—Vc2 —12,t € [—¢,]}.

Y
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Primeri glatkih krivih u R?

Deo centralne kruznice

Ly = {(z,y) eR?:2?+y? =z >0}
= {(x,y)€R2:x:ccosmyzcsjnt’te[_%g]}
= {(@y) eR:o=VE - y=t1€ [}

)

e November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

Deo centralne kruznice

{(z,y) e R?:

{(z,y) € R?:

{(z,y) € R?:

22 +y? =z <0}

T = ccost, Yy
Yy = csint,
tels T
T
T =—Vc2—t2,
y=t,
t € [—c ]}

November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

KruzZnica u R?

Dekartove koordinate:

(x—a)+(y—0?%=c® (c>0)

Polarne koordinate i translacija:

T—a=7cosp

Z_GZEOZ::H@ = (rcosg)? + (rsing)?’ = =>r=c
r>0

L={(z,y) €R?:x =ccost+a,y=csint +b,t € [0,2m)}




Primeri glatkih krivih u R?

Primer

Primer
Napisati jednu glatku parametrizaciju krive

L={(z,y) eR*: 2” +3* = 1,2,y > 0}.

L={(z,y) € R?: & = cost,y =sint,t € [0, g]}

8
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Primeri glatkih krivih u R?

Centralna elipsa u R?

S+ %=1 (a,b>0) x

QJH
<

Y
Dekartove koordinate: /‘T\

Uopstene polarne koordinate:

S =rcosyp T = acosp
yi . _ .

3 =rsine N 1 = y =bsinyp
© € [0,2) " o € [0,2r)
r>0

L={(z,y) €R?: 2 =acost,y = bsint,t € [0,2m)}

e November 12, 2021
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Primeri glatkih krivih u R?

Elipsa u R?

Dekartove koordinate: .

ep? L w0 1 (a,b>0) ‘

p T
Uopstene polarne koordinate i translacija:
h=rcosp T —p=acosy
L4 =rsing N y—q=bsingp
@ € [0,2n) ¢ €[0,2m)
r>0

L={(z,y) €R?:z=acost+p,y=bsint+q,t € [0,2m)}
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