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Primeri glatkih krivih u R3

Tema 1

Primeri glatkih krivih u R?




Primeri glatkih krivih u R3

Jednacina prave kroz tacku u R?

Neka je data tacka A(z4,ya,24) i vektor pravca prave p = (p1, p2, p3)-
Jednacina prave koja sadrzi A i paralelna je sa p'je sledeceg oblika:

\ﬁ= (p1,p2,P3)

_OC—HJA:Z/—?JA_Z—ZA
b1 D2 p3




Primeri glatkih krivih u R3

Jednacina prave kroz dve tacke u R?

Neka su A(za,ya,24) i B(xp,ys, 25) tacke prave p. Jedan vektor
pravca prave p je:

—

p:ﬁ:(a:B—xA,yB—yA,zB—zA)

B
L —TA Y—UYA 2= ZA
= = E
IB — TA YB — YA ZB — ZA
N—— —— N—— A

P1 P2 p3

4/33



Primeri glatkih krivih u R3

Parametrizacija duzi i vektora u R?

Neka su date taCke A(xa,ya,24) 1 B(ya,ys,zp). Tada je

AB = {(zm,y,2)€RP:z=t-zp+(1—1t) x4,
y=t-yp+(1—-1)- ya,
smtezp+(1—t) 24t € [0,1]}

A_B) = {(z,y,2)eR3:z=t-zp+(1—1t) x4,
=t-yp+(1—1) -ya,
z=t-zp+(1—1t)-za,t €[0,1]}

B_14> = {(Z‘,y,Z)ERB.T:txA—i-(l—t)xB,
y=t-ya+(1—1t) yz,
z=t-za+(1—1t) 2p,t€0,1]}



Primeri glatkih krivih u R3

Parametrizacija duzi i vektora u R?

U vektorskom obliku:

F=t-fp+(1—1)-7a,t€[0,1] |

November 26, 2021
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Primeri glatkih krivih u R

Presek ravni i kruznog cilindra

Neka je c € RT.

L = {(zy,2)€R?: 22+y?2=c%2=2}

= {(z,y,2) €R?: z =ccost,

y = csint,
z = z21,
t € [0,2n]}.

]
-
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Primeri glatkih krivih u R

Presek ravni i kruznog cilindra

L = {(zy2)€eR?: 224+y>=9a+y+z=>5}

= {(z,y,2) €R?: 2z =3cost,
y = 3sint,
z=5—3cost — 3sint,

C]
-

t € [0,2n]}.




Primeri glatkih krivih u R3

Cilindricna zavojnica

L = {(z,y,2) e R?:

T = 3cost,
Yy = 3sint,
z =1,

t €[0,2n]}.

November 26, 2021
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Dvostruki integral

Tema 2

Dvostruki integral




Dvostruki integral

Odredeni integral

November 26, 2021



Dvostruki integral

Neka je funkcija f : D — R, D C R2, ograni¢ena nad D, gde je D ograni¢ena i zatvorena oblast

i neka je d rastojanje na R2.
Podela:

T ={D1,D2,...,Dn}

() ©# D; C Dzasvakoi € {1,...,n},

n
iy D= Dy i
i=1
(i) i#j=D¢NDY=D,zasvei,j € {l,...,n}
Izaberimo za svako i € {1,...,n} (proizvoljno) tatku
M; € D;.
NT) = 1r§nia§xn d(D;) d(D;) = zglg}él d(z,y)

November 26, 2021

12/33



Dvostruki integral

Integralna suma:

s(f,T) =Y f(M;)AD;
=1

(funkcije f po podeli T iizboru tacaka M; € D;,i=1,2,...,n)
Dvostruki integral:

Jf f(z,y)dzdy = lim > F(M;)AD;
D ANT) =0 =1
n — oo




Primer - po definiciji
Primer

Izracunati po definiciji integral I = [ [ 2*y?dxdy.
D

D={(z,y) eR*: 0<2<2 0<y<1}

Y
IzvrSiéemo podelu oblasti D na sledec¢i nacin:

o
:‘\ 3
-
sé.
-

o [imt i X[jfl j]
K n 7’!’1 n ”T'L

gdejei=1,...,2n, j=1,...,n.

PovrSine posmatranih pravougaonika D;; i parametar podele su
1 1 1 2
ADjj=— —=— ATy = Y2
n n n n
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Dvostruki integral

Primer - po definiciji
Ako n — oo, onda A(T") — 0. Izaberimo u svakom kvadratu D;; taCku

M7<;}1) ie{l,....2n} je{l,....n}.

Trazeni dvostruki integral je

2n n

I = ffaczyZdacdy— lim 2:1 > f(M;;)AD;;
=1 j=
2n n
— 2521
- Jg%ozElJE e
_ hm Z Z 2 = hm 7116 2n(2n+%)(4n+1) n(n+1)6(2n+1) _ 8



Dvostruki integral

Osobine dvostrukog integrala

Neka su «, 8 € R i pretpostavimo da postoje integrali [[ f(z,y)dzdy, [[ f(z,y)dzdy,
D D,

JI f(z,y)dzdy i [[ g(z,y)dzdy. Tada vaze sledece osobine:

Do D

1) lf)f (af (z,y) + Bg(=,y))dedy = o gf [ (z,y)dzdy + 3 {)f g(z,y)dzdy,

(2) éf f(z,y)dzdy = gf flx,y)dedy + [f f(z,y)dzdy,
1 Do
gdeje D =D1UD2iD{ND3=0.

e November 26, 2021
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Dvostruki integral

Osobine dvostrukog integrala

(8) Povrsina AD figure D C R? data je integralom
AD = ([ dzdy.
D

(4) Nekaje f(z,y) >0, (z,y) € D C R2. Zapremina AV oblasti
V={(z,4,2) €R3: (z,y) € DCR? 0< 2z < f(zx,y)}

data je sa

AV = ([ f(z,y)dzdy.
D

Neka je f(z,y) <0, (z,y) € D C R2. Ako je oblast
V ={(z,y,2) €R*: (z,9) € D CR?, f(z,y) <2<0}

onda je zapremina

AV = f// f(z,y)dzdy.
D



Dvostruki integral

|zraCunavanje - pravougaona oblast

Teorema
Ako je f integrabilna funkcija i

D={(z,y) eR*:a<z<bc<y<d.

onda je

b d
Lf)ff(w,y)dxdy = fx,y)dy | doe = [dx [ f(z,y)dy

O —a 88—
Qe O —a

d b
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|zraCunavanje - pravougaona oblast

IzvrSiéemo podelu T oblasti D na podoblasti
Dij = [wi—1, 2] X [yj—1,y5],1 <i<m, 1 <j<m,
tako daje Ax; = x; —xi—1, ij =Yj; —Yj—1 i

ANT) = Az, A
(T) | nex (Azi)? + (Ay;)?.
1<j<n
Neka je A\(T%) = 1r<naL<x Az i MN(Ty) = 121&)( Avy;. Izaberimo za svako i € {1,...,m} i

j€{1,...,n}tatku M,;(z;,y;). Prema definiciji dvostrukog integrala,

/ f(:v, y)dwdy = A(T) Z Z f(ivw Yi Axlij = A(Tlign o Z Z f(xh Yi Amsz]
) —
D =1j=1 AMTy) = 0 i=1j5=1

m
= 1 (2] A A 3
A(T,ITI)HHO; (A(Ty)ﬁﬂzf(x ) yg) i

= A(Jl"ljl—m (/df T,y dy) Ax; /b </df(x,y)dy> dx

a



Dvostruki integral

|zraCunavanje - pravougaona oblast

Primer
Nekaje D = {(z,y) € R? : 1 <2 < 3,0 <y < 1}. Izraunati

I= //(:ry+x3)dxdy.
D

1
da:/(xy + 2%)dy =
0

I—'\w
VRS
N =

8

<

no

+

53

w

<
N~~~

2 4 4

—— T —

1 1 1 3
x4+ 23de = <m2 + z4> =22
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Dvostruki integral

lzraCunavanje - deo vertikalne trake

Neka su f1 i fo neprekidne funkcije nad [a, b], sa osobinom

fi(z) < fo(x) kada x € [a, b]. Ako je funkcija f : D — R, D C R?,
neprekidnanad D = {(z,y) € R?: a <2 <b, fi(z) <y < fa(2)},
onda je

) b [ fo(2)
éf f(z,y)dzdy = [ da {) [z, y)dy = [ ( (f) f(fr,y)dy> dx.
a fi(z a 1(x




Dvostruki integral

|zracunavanje - deo vertikalne trake

D = {Di,...,Dn}:

r=xz0(=a),z=21,..., 2 =Tn—1,& = Tn(= ) M;(&i,¢i) € Dy
D = {(y,2) €R?: fi(w;) <y < fa(2:),0 < 2 < flwi,y)}

Fa(€0) . F2(€0)
ap; = [ sy 1 SO =3 An [ e

F1(€0) = pen)




Dvostruki integral

|zracunavanje - deo vertikalne trake

dedy = 1 M;
éff(w,y)wy A(Tlr)n_m?Zf( )A
= 1 AD))-A
Jdm | SaD) Az
" f2(&)
- i Ly)dy | - Az
A(Tl’r)n—>0i§1 / 1€ v)dy v
F1(€:)
—_——
w(&i)
b fa(x)
= J| [ @y |d
)
—————
(x)



Dvostruki integral

lzraCunavanje - deo horizontalne trake

Neka su 11 i 19 neprekidne funkcije nad [c, d|, sa osobinom

¥1(y) < a(y), y € [c, d]. Ako je funkcija f : o — R, o C R?, neprekidna
nad D = {(z,y) €R?: c <y <d, d1(y) <z <4a(y)}, gde su ¢y iy
neprekidne funkcije nad [c, d], onda je

d Y2 (y)
[f f,y)dady = [dy [ f(z,y)da.
b ¢ (y)




Dvostruki integral

Primer

Primer
lzraCunati [ [ xdzdy ako je
D

D={(z,y) eR*: 2> —1<y<z+1}

Yy
(y=z+1 A y=z>-1)
& (y=z+1Az2—z-2=0)
& (Yy=z+1 A (z=-1Vze=2).

Odatle zakljuéujemo da vazi

[NCY
8

-1
D={(z,y) eR?: -1<2<2,2> -1 <y<z+1}

2 z4+1 2 2
// flz,y)dedy = /daz / zdy = /:ry der = /(7902 + 22 4 2z)dz = 3.
D Z1 g2y ] y=a?-1 ]



Dvostruki integral

Transformacija koordinata

T = x(u,v), Y= y(“v U): (u7 ’U) € Dl
A(I(ulvUl):y(ulvvl)>0)7B(I(u1>vl+Av)vy(u1’v1+Av)%O)»C(I(u1+Au7 ’Ul)zy(u1+Au7 1)1),0)

AB
AC

(I(’M17'l)1 + Av) — x(ul,vl),y(ul,vl + Av) _ y(u1,v1),0)
(o (u1,v1), Yo (u1,v1),0)Av
(z(u1 + Au,v1) — x(u1,v1),y(u1 + Au,v1) — y(u1,v1),0)
(@0 (u1,v1), Yu(u1,v1),0)Au

QI




Dvostruki integral

Transformacija koordinata

Povrsina paralelograma konstruisanog nad tim vektorima jednaka apsolutnoj vrednosti
determinante

7 7 k
To(ul,v1)Av  yu(ur,v1)Av 0 || = ‘
0

zo(u1,v1)  Yo(ui,v1) ‘AUAU
Ty (u1,v1)Au Yy (ui,vi)Au

o (ur,v1)  Yul(ui,vi)

l

Prethodna determinanta se naziva Jakobijan transformacije i oznaCava

. oz, y)
J(u,v) ili B 0) =

zy(ut,v1)  yo(ur,v1)
y(ur,v1)  Yu(ui,vi)

Vra¢anjem posmatrane podele u integralu sumu, dobijamo

S f(@,y)dady = [ [ f(@(u,v),y(u, )| (u,v)|dudv.
D Dy




Primer

Primer
Izracunati dvostruki integral I = [[(x + y)dzdy ako je

o={(z,y) €eR?: y<x <3y, 1<z+y<3L

o={(z,y) €R?: 1< L <3 1<z+y<3}

z
Yy

Smenaiu=2,v=c+y=a(uv) = 25, y(u,v) = 2

@ |

% _u
J(u,v) = (utd) H =
’ “wAD?  wit (ut1)?
I = [[(@+y)dedy

o

= [ o) +y(u o)l (w,v)ldudy
3

= f wie dufv do=(—Ap)ls 13} =13
- November 26, 2021
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Dvostruki integral

Transformacija koordinata - polarne koordinate

Veza Dekartovih i polarnih koordinata: '

pcos @
psinp ' Ap

€T =
y =
‘ P p+Ap T
p €[0,00), ¢ €[0,27]
AD; = pApAp
—psin cos .
J(pp)=| “PERE PESE = psin? o — peosp = —p

cos ¢ sin ¢

Jf f(z,y)dady = [ [ f(pcose, psing)pdpdp |
D

Dy




Dvostruki integral

Primer

Primer
Izracunati dvostruki integral I = [[ (22 + y*)dxdy ako je

x
o={(z,y) eR?*: 1<2? 44> <16, 0< — <y <3z}
V3
Prelaskom na polarne koordinate dobijamo
34
I = [f(@?+y?)dedy = fdcp{p%lp
v &
= el =%



Dvostruki integral

Primer

Primer
Izracunati povrsinu figure

Smena:

r = 3pcosy
y = dpsing (p,¢)€[0,1] x [T,7]
_ ) _ | 3cosp  —3psing | _
J(p,p) = o(p,v) ~ | 4singp  4dpcosp | 12p
b 1 1
AD = Jde[12pdp = oI} 30°l, =
jus 0
4

November 26, 2021
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Primena

Neka je u(z,y) gustina plote D C R? u tatki (z,y) € D.
Masa m plote D C R? data je sa

m = /u(x,y)dxdy.
D
Teziste T'(z+,y+) plote D C R? ima koordinate
1 1
zy = — [ |ep(z,y)dedy, ye=— [ [yp(z,y)dedy.
m m
D D
Momenti inercije plote D C R? u odnosu na ose Oz i Oy su dati formulama

Iy = //yQM(x,y)dxd% Iy = //mzu(w, y)dzdy.
D D

Moment inercije plo¢e D C R? u odnosu na koordinatni pocetak dat je formulom

Io = //{xQ + v?)u(z, y)dzdy.
D



Dvostruki integral

Primer

Primer
Odrediti teZiSte homogene ploce oblika pravouglog trougla Cije su

katete jednake 2 i 3.

p(z,y) = p (= const)

Yy 3
dD dD 2 2z
(273) N _ £f$9 _ £fx - L/ 7
’f [JpdD ~ [[dD ~ AD
y = %7: D D 0 0
Jf ydD . 3 2
T Yy = fodD = g/ydy/dle
D 0 %y

Znadi T (%,1).
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