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Primeri glatkih krivih u R3

Tema 1

Primeri glatkih krivih u R3
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Primeri glatkih krivih u R3

Jednačina prave kroz tačku u R3

Neka je data tačka A(xA, yA, zA) i vektor pravca prave ~p = (p1, p2, p3).
Jednačina prave koja sadrži A i paralelna je sa ~p je sledećeg oblika:

p :
x− xA
p1

=
y − yA
p2

=
z − zA
p3 A

~p = (p1, p2, p3)
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Primeri glatkih krivih u R3

Jednačina prave kroz dve tačke u R3

Neka su A(xA, yA, zA) i B(xB, yB, zB) tačke prave p. Jedan vektor
pravca prave p je:

~p =
−−→
AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA)

x− xA
xB − xA︸ ︷︷ ︸

p1

=
y − yA
yB − yA︸ ︷︷ ︸

p2

=
z − zA
zB − zA︸ ︷︷ ︸

p3

A

B

−→
AB
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Primeri glatkih krivih u R3

Parametrizacija duži i vektora u R3

Neka su date tačke A(xA, yA, zA) i B(yA, yB, zB). Tada je

AB = {(x, y, z) ∈ R3 : x = t · xB + (1− t) · xA,
y = t · yB + (1− t) · yA,
z = t · zB + (1− t) · zA, t ∈ [0, 1]}

−→
AB = {(x, y, z) ∈ R3 : x = t · xB + (1− t) · xA,

y = t · yB + (1− t) · yA,
z = t · zB + (1− t) · zA, t ∈ [0, 1]}

−→
BA = {(x, y, z) ∈ R3 : x = t · xA + (1− t) · xB ,

y = t · yA + (1− t) · yB ,
z = t · zA + (1− t) · zB , t ∈ [0, 1]}

A

B
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Primeri glatkih krivih u R3

Parametrizacija duži i vektora u R3

U vektorskom obliku:

~r = ~rA + t · (~rB − ~rA)

~r = t · ~rB + (1− t) · ~rA, t ∈ [0, 1]
A

B

~rA

~r

~rB
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Primeri glatkih krivih u R3

Presek ravni i kružnog cilindra

Neka je c ∈ R+.

L = {(x, y, z) ∈ R2 : x2 + y2 = c2, z = z1}

= {(x, y, z) ∈ R2 : x = c cos t,
y = c sin t,
z = z1,
t ∈ [0, 2π]}.
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Primeri glatkih krivih u R3

Presek ravni i kružnog cilindra

L = {(x, y, z) ∈ R2 : x2 + y2 = 9, x+ y + z = 5}

= {(x, y, z) ∈ R2 : x = 3 cos t,
y = 3 sin t,
z = 5− 3 cos t− 3 sin t,

t ∈ [0, 2π]}.

November 26, 2021 8 / 33



Primeri glatkih krivih u R3

Cilindrična zavojnica

L = {(x, y, z) ∈ R2 : x = 3 cos t,
y = 3 sin t,
z = t,
t ∈ [0, 2π]}.
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Dvostruki integral

Tema 2

Dvostruki integral
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Dvostruki integral

Odred̄eni integral
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Dvostruki integral

Dvostruki integral

Neka je funkcija f : D → R, D ⊂ R2, ograničena nad D, gde je D ograničena i zatvorena oblast
i neka je d rastojanje na R2.
Podela:

T = {D1, D2, . . . , Dn}

(i) ∅ 6= Di ⊆ D za svako i ∈ {1, . . . , n},

(ii) D =
n⋃
i=1

Di i

(iii) i 6= j ⇒ Doi ∩Doj = D, za sve i, j ∈ {1, . . . , n}.

Izaberimo za svako i ∈ {1, . . . , n} (proizvoljno) tačku

Mi ∈ Di.

λ(T ) = max
1≤i≤n

d(Di) d(Di) = max
x,y∈Di

d(x, y)
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Dvostruki integral

Dvostruki integral

Integralna suma:

s(f, T ) =
n∑
i=1

f(Mi)∆Di

(funkcije f po podeli T i izboru tačaka Mi ∈ Di, i = 1, 2, . . . , n)
Dvostruki integral:

∫
D

∫
f(x, y)dxdy = lim

λ(T )→ 0
n→∞

n∑
i=1

f(Mi)∆Di
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Dvostruki integral

Primer - po definiciji

Primer

Izračunati po definiciji integral I =
∫
D

∫
x2y2dxdy.

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}.

Izvršićemo podelu oblasti D na sledeći način:

Dij =

[
i− 1

n
,
i

n

]
×
[
j − 1

n
,
j

n

]
gde je i = 1, . . . , 2n, j = 1, . . . , n.

Mij
Dij

i−1
n

i
n

j−1
n

j
n

x

y

Površine posmatranih pravougaonika Dij i parametar podele su

∆Dij =
1

n
·

1

n
=

1

n2
λ(T ) =

√
2

n
.

November 26, 2021 14 / 33



Dvostruki integral

Primer - po definiciji

Ako n→∞, onda λ(T )→ 0. Izaberimo u svakom kvadratu Dij tačku

Mij

(
i

n
,
j

n

)
i ∈ {1, . . . , 2n} j ∈ {1, . . . , n}.

Traženi dvostruki integral je

I =
∫
D

∫
x2y2dxdy = lim

n→∞

2n∑
i=1

n∑
j=1

f(Mij)∆Dij

= lim
n→∞

2n∑
i=1

n∑
j=1

i2

n2
j2

n2
1
n2

= lim
n→∞

1
n6

2n∑
i=1

i2
n∑
j=1

j2 = lim
n→∞

1
n6

2n(2n+1)(4n+1)
6

n(n+1)(2n+1)
6 = 8

9 .
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Dvostruki integral

Osobine dvostrukog integrala

Neka su α, β ∈ R i pretpostavimo da postoje integrali
∫
D

∫
f(x, y)dxdy,

∫
D1

∫
f(x, y)dxdy,∫

D2

∫
f(x, y)dxdy i

∫
D

∫
g(x, y)dxdy. Tada važe sledeće osobine:

(1)
∫
D

∫ (
αf(x, y) + βg(x, y)

)
dxdy = α

∫
D

∫
f(x, y)dxdy + β

∫
D

∫
g(x, y)dxdy,

(2)
∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

∫
D1

∫
f(x, y)dxdy +

∫
D2

∫
f(x, y)dxdy,

gde je D = D1 ∪D2 i Do1 ∩Do2 = ∅.
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Dvostruki integral

Osobine dvostrukog integrala

(3) Površina ∆D figure D ⊂ R2 data je integralom

∆D =
∫
D

∫
dxdy.

(4) Neka je f(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ D ⊆ R2. Zapremina ∆V oblasti

V = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D ⊂ R2, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}

data je sa

∆V =
∫
D

∫
f(x, y)dxdy.

Neka je f(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ D ⊆ R2. Ako je oblast

V = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D ⊂ R2, f(x, y) ≤ z ≤ 0}

onda je zapremina

∆V = −
∫
D

∫
f(x, y)dxdy.
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Dvostruki integral

Izračunavanje - pravougaona oblast

Teorema
Ako je f integrabilna funkcija i

D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

onda je

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

b∫
a

(
d∫
c
f(x, y)dy

)
dx =

b∫
a
dx

d∫
c
f(x, y)dy

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

d∫
c

(
b∫
a
f(x, y)dx

)
dy =

d∫
c
dy

b∫
a
f(x, y)dx
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Dvostruki integral

Izračunavanje - pravougaona oblast
Izvršićemo podelu T oblasti D na podoblasti

Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

tako da je ∆xi = xi − xi−1, ∆yj = yj − yj−1 i

λ(T ) = max
1 ≤ i ≤ m
1 ≤ j ≤ n

√
(∆xi)2 + (∆yj)2.

Neka je λ(Tx) = max
1≤i≤m

∆xi i λ(Ty) = max
1≤j≤n

∆yj . Izaberimo za svako i ∈ {1, . . . ,m} i

j ∈ {1, . . . , n} tačku Mi(xi, yi). Prema definiciji dvostrukog integrala,∫
D

∫
f(x, y)dxdy = lim

λ(T )→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(xi, yi)∆xi∆yj = lim
λ(Tx)→ 0
λ(Ty)→ 0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(xi, yi)∆xi∆yj

= lim
λ(Tx)→0

m∑
i=1

 lim
λ(Ty)→0

n∑
j=1

f(xi, yj)∆yj

∆xi

= lim
λ(Tx)→0

m∑
i=1

 d∫
c

f(xi, y)dy

∆xi =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx
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Dvostruki integral

Izračunavanje - pravougaona oblast

Primer

Neka je D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 1}. Izračunati

I =

∫
D

∫
(xy + x3)dxdy.

I =

3∫
1

dx

1∫
0

(xy + x3)dy =

3∫
1

(
1

2
xy2 + x3y

) ∣∣∣y=1

y=0

dx

=

3∫
1

1

2
x+ x3dx =

(
1

4
x2 +

1

4
x4

) ∣∣∣3
1

= 22
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Dvostruki integral

Izračunavanje - deo vertikalne trake

Neka su f1 i f2 neprekidne funkcije nad [a, b], sa osobinom
f1(x) ≤ f2(x) kada x ∈ [a, b]. Ako je funkcija f : D → R, D ⊂ R2,
neprekidna nad D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)},
onda je

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

b∫
a
dx

f2(x)∫
f1(x)

f(x, y)dy =
b∫
a

(
f2(x)∫
f1(x)

f(x, y)dy

)
dx.
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Dvostruki integral

Izračunavanje - deo vertikalne trake

D = {D1, . . . , Dn} :

x = x0(= a), x = x1, . . . , x = xn−1, x = xn(= b) Mi(ξi, ζi) ∈ Di
D′i = {(y, z) ∈ R2 : f1(xi) ≤ y ≤ f2(xi), 0 ≤ z ≤ f(xi, y)}

∆D′i =

f2(ξi)∫
f1(ξi)

f(ξi, y)dy i s′(f, T ) =
n∑
i=1

∆xi

f2(ξi)∫
f1(ξi)

f(ξi, y)dy.
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Dvostruki integral

Izračunavanje - deo vertikalne trake

∫
D

∫
f(x, y)dxdy = lim

λ(T )→0

n∑
i=1

f(Mi)∆Di

= lim
λ(T )→0

n∑
i=1

(∆D′i) ·∆xi

= lim
λ(T )→0

n∑
i=1

 f2(ξi)∫
f1(ξi)

f(ξi, y)dy


︸ ︷︷ ︸

ϕ(ξi)

·∆xi

=
b∫
a


f2(x)∫
f1(x)

f(x, y)dy

︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)


dx
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Dvostruki integral

Izračunavanje - deo horizontalne trake

Neka su ψ1 i ψ2 neprekidne funkcije nad [c, d], sa osobinom
ψ1(y) ≤ ψ2(y), y ∈ [c, d]. Ako je funkcija f : σ → R, σ ⊂ R2, neprekidna
nad D = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)}, gde su ψ1 i ψ2

neprekidne funkcije nad [c, d], onda je

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

d∫
c
dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y)dx.
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Dvostruki integral

Primer

Primer
Izračunati

∫
D

∫
xdxdy ako je

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 − 1 ≤ y ≤ x+ 1}

(y = x+ 1 ∧ y = x2 − 1)

⇔ (y = x+ 1 ∧ x2 − x− 2 = 0)

⇔ (y = x+ 1 ∧ (x = −1 ∨ x = 2)).

Odatle zaključujemo da važi

D = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 2, x2 − 1 ≤ y ≤ x+ 1}
2−1 x

y

D

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

2∫
−1

dx

x+1∫
x2−1

xdy =

2∫
−1

xy
∣∣∣y=x+1

y=x2−1

dx =

2∫
−1

(−x2 + x2 + 2x)dx = 3.
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Dvostruki integral

Transformacija koordinata

x = x(u, v), y = y(u, v), (u, v) ∈ D1

A(x(u1, v1), y(u1, v1), 0), B(x(u1, v1+∆v), y(u1, v1+∆v), 0), C(x(u1+∆u, v1), y(u1+∆u, v1), 0)

−→
AB = (x(u1, v1 + ∆v)− x(u1, v1), y(u1, v1 + ∆v)− y(u1, v1), 0)

≈ (xv(u1, v1), yv(u1, v1), 0)∆v
−→
AC = (x(u1 + ∆u, v1)− x(u1, v1), y(u1 + ∆u, v1)− y(u1, v1), 0)

≈ (xu(u1, v1), yu(u1, v1), 0)∆u
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Dvostruki integral

Transformacija koordinata

Površina paralelograma konstruisanog nad tim vektorima jednaka apsolutnoj vrednosti
determinante∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
~ı ~ ~k

xv(u1, v1)∆v yv(u1, v1)∆v 0
xu(u1, v1)∆u yu(u1, v1)∆u 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ xv(u1, v1) yv(u1, v1)
xu(u1, v1) yu(u1, v1)

∣∣∣∣∆u∆v

∣∣∣∣
Prethodna determinanta se naziva Jakobijan transformacije i označava

J(u, v) ili
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ xv(u1, v1) yv(u1, v1)
xu(u1, v1) yu(u1, v1)

∣∣∣∣
Vraćanjem posmatrane podele u integralu sumu, dobijamo

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

∫
D1

∫
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv.
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Dvostruki integral

Primer

Primer
Izračunati dvostruki integral I =

∫
σ

∫
(x+ y)dxdy ako je

σ = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ x ≤ 3y, 1 ≤ x+ y ≤ 3}.

σ = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x
y
≤ 3, 1 ≤ x+ y ≤ 3}.

Smena: u = x
y

, v = x+ y⇒ x(u, v) = uv
u+1

, y(u, v) = v
u+1

J(u, v) =

∣∣∣∣∣
v

(u+1)2
u
u+1

− v
(u+1)2

1
u+1

∣∣∣∣∣ = v
(u+1)2

I =
∫
σ

∫
(x+ y)dxdy

=
∫
σ

∫
(x(u, v) + y(u, v))|J(u, v)|dudv

=
3∫
1

1
(u+1)2

du
3∫
1

v2dv = (− 1
u+1

)|3
1
· 1

3
v3|3

1
= 13

6
.

November 26, 2021 28 / 33



Dvostruki integral

Transformacija koordinata - polarne koordinate

Veza Dekartovih i polarnih koordinata:

x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ

ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π]. x

yDi :

∆ρ

ρ∆ϕ

ρ ρ + ∆ρ

∆Di ≈ ρ∆ϕ∆ρ

J(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣ −ρ sinϕ ρ cosϕ
cosϕ sinϕ

∣∣∣∣ = −ρ sin2 ϕ− ρ cos2 ϕ = −ρ

∫
D

∫
f(x, y)dxdy =

∫
D1

∫
f(ρ cosϕ, ρ sinϕ)ρdρdϕ .
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Dvostruki integral

Primer

Primer

Izračunati dvostruki integral I =
∫
σ

∫
(x2 + y2)dxdy ako je

σ = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 16, 0 <
x√
3
≤ y ≤

√
3x}.

Prelaskom na polarne koordinate dobijamo

I =
∫
σ

∫
(x2 + y2)dxdy =

π
3∫
π
6

dϕ
4∫
1

ρ3dρ

= ϕ|
π
3
π
6
· 1

4
ρ4|4

1
= 32π

3
.
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Dvostruki integral

Primer

Primer
Izračunati površinu figure

D = {(x, y) ∈ R2 :
x2

9
+
y2

16
≤ 1, 0 ≤ x ≤ y}.

Smena:
x = 3ρ cosϕ
y = 4ρ sinϕ (ρ, ϕ) ∈ [0, 1]× [π

4
, π]

J(ρ, ϕ) =
∂(x,y)
∂(ρ,ϕ)

=

∣∣∣∣ 3 cosϕ −3ρ sinϕ
4 sinϕ 4ρ cosϕ

∣∣∣∣ = 12ρ

∆D =
π∫
π
4

dϕ
1∫
0

12ρdρ = ϕ|ππ
4

· 1
2
ρ2|1

0
= 3π

8
.
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Dvostruki integral

Primena
Neka je µ(x, y) gustina ploče D ⊂ R2 u tački (x, y) ∈ D.
Masa m ploče D ⊂ R2 data je sa

m =

∫∫
D

µ(x, y)dxdy.

Težište T (xt, yt) ploče D ⊂ R2 ima koordinate

xt =
1

m

∫∫
D

xµ(x, y)dxdy, yt =
1

m

∫∫
D

yµ(x, y)dxdy.

Momenti inercije ploče D ⊂ R2 u odnosu na ose Ox i Oy su dati formulama

Ix =

∫∫
D

y2µ(x, y)dxdy, Iy =

∫∫
D

x2µ(x, y)dxdy.

Moment inercije ploče D ⊂ R2 u odnosu na koordinatni početak dat je formulom

IO =

∫∫
D

(x2 + y2)µ(x, y)dxdy.
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Dvostruki integral

Primer

Primer
Odrediti težište homogene ploče oblika pravouglog trougla čije su
katete jednake 2 i 3.

ρ(x, y) = ρ (= const)

x

y

T

(2, 3)

y = 2
3
x

xt =

∫
D

∫
xρdD∫

D

∫
ρdD

=

∫
D

∫
xdD∫

D

∫
dD

=
1

∆D

2∫
0

xdx

3
2
x∫

0

dy =
4

3
,

yt =

∫
D

∫
ydD∫

D

∫
dD

=
1

3

3∫
0

ydy

2∫
2
3
y

dx = 1

Znači T
(

4
3
, 1
)
.
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